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摘  要：基于作者建立的充液管道流固耦合的对称模型及所证明的振型正交性，给出了充液管道中考

虑流体和固体相互作用问题的振型分解法．本文的工作为直接按固体力学的振动方法求解流固耦合问

题开辟了新的道路．文章最后给出了一个例子说明本方法的应用． 
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充液管道的瞬态冲击问题的是一个古典问题，传统的解法中没有考虑流体和固体的相互作

用．然而，大量的工程实例（事故）和理论分析均表明，这种相互作用是不可忽略的，它对流体

和管道的振动的诸多方面均有着重要的影响．这种影响在管道受约束较弱的情况下更加显著． 

20 世纪 80 年代以后，考虑流固耦合影响的数学模型研究取得了较快的进展，取得了令人瞩

目的成果．其中轴向振动的 4 方程模型是一个被广泛承认为较理想的数学描述[1-2]，它是一组含有

4 个未知量的双曲线型偏微分方程．目前该方程组求解方法主要分为两类．其一是时域解，包括

采用求解波动方程的方法得到若干简单问题的解析解[3]，其中 MOC 法成为时域数值解的主流[2]；

其二是频域解，也就是利用 Laplace变换求得频率和振型的数值解[4-6]． 

本文作者在文献[7-9]中，给出了 4 方程模型的等价对称形式，据此建立了相关的变分原理，

同时证明了在这种意义下，振型的正交性在流固耦合问题中同样成立．本文将以这些结果为基本

出发点，进一步推导出用于该流固耦合问题的振型分解法求解问题的一般过程和相关公式． 

1 流固耦合的对称位移模型 

经过适当引入变量，将管道考虑流固耦合的 4 方程模型进行变换，得到如下对称位移模型[7-9]： 
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在以上公式中，z为沿着管道长度的坐标，t为时间，w和 uz分别为流体和管壁的位移．右端

r为与外部激励相关的已知项，本文中设其同时为坐标和时间的函数 r=r (z,t)． ,
f t

ρ ρ 分别为流体

和管道的密度，e为管壁厚度和 R为管道半径， ,
t

ζ µ 为管道的阻尼系数和流体的动力粘滞系数．K

为流体的体积模量，E为管壁材料的弹性模量．另外两个无量纲常数则定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2 / 2 /

t f t
RK eE RK eEδ δ δ ν= + = −，                              （4a, b） 

方程（1）的变量是位移，E 矩阵的非对角元反应了泊松耦合效应．当 R 和 e 之比在工程中

有意义的范围内变化时，m矩阵和 E矩阵是正定的．特别值得注意的是，经这样的简化以后，阻

尼矩阵 C也同时变成了对称的了．并且在 0
t

ζ ≠ 时，它还是正定的．其非对角元反应了摩擦耦合．阻

尼矩阵的对称正定在模态分析中是有益的性质． 

利用这个模型，我们在文献[7]得到了本问题的一系列变分原理，并证明了与之相关的振型是

正交的．后一个性质将应用在本文以下的推导中． 

2 模态迭加 

2.1 按振型展开 

设基本变量按无阻尼固有振动的振型列向量
k
X 展开： 
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其中 ( )
j
x t 为广义坐标．代入到对称方程（1）中： 
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两端左乘振型向量的转置 T

k
X 并对 z从 0到管道长度 l积分： 
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注意到振型的正交性[7]： 
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其中频率和振型等都是随管道和流体而不同，但只有两类形式，统一写为： 
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在有阻尼的一般情况下，利用瑞利阻尼解耦振动方程，在结构动力学中是常用的方法．它被
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用于计算管流问题还只有 5 年左右历史，并被认为与实验吻合得较好[10]．在文献[10]中又把它推

广用于流固耦合计算（采用位移－压力组合）．对于瑞利阻尼有： 

( )
0

0 ,

2 ,

l

T

k j

j j j

k j
dz

M k jξ ω
≠

=  =
∫ X CX                                           （10） 

实际应用中可以根据实验确定模态阻尼比． 

2.2 单自由度方程与齐次解 

经以上处理后，最终得到： 
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或改写为： 
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其中 ( )
j
f t 是一个纯量（不是列向量），它的表达式为： 
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式（12）是一个单自由度方程，它与一般结构动力分析所得到的方程在形式上没有什么两

样．如果采用级数展开则得到的是耦合振子的两个方程，处理上要复杂得多．尽管前面证明了两

者是等价的，但如果求和上限不是无穷而是有限的话，两者就都是近似的了，不能再认为等价，

因为精度肯定不同了． 

作为特例，考虑方程（12）的齐次解为： 

( ) exp{ }[ sin( ) cos( )]j j j j jx t t A t B tξ ω ω ω′ ′ ′= − +                                  （14） 

其中： 

2
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如果 0
j

ξ = 则上式变成： 

( ) sin( ) cos( ) ,j j j j jx t A t B tω ω ω ω′ ′ ′= + ≡                                    （16） 

其中： 
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如果初始时刻有： (0) 0, (0) 0
j j
x x= =& 则方程的齐次解为零． 

2.3 初始条件 

初始条件按模态展开为： 
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两端左乘振型向量的转置 T

k
X 和质量矩阵 m并积分，注意到振型的正交性： 
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位移的初始条件给出： 
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（18）式两端对时间求导数： 
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可以立即得出： 
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方程（20）和（22）即为求解方程（12）所需要的初始条件． 

2.4 频响函数和脉冲响应函数 

对（11）式所表示的标准的单自由度系统，可以直接写出相应于各振型的频响函数 ( )jH ω 和

脉冲响应函数 ( )jh t ： 
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脉冲响应函数和频率响应函数构成一对付氏变换对． 

利用振型迭加的展开式，求出系统在任意激励左右下的响应为： 
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现在，我们可以分别考虑管道和流体的位移，因为它们之间的耦合关系已经体现在上面的展

开式中了．若设： 

( ) ( ), ( )
T

j wj ujz X z X z ≡  X                                                 （25） 

从而两个变量分别为： 
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考虑到外部激励表达式的各种一般可能性，上式括号内的积分一般是难以精确求出的，实际

应用中可能需用逐步积分等的数值方法． 

3 一个例子 

我们讨论两端封闭并被固定的充水管道问题，以下简称为 RC-RC（Restrained and Closed）问

题．设管道长为 l，此时边界条件为：x|z=0=0，x|z=l=0．本问题的两组固有频率为[7]： 

1 3/ , / , 1, 2,3fn tnn l n l nω πλ ω πλ= = = L                                   （27） 

振型的一般表达式可以写为[7]： 
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其中
jN

S 尽管带有下标，但是它本质上与 j无关，只取两类不同的值，且满足以下正交关系： 
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关于阻尼矩阵则有： 
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从而本问题中方程(24)则为： 
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4 结论 

本文是作者前期工作[7-9]结果的重要应用．它给出了以位移为基本未知量的对称模型的振动解

－振型分解法．由于振型分解法在固体力学中已经是比较成熟的方法，相关研究十分充分．所以

在流固耦合问题的求解采用这种方法，导致我们可以直接使用固体力学中的相关证明，得到自由

振动、强迫振动的解答，以及频响脉冲函数等一系列重要性质． 

据作者所知，在流固耦合问题使用振型分解法这是首次提出．能够得到它的根本原因是，我

们的基本方程采用了以流体和管道位移为基本未知量，并且所得到的系数矩阵均为对称正定．在

此基础上，就能够证明振型是加权正交的．相反，若按传统流体力学中采用压力、流速等作为基

本未知量（目前国内外的学者们都是这样做的），解决流固耦合问题时就比较笨拙，甚至连解耦
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矩阵都不是正交的．这些的方法只适合流体而不适合固体． 

本文的方法可以进一步应用于随机振动问题，以解决弱约束管道的抗震可靠性问题等． 
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The Model Analysis Technique of the Symmetry Model for a Liquid 

Filled Piping System Considering Fluid-solid Interaction 

 

YANG Ke 

(School of Architecture and Civil Engineering, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035) 

 

Abstract: Based on the symmetry displacement model for FSI (Fluid-Solid Interaction) of liquid filled piping 

system developed by the author, a solving approach for both free vibration and forced vibration is derived in 

the current paper. The approach presented in the current paper makes it possible to solve the FSI problem with 

the technique of model analysis. An example is given to show the application of the approach. 

Key words: Liquid filled piping system; Fluid-solid interaction; Technique of model analysis 
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