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0 Ú ó

Cc5, �Û©Û3Á��O+�p��
2�­À[1−4], Ì��Ï´T�{�±3�
Nþ�	XÚ¼ê�5�, �ó§<
�5Nõk¿Â�ë�&E. 3?1Á��O�cé
XÚ¼êk���ß�n), Á��OòC��\äk�é5, �A�Á�(J�7½¬�
\k�.

�©­:?Ø'uXÚ¼êé¡5�¡��Û©Û. é¡5Vgd5®È, Ì�kã�
�é¡Ú¼ê�é¡ü«. 'ué¡5nØ�¡�ïÄ, IS	®²kNõ;Í. ~X'u
é¡ã��¡, /k 31977c [5]�Ñ: é¡ã��,ZC�z, �é¡ö�%�kÔa. Ù
¥��nÚ5�´ïÄ�fÚ©f�m©Ù5Æ�(�zÆ�Ä:.

é¡¼ê���3�I�C�¥w«ÑØC�5Æ5�, ��Æ�'ué¡¼ê�½
ÂØ¦�Ó. �Ë=[6]|^�é¡��+�Ø��A�I�{5éõ�¼ê�m?1é¡©
), l
½ÂÑé¡¼ê. �
ÏéÑ����é¡¼êVg, ©z[7, 8]|^aé¡�Î5
½Âé¡¼ê, ¿y²aé¡�Î�,kOuA�I, �%äkaqA�I�5�.

�
ïÄXÚ¼ê�é¡5, �©æ^©z[7, 8]¥½Â�é¡¼ê, |^XÚ¼ê�é
¡©)Eâ, JÑ�«¯a5Ýþ�I-�zÇ£é¡¼ê��3��XÚ¼ê��¥¤Ó
�'Ç¤, ­:�	�é¡¼ê¤å�^���.

�©dü�Ü©|¤. 1�Ü©daé¡�Î!��©)!é¡¼êÚ�ÛÚO©Û
�o��!�¤, 8¥y²Ù¥�9�­�½n¶1�Ü©éü�XÚ¼ê, ©O�Ñ
é
¡5�ÛÚO©Û�{�A^¢~.

1 aé¡�Î

½½½ÂÂÂ 1 b� n �k�+ G = (σ1, · · · , σn) U�¤¿©/ª: G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk], Ù¥
[θi] ´ G ��¹ θi ���f8Ü, [θi] ∩ [θj ] = ∅, ∀ i 6= j, ¡ G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] � G ���
ééé¡¡¡¿¿¿©©©, XJÙ÷vXeü�^�.

(1) e½Â [θi][θj ] = {θπ : θ ∈ [θi], π ∈ [θj ]}, Kk [θi][θj ] = [θj ][θi] ⊃ [θiθj ], ∀i, j;

(2) e½Â [θi]−1 = {θ−1 : θ ∈ [θi]}, i = 1, ..., k, K+ G �¿©÷v: {[θ1], · · · , [θk]} =
{[θ1]−1, · · · , [θk]−1}.

XJü � e g¤��8Ü, ù��é¡¿©¡����555���, {¡���555ééé¡¡¡¿¿¿©©©.

½Â«5¼ê: Ii(σ) =

{
1, σ ∈ [θi];
0, σ /∈ [θi].

¡/X f(σ) = c1I1(σ) + · · · + ckIk(σ)(Ù

¥ ci �~ê, i = 1, ..., k) �¼ê�aaa¼¼¼êêê, {P� f = CTI, Ù¥ C = (c1, · · · , ck)T, I =
(I1, · · · , Ik)T.

½½½ÂÂÂ 2 é ∀ π ∈ G, ½Â$�:(f + g)(π) = f(π) + g(π).

½½½ÂÂÂ 3 é ∀ π ∈ G, ½Â$�:(f ◦ g)(π) =
∑

σ∈G

f(σ)g(σ−1π), e¼ê f ÷v

(1) ��5µf2(π) = (f ◦ f)(π) = |G|f(π),

(2) �Ýé¡5µf̄(π) = f(π−1), ∀ σ ∈ G,

K¡ f �ééé¡¡¡���ÎÎÎ(|G| L«+ G ����ê).

w,, f(σ) ≡ I1(σ) + · · · + Ik(σ) Ú E = |G|I{e} �½´é¡�Î.

½½½ÂÂÂ 4 XJ f Q´½Â3k�+¿© G = [θ1]∪ · · · ∪ [θk] þ�a¼ê, q´+ G þ�
é¡�Î, @o¡ f �'u¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ�aaaééé¡¡¡���ÎÎÎ.



1 5 Ï ���, �: é¡5�ÛÚO©Û¥�½ny² 129

éw,, f(σ) ≡ I1(σ) + · · · + Ik(σ) �½´T¿©þ�aé¡�Î. ,	, ?¿é¡�Î
Ñ�±w¤´òz�k�+��üÕ����¿©�/e�aé¡�Î. �
Lã�Ù, ·
�3�ãaé¡�Î�, ¬AO�²ÙéA�¿©.

aé¡�Î3�êþäkNõ`û5�[9],

2 ��©)

½½½ÂÂÂ 5 e½Â3k�+ G þ��"é¡�Î f1, · · · , fk′(k′ 6 |G|) ÷v: fi ◦ fj =
0, i 6= j, K¡ fi, fj ����������, ¿�¡ {f1, · · · , fk′} �������������XXXÚÚÚ.

½½½nnn 1 e f, g ´k�+¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ��p����"aé¡�Î, K
f + g �´T¿©e�"aé¡�Î.

yyy ²²² U½Ây²=�. Äk, du f, g ´k�+¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ�a¼
ê, ÙÚ f + g E,´T¿©þ�a¼ê. Ùg, d½Â, é π ∈ G

¯(f + g)(π) = (f̄ + ḡ)(π) = (f + g)(π−1).

(f + g) ◦ (f + g)(π) =
∑
σ∈G

(f + g)(σ)(f + g)(σ−1π) = |G|f(π) + 0 + 0 + |G|g(π) = |G|(f + g).

d=y² f + g �´é¡�Î.

d f, g ���5, f + g 7½�" (ÄK g = −f , ù� f ◦ g = −f ◦ f = −|G|f 6= 0).
d±þy²��, f + g �´T¿©e�"aé¡�Î.
½n1¥f, g �p���^��±U¤f, g ��, =f ◦ g = 0 =⇒ g ◦ f = 0 ¤á. ù´Ï

�ef ◦ g = 0, Ké∀π ∈ G,

0 = f ◦ g(π) =
∑
σ∈G

f(σ)g(σ−1π) =
∑

π−1σ∈G

g(π−1σ)f((π−1σ)−1π−1) = g ◦ (π−1).

�π H{G �, π−1 �H{G, d=y²g ◦ f = 0 ¤á.
duc©®J�?¿é¡�ÎÑ�±w¤´òz�k�+��üÕ����¿©�/

e�aé¡�Î, ÏdT½n'u?¿é¡�Î�´¤á�.
½½½nnn 2 e f1, · · · , fk′ ´'u�5é¡¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ��p����"

aé¡�Î, �Ù�þ/ª� f1 = CT
1 I, · · · , fk′ = CT

k′I, Ù¥ C1, · · · , Ck′ � k ���þ,
I = (I1, · · · , Ik)T, K C1, · · · , Ck′ 7½�5Ã'.

yyy ²²² �y{y²T½n. XJ C1, · · · , Ck′ �5�', Ø�� C1 = l2C2+· · ·+lk′Ck′ ,
Ù¥ l2, · · · , lk′ ��|Ø��"�~ê. ù�Ò�� f1 = CT

1 I = (l2C2 + · · · + lk′Ck′)TI =
l2f2 + · · · + lk′fk′ . 2Ø�b�Ù¥� lk′ 6= 0, du fk′ � f2, · · · , fk′−1 ��, Ò¬k

f1 ◦ fk′ = (l2f2 + · · · + lk′fk′) ◦ fk′ = lk′fk′ ◦ fk′ = lk′ |G|fk′ 6= 0.

ù� f1, fk′ �p���b��gñ. Ïd��, C1, · · · , Ck′ 7½�5Ã'.
½½½nnn 3 e {f1, · · · , fk′} �½Â3k�+ G þ�����XÚ (k′ 6 |G|), KéAÏ�

é¡�Î E = |G|I{e}, �±?1Xe��©).

E = f1 + · · · + fk′ + f4, fi ◦ fj = 0, i 6= j; f4 ◦ fj = 0, ∀ j, (1)

yyy ²²² y²©nÚr.



130 uÀ���ÆÆ�(g,�Æ�) 2009 c

(1) y²é?Ûé¡�Î f , E − f�´é¡�Î. Äk·�k

¯(E − f)(π) = Ē(π) − f̄(π) = E(π−1) − f(π−1) = (E − f)(π−1),∀π ∈ G.

Ùgk

(E − f) ◦ (E − f)(π) =
∑
σ∈G

(E − f)(σ)(E − f)(σ−1π)

= E ◦ E(π) − E ◦ f(π) − f ◦ E(π) + f ◦ f(π)

= |G|E(π) − E(e)f(eπ) − f(π)E(π−1π) + |G|f(π)

= |G|E(π) − |G|f(π) − f(π)|G| + |G|f(π)

= |G|(E − f)(π).

nÜþã=� E − f �´é¡�Î.
(2) y² E − f � f ��.

(E − f) ◦ f(π) =
∑
σ∈G

(E − f)(σ)f(σ−1π) = E ◦ f(π) − f ◦ f(π)

= E(e)f(eπ) − |G|f(π) = |G|(f − f)(π) = 0.

(3) y²K�¥� f4 ◦ fj = 0, ∀ j.
c¡®²y² f4 = E − (f1 + · · · + fk′) � (f1 + · · · + fk′)��, =

f4 ◦ (f1 + · · · + fk′) = 0.

^ fj , j = 1, · · · , k′ m¦þª, �

f4 ◦ (f1 + · · · + fk′) ◦ fj = f4 ◦ (f1 + · · · + fk′) ◦ fj = f4 ◦ |G|fj = |G|f4 ◦ fj = 0.

d= f4 ◦ fj = 0.

nþ¤ã, ½n�y.
½½½ÂÂÂ 6 � {f1, · · · , fk′} �½Â3k�+ G þ�����XÚ (k′ 6 |G|). � f4 = 0

�, {f1, · · · , fk′} ¡����ÚÚÚ���������������XXXÚÚÚ.
½½½nnn 4 e f1, · · · , fk �'u�5é¡¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ��p����"a

é¡�Î, K {f1, · · · , fk} �¤���Ú����XÚ.
yyy ²²² d½n�±©üÚ5y².
(1) y²é�5é¡¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] 5`, Ù����XÚ¥�"aé¡�Î

��ê�õ� k�. ù:éN´y².
XJb� f1 = CT

1 I, · · · , fk = CT
k I, Ù¥ C1, · · · , Ck � k ���þ, I = (I1, · · · , Ik)T. d

½n 2, C1, · · · , Ck 7½�5Ã'. 
 k ���þ����5Ã'���þ�ê�õ� k, d
=y²
����XÚ¥�"aé¡�Î��ê�õ� k �.

(2) y² f4 = |G|I{e} − (f1 + · · · + fk) = 0.

du·�À�
�5é¡¿©, ¤±7k��¿©Ò´ {e}. ù�Ò�� |G|I{e} Ù¢�
´T�5é¡¿©þ�aé¡�Î, l
 f4 �´. XJ f4 6= 0, �Ò´`Ù����XÚ
¥�"aé¡�Î��ê� k + 1 �, ù�1 1 Úy²�(Ø�gñ. Ïd��U f4 = 0.
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nþ¤ã, {f1, · · · , fk} �¤���Ú����XÚ.
½½½nnn 5 e f1, · · · , fk ´'u�5é¡¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ��p����"a

é¡�Î, K f1, · · · , fk Øü�^S	´��(½�.
yyy ²²² d½n 4, ����XÚ {f1, · · · , fk} ´�Ú�.
b� f1 = CT

1 I, · · · , fk = CT
k I, Ù¥ C1, · · · , Ck � k ���þ, I = (I1, · · · , Ik)T. du

E = |G|I{e} = f1 + · · · + fk � C1, · · · , Ck �5Ã', Ïdé?¿�aé¡�Î g = CTI, Ù
¥ C � k ���þ. du C1, · · · , Ck �5Ã', Ù��� k ���þ�m��|Ä, Ïd C

�±L«¤ C1, · · · , Ck ��5|Ü, = C = l1C1 + · · · + lkCk, �=k

g = l1f1 + · · · + lkfk.

qdu g �é¡�Î, Ïd

g2 = g ◦ g = (l1f1 + · · · + lkfk) ◦ (l1f1 + · · · + lkfk) = |G|(l21f1 + · · · + l2kfk).

ù�Ò�±���ª l21 = l1, · · · , l2k = lk, �= l1 = 0, 1; · · · ; lk = 0, 1.

y3b��3,�|�"aé¡�Î g1, · · · , gk. dþ¡?¿aé¡�Î g �?Ø,
g1, · · · , gk 7½�±L«¤ f1, · · · , fk ��5|Ü, �Xê�� 0 ½ 1. Ø�b�

g1 = l11f1 + · · · + l1kfk, · · · , gk = lk1f1 + · · · + lkkfk.

��y g1, · · · , gk ´é¡�Î, l11, · · · , l1k; · · · ; lk1, · · · , lkk �U� 0 ½ 1. Ø�b� gi, gj , 1 6
i, j 6 k, i 6= j ¥�1 s(1 6 s 6 k) �Xêþ�� 1, = lis, ljs Ñ� 1. K

gi ◦ gj = (li1f1 + · · · + likfk) ◦ (lj1f1 + · · · + ljkfk) = |G|(li1lj1f1 + · · · + fs + · · · + likljkfk).

du C1, · · · , Ck ´�5Ã'�, Ïd f1, · · · , fk �ØU�p�5LÑ, li1lj1f1 + · · · + fs +
· · · + likljkfk ¥Ï��3 fs �"¤±�½�", ù� gi, gj �p��gñ.

d±þØã, Ò��
Ø�3 gi, gj , 1 6 i, j 6 k, i 6= j ¥�1 s(1 6 s 6 k) �Xêþ�
� 1. �é{`, �"aé¡�Î g1, · · · , gk ¥�z��¥�k��Xê´ 1, Ù{��� 0.
ùÒL² g1, · · · , gk � f1, · · · , fk Ò´Ó�|aé¡�Î (ü�^S�±Ø��).

3 é¡¼ê

½½½ÂÂÂ 7 � F (x1, · · · , xm) ´?� m �¼ê, k�+ G � Sm ���f+, f ´'u+
G �,��5é¡¿©þ���aé¡�Î, K F (x1, · · · , xm) 'u f é¡´�÷veª

F (x1, · · · , xm) =
1
|G|

∑
σ∈G

f(σ)F (xσ(1), · · · , xσ(m)). (2)

½½½ÂÂÂ 8 é¡¼êF1, F2�SÈ½ÂXe

〈F1, F2〉 =
∫
Rm

F1F̄2p(x1) · · · p(xm)dx1 · · · dxm. (3)

�?¿é¡¼êF1, F2, F÷v:
(1) 〈F, F 〉 > 0; (2) 〈F1, F2〉 = 〈F2, F1〉; (3) 〈αF1 + βF2, F 〉 = α〈F1, F 〉 + β〈F2, F 〉.
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XJé¡¼ê F1, F2 SÈ�", ·�¡§����ppp������.

4 �ÛÚO©Û

½½½ÂÂÂ 9 b��ÅCþ x1, · · · , xm ÕáÓ©Ù, Ù�Ý¼ê� pt = p(xt), t = 1, · · · ,m.

½Âõ��m D =
m∏

t=1
[c, d] þ�²��È¼ê H(x1, · · · , xm) �ÏÏÏ"""�

E(H(x1, · · · , xm)) =
∫
D

H(x1, · · · , xm)p(x1) · · · p(xm)dx1 · · · dxm. (4)

{P�
E(H) =

∫
D

Hp1 · · · pmdx. (5)

½Â�ÿ¼ê H ��������

D(H) =
∫
D

[H − E(H)] ¯[H − E(H)]p1 · · · pmdx. (6)

½½½nnn 6 ?��� m �õ�¼ê H(x1, · · · , xm) Ú?¿�'uk�+ G ⊂ Sm ��5
é¡¿© G = [θ1] ∪ · · · ∪ [θk] þ�aé¡�Î�¤�����XÚ {f1, · · · , fk′}, k′ 6 k, ¿
� f(σ) ≡ I1(σ) + · · · + Ik(σ)7�Ù¥,�aé¡�Î, ½Â

Hj(x1, · · · , xm) =
1
|G|

∑
σ∈G

fj(σ)H(xσ(1), · · · , xσ(m)), j = 1, · · · , k
′
.

H4(x1, · · · , xm) =
1
|G|

∑
σ∈G

f4(σ)H(xσ(1), · · · , xσ(m)), f4 = E −
k
′∑

j=1

fj .

KSÈ 〈Hi,Hj〉 = 0, ∀ i 6= j, i, j = 1, · · · , k
′
,4 , �éAu©)ª

E = |G|I{e} = f1 + · · · + fk′ + f4, fi ◦ fj = 0, i 6= j; f4 ◦ fj = 0, ∀ j,

k
H(x1, · · · , xm) = H1(x1, · · · , xm) + · · · + Hk′ (x1, · · · , xm) + H4(x1, · · · , xm). (7)

yyy ²²² ky²�ª¤á, 25y²���m�p��.
d E = |G|I{e} = f1 + · · · + fk′ + f4 �\��

H(x1, · · · , xm) =
1
|G|

∑
σ∈G

E(σ)H(xσ(1), · · · , xσ(m))

=
1
|G|

∑
σ∈G

(f1 + · · · + fk′ + f4)(σ)H(xσ(1), · · · , xσ(m))

= H1(x1, · · · , xm) + · · · + Hk′ (x1, · · · , xm) + H4(x1, · · · , xm).

=©)ª´¤á�. e¡y²�é¡¼ê�m�p��. ·����3aé¡�Î
f(σ) ≡ I1(σ) + · · · + Ik(σ). Ø�� f1Ò´ù�aé¡�Î, dÏ"½Â

E(H1(x1, · · · , xm)) =
1
|G|

∑
σ∈G

f1(σ)E(H(xσ(1), · · · , xσ(m))) = E(H(x1, · · · , xm)).
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þ¡�ª¥í�¥^�
 E(H(xσ(1), · · · , xσ(m))) = E(H(x1, · · · , xm)) �(Ø. 
éÙ¦�
é¡¼ê Hj(x1, · · · , xm), j = 2, · · · , k

′
,4,

E(Hj(x1, · · · , xm)) =
1
|G|

∑
σ∈G

fj(σ)E(H(xσ(1), · · · , xσ(m)))

= (
1
|G|

∑
σ∈G

fj(σ)f1(σ−1π))E(H(x1, · · · , xm)) = 0.

þ¡�ª¥^�
 f1, fj �p���b�. e¡ò5y²é Hi,Hj , i 6= j, k < Hi,Hj >= 0.

< Hi,Hj > = E(HiH̄j)

=
1
|G|

∑
σ∈G

fi(σ)
1
|G|

∑
π∈G

f̄j(π)E(H(xσ(1), · · · , xσ(m)))E(H̄(xπ(1), · · · , xπ(m)))

=
1
|G|

∑
σ∈G

fi(σ)
1
|G|

∑
π∈G

f̄j(π)E(H(z1, · · · , zm))E(H̄(zσ−1π(1), · · · , zσ−1π(m)))

=
1
|G|

∑
σ∈G

fi(σ)
1
|G|

∑
u∈G

f̄j(σu)E(H(z1, · · · , zm))E(H̄(zu(1), · · · , zu(m)))

=
1
|G|

∑
u∈G

(
1
|G|

∑
σ∈G

fi(σ)f̄j(σu))E(H(z1, · · · , zm))E(H̄(zu(1), · · · , zu(m)))

Ù¥þª¥�
ügC�µ
(1) - zj = xσ(j), j = 1, · · · ,m, l
 zσ−1i = xi, i = 1, · · · ,m, ?
 xπ(k) = zσ−1(π(k)) =

z(σ−1π)(k), k = 1, · · · ,m;

(2) u = σ−1π, π = σu.

l
XJ- v = (σu)−1, @o v−1 = σu, σ = v−1u−1, 2d f̄j(σu) = fj((σu)−1),

1
|G|

∑
σ∈G

fi(σ)f̄j(σu) =
1
|G|

∑
v∈G

fj(v)fi(v−1u−1) = 0.

ÏdÒk < Hi,Hj >= 0 ¤á. ù�Òy²
ù
é¡¼ê´�p���.

XJ f4 = E −
k
′∑

j=1

fj = 0, d� {f1, · · · , fk′} ´�Ú����XÚ, @o

H(x1, · · · , xm) = H1(x1, · · · , xm) + · · · + Hk′(x1, · · · , xm).

½n 6 L²?¿XÚ¼ê H(x1, · · · , xm) Ñ�±©)¤eZ�é¡¼ê�Ú, ù
é¡
¼ê�aé¡�Î�À�k'.

½½½nnn 7 � G ���+ Sm �f+, �ÅCþ x1, · · · , xm ÕáÓ©Ù, Ù�Ý¼ê
� pt = p(xt), t = 1, · · · ,m. H(x1, · · · , xm) �õ��m D =

m∏
t=1

[c, d] þ�²��È¼

ê, {f1, · · · , fk′} � G �,�5é¡¿©þ�aé¡�Î, �¤������XÚ, ¿�
f(σ) ≡ I1(σ) + · · · + Ik(σ)7�Ù¥,�aé¡�Î. éAu©)ª:

E = |G|I{e} = f1 + · · · + fk′ + f4, fi ◦ fj = 0, i 6= j; f4 ◦ fj = 0, ∀ j.
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Xe½Â�é¡¼ê

Hj(x1, · · · , xm) =
1
|G|

∑
σ∈G

fj(σ)H(xσ(1), · · · , xσ(m)), j = 1, · · · , k
′
.

H4(x1, · · · , xm) =
1
|G|

∑
σ∈G

f4(σ)H(xσ(1), · · · , xσ(m)), f4 = E −
k
′∑

j=1

fj .

÷v H = H1 + · · · + Hk′ + H4. �kXe��©)úª¤á.

D(H) = D(H1) + · · · + D(Hk′) + D(H4). (8)

yyy ²²² - h = H − E(H), hj = Hj − E(Hj), j = 1, · · · , k
′
,4, d½n 6, ?¿¼ê�

±©)¤eZ��p���é¡¼ê�Ú. Ïd H = H1 + · · · + Hk′ + H4, 
 E(H) =
E(H1) + · · · + E(Hk′ ) + E(H4) ð¤á, Ïd h = h1 + · · · + hk′ + h4 �¤á. e¡·�òy
² (8) ª¤á.

du�3aé¡�Î f(σ) ≡ I1(σ) + · · · + Ik(σ). Ø�b� f1 Ò´ù�aé¡�Î, d
½n 6 �y²L§,

E(H1(x1, · · · , xm)) = E(H(x1, · · · , xm));

E(Hj(x1, · · · , xm)) = 0, j = 2, · · · , k
′
,4.

¿�é~¼ê C = E(H(x1, · · · , xm)), Ù'ué¡�Î f1 ´é¡�, ÏdéAé¡�Î©)
ª�7k©)ª C = C + 0 + · · · + 0 + 0 ¤á.

l
�� h1, · · · , hk′ , h4 �´�p���é¡¼ê. d©)ª h = h1 + · · · + hk′ + h4,

D(H) =
∫
D

(H − E(H)) ¯(H − E(H))p1 · · · pmdx

=
∫
D

hh̄p1 · · · pmdx

=
∫
D

(h1 + · · · + hk′ + h4) ¯(h1 + · · · + hk′ + h4)p1 · · · pmdx

= D(H1) + · · · + D(Hk′) + D(H4).

3XÚ¼ê(½±9©Ù(½��¹e, (8) ªü>����þ´(½��.
½½½ÂÂÂ 10 ½Â Sj = D(Hj)

D(H) , j = 1, · · · , k′;S4 = D(H4)
D(H) ���é¡¼êé��XÚ¼ê

��¤��z�'Ç (±�{¡���zzzÇÇÇ), §´��é¡¼ê'u��XÚ¼ê�¯a5�
I. S1, · · · , Sk′ , S4 ´��(½�, �k

1 = S1 + · · · + Sk′ + S4. (9)

�Û©Û¥, ù
¯a5�Ié@£XÚ¼ê�é¡5äk­��¿Â.
,
du¼ê H(x1, · · · , xm) �/ªÏ~Ñ´'�E,�, �,Ù3½Â�þäk²�

�È�5�, �´TÈ©�O���E,, Ïd�zÇ�O��ÒC��~(J, 8cIS
þ�õæ^ Monte-Carlo �{. ·�ò|^ÚOÃã�O��é¡¼ê�zÇ��{¡�ééé
¡¡¡555���ÛÛÛÚÚÚOOO©©©ÛÛÛ.
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5 A^Þ~

e¡± 6 ���+G = {e, (23), (12), (123), (132), (13)} = S3�~, ·�ò+���g{
P�1, 2, 3, 4, 5, 6. ÙéA�¦{L�:



1 2 3 4 5 6

2 1 5 6 3 4

3 4 1 2 6 5

4 3 6 5 1 2

5 6 2 1 4 3

6 5 4 3 2 1


.

XJ�+S3��5é¡¿©�:[θ1] = {1}; [θ2] = {2}; [θ3] = {3, 6}; [θ4] = {4, 5}. é��p�
���|aé¡�Î�: f1(σ) = I1(σ)+ I2(σ)+ I3(σ)+ I4(σ); f2(σ) = I1(σ)− I2(σ)− I3(σ)+
I4(σ); f3(σ) = 2I1(σ) + 2I2(σ) − I3(σ) − I4(σ); f4(σ) = 2I1(σ) − 2I2(σ) + I3(σ) − I4(σ).

ùo��p���aé¡�Î�¤
���Ú����XÚ.

~~~ 1 �Än��g¼êH(x1, x2, x3) = 4 + 2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + x1x2 +

3x1x3 + 2x2x3, x1, x2, x3Ñl[0, 1]þ�þ!©Ù.

$^þ¡o�aé¡�Î�±©O�Eo�é¡¼êµ

H1(x1, x2, x3) =
1
6
[H(x1, x2, x3) + H(x1, x3, x2) + H(x2, x1, x3)

+H(x2, x3, x1) + H(x3, x1, x2) + H(x3, x2, x1)]

= 4 + 3(x1 + x2 + x3) + 2(x2
1 + x2

2 + x2
3) + 2(x1x2 + x1x3 + x2x3);

H2(x1, x2, x3) =
1
6
[H(x1, x2, x3) − H(x1, x3, x2) − H(x2, x1, x3)

+H(x2, x3, x1) + H(x3, x1, x2) − H(x3, x2, x1)]

= 0;

H3(x1, x2, x3) =
1
6
[2H(x1, x2, x3) + 2H(x1, x3, x2) − H(x2, x1, x3)

−H(x2, x3, x1) − H(x3, x1, x2) − H(x3, x2, x1)]

=
1
2
[(x2 + x3 − 2x1) − (x2

2 + x2
3 − 2x2

1)];

H4(x1, x2, x3) =
1
6
[2H(x1, x2, x3) − 2H(x1, x3, x2) + H(x2, x1, x3)

−H(x2, x3, x1) − H(x3, x1, x2) + H(x3, x2, x1)]

=
1
2
[−(x2 − x3) + (x2

2 − x2
3) − 2(x1x2 − x1x3)].

du¼ê/ª'�{ü, �±^½Â��{©O¦Ñþã�¼ê�ý¢��, l
�
±¦Ñ�é¡¼ê��zÇ¶Ó�|^Monte-Carlo({P�M-C)���¼ê���(^DL
«)9Ù�zÇ(^SL«)��O�, �L 1.
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L 1 ~1�é¡5�ÛÚO©ÛL
Tab. 1 Statistical analysis of global symmetry to Example 1.

Ýþ�I D(S) D1(S1) D2(S2) D3(S3) D4(S4)

ý¢� 12.4667(100%) 12.4000(99.47%) 0(0%) 0.0083(0.07%) 0.0583(0.47%)

M-C�{(1000:) 12.3219(100%) 12.3211(99.99%) 0(0%) 0.0082(0.07%) 0.0566(0.46%)

M-C�{(64000:) 12.5076(100%) 12.4434(99.49%) 0(0%) 0.0083(0.07%) 0.0580(0.46%)

M-C�{(1000000:) 12.4441(100%) 12.3800(99.48%) 0(0%) 0.0083(0.07%) 0.0583(0.47%)

~~~ 2 �Än�E,¼êH(x1, x2, x3) = exp{x2
1 + x2 cos x3}, x1, x2, x3Ñl[0, 1]þ�þ!

©Ù. $^þ¡o�aé¡�Î�±©O�Eo�é¡¼êµ

H1(x1, x2, x3) =
1
6
[H(x1, x2, x3) + H(x1, x3, x2) + H(x2, x1, x3)

+H(x2, x3, x1) + H(x3, x1, x2) + H(x3, x2, x1)]

=
1
6
(exp{x2

1 + x2 cos x3} + exp{x2
1 + x3 cos x2} + exp{x2

2 + x1 cos x3}(10)

+exp{x2
2 + x3 cos x1} + exp{x2

3 + x1 cos x2} + exp{x2
3 + x2 cos x1});(11)

H2(x1, x2, x3) =
1
6
[H(x1, x2, x3) − H(x1, x3, x2) − H(x2, x1, x3)

+H(x2, x3, x1) + H(x3, x1, x2) − H(x3, x2, x1)]

=
1
6
(exp{x2

1 + x2 cos x3} − exp{x2
1 + x3 cos x2} − exp{x2

2 + x1 cos x3}

+exp{x2
2 + x3 cos x1} + exp{x2

3 + x1 cos x2} − exp{x2
3 + x2 cos x1});

H3(x1, x2, x3) =
1
6
[2H(x1, x2, x3) + 2H(x1, x3, x2) − H(x2, x1, x3)

−H(x2, x3, x1) − H(x3, x1, x2) − H(x3, x2, x1)]

=
1
6
(2exp{x2

1 + x2 cos x3} + 2exp{x2
1 + x3 cos x2} − exp{x2

2 + x1 cos x3}

−exp{x2
2 + x3 cos x1} − exp{x2

3 + x1 cos x2} − exp{x2
3 + x2 cos x1});

H4(x1, x2, x3) =
1
6
[2H(x1, x2, x3) − 2H(x1, x3, x2) + H(x2, x1, x3)

−H(x2, x3, x1) − H(x3, x1, x2) + H(x3, x2, x1)

=
1
6
(2exp{x2

1 + x2 cos x3} − 2exp{x2
1 + x3 cos x2} + exp{x2

2 + x1 cos x3}(12)

−exp{x2
2 + x3 cos x1} − exp{x2

3 + x1 cos x2} + exp{x2
3 + x2 cos x1}).

duXÚ¼ê'�E,, �¦ÑÙý¢��'�(J, L(2)�Ñ|^M-C�{����¼
ê��9Ù�zÇ��O�.

L 2 ~2�é¡5�ÛÚO©ÛL
Tab. 2 Statistical analysis of global symmetry to Example 2.

Ýþ�I D(S) D1(S1) D2(S2) D3(S3) D4(S4)

ý¢� −− (−− %) −− (−− %) −− (−− %) −− (−− %) −− (−− %)

M-C�{(1000:) 0.9682(100%) 0.4148(42.85%) 0.0005(0.06%) 0.2439(25.19%) 0.2815(29.08%)

M-C�{(64000:) 0.9511(100%) 0.4220(44.37%) 0.0005(0.06%) 0.2374(24.96%) 0.3001(31.55%)

M-C�{(1000000:) 0.9620(100%) 0.4242(44.10%) 0.0005(0.06%) 0.2396(24.91%) 0.3012(31.31%)

(Øµé'L1¥�zÇ�ý¢�Ún�ØÓ�[:ê�M-CO��, �±uyé¡5�
ÛÚO©Û�{U�Ð/�O�zÇ, ¿��X�[:ê�O\
C��\°(¶L2¥�,�
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zÇ�ý¢�¿Ø��, �´n�ØÓ�[:ê�Monte-CarloO��'�­½, Ïd�±ò�
zÇ�M-CO�����Û©Û¥é¡¼ê�¯a5Ýþ�I. ,	, l±þü�L·�ØJu
yµXÚ¼ê��(¢�u©)�����é¡¼ê���Ú, ù�´�©½n 7¤�¦�. Ï
d, ÀJ©z[7, 8]¥é¡¼ê�½Â5ïÄé¡5�ÒÜ�Ün.
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