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摘要：利用第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数，建立了一类含有Ｇｅｎｏｃｃｈｉ数与ＲｉｅｍａｎｎＺｅｔａ函数求和的一般计算公式，推广了已有的
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０ 引言

近年来形如下列和式

（Ａ）Ｇ（ｎ，ｋ，ｒ）＝ ∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ

（ｉ１ｉ２…ｉｋ）ｒＧ２ｉ１Ｇ２ｉ２…Ｇ２ｉｋ
（２ｉ１）！（２ｉ２）！…（２ｉｋ）！

，

（Ｂ）ζ１（ｎ，ｋ，ｒ）＝ ∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ

（ｉ１ｉ２…ｉｋ）ｒ（１－２２ｉ１）（１－２２ｉ２）…（１－２２ｉｋ）ζ（２ｉ１）ζ（２ｉ２）…ζ（２ｉｋ），

（Ｃ）ζ０（ｎ，ｋ，ｒ）＝ ∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ

（ｉ１ｉ２…ｉｋ）ｒζ（２ｉ１）ζ（２ｉ２）…ζ（２ｉｋ）

的计算问题，引起了国内外许多学者的兴趣，如文［１～８］，这里 Ｇｎ和ζ（２ｎ）分别表示 Ｇｅｎｏｃｃｈｉ数和 Ｒｉｅｍａｎｎ
Ｚｅｔａ函数，ｎｋ为正整数，ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ表示对所有满足该式的ｋ维正整数（ｉ１，ｉ２，…ｉｋ）求和，其中 Ｇｎ
和ζ（２ｎ）分别由下式定义：

２ｔ
ｅｔ＋１＝∑

∞

ｎ＝１
Ｇｎ
ｔｎ
ｎ！，Ｇ１＝１，Ｇ２ｎ＋１＝０，ｎ１；
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ζ（ｓ）＝∑
∞

ｎ＝１

１
ｎｓ
，Ｒｅ（ｓ）＞１，ζ（２）＝

π
２

６．

对于（Ａ），（Ｂ），文［１］给出了 ｒ＝０，ｋ＝２，３，４，５的一些结果，最近，文［２］给出了 Ｇ（ｎ，ｋ，０），ζ１（ｎ，ｋ，０）

的计算公式；对于（Ｃ），文［４～６］分别研究了ζ０（ｎ，３，０）～ζ０（ｎ，７，０），文［７］给出ζ０（ｎ，ｋ，０）的计算公式，文

［８］给出了ζ０（ｎ，ｋ，１）及ζ０（ｎ，ｋ，２）的计算公式．但在以上计算公式中都要用到 ｓ元初等对称多项式σｓ，ｊ，使

用不方便．本文使用发生函数方法和计算技巧，利用第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数 Ｓ（ｎ，ｋ），首先推广了刘麦学、张之正［２］

的结果，解决 Ｇ（ｎ，ｋ，ｒ）和ζ１（ｎ，ｋ，ｒ）的计算问题；然后给出ζ０（ｎ，ｋ，ｒ）的简明计算公式，改进并推广了刘

国栋［７］和赵熙强［８］的结论．

１ 定义与引理

定义 １ 高阶Ｇｅｎｏｃｃｈｉ数 Ｇ（ｋ）ｎ 和广义高阶Ｇｅｎｏｃｃｈｉ数 Ｈ
（ｋ）
２ｎ分别由下列展式给出：

２ｔ
ｅｔ( )＋１

ｋ

＝∑
∞

ｎ＝０

Ｇ（ｋ）ｎ
ｎ！ｔ

ｎ，
２ｔ
ｅｔ－１－( )ｔｋ＝∑∞

ｎ＝１

Ｈ（ｋ）２ｎ
（２ｎ）！ｔ

２ｎ．

其中 ｋ是非负整数，Ｇ（１）ｎ ＝Ｇｎ，Ｈ
（１）
２ｎ＝Ｇ２ｎ（ｎ１）为普通的Ｇｅｎｏｃｃｈｉ数，Ｇ

（０）
ｎ ＝０（ｎ１）．

定义 ２［９］ 高阶Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ数 Ｂ（ｋ）ｎ 和广义高阶Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ数 Ａ
（ｋ）
２ｎ分别由下列展式给出：

ｔ
ｅｔ( )－１

ｋ

＝∑
∞

ｎ＝０

Ｂ（ｋ）ｎ
ｎ！ｔ

ｎ，
ｔ

ｅｔ－１＋
ｔ
２( )－１

ｋ

＝∑
∞

ｎ＝１

Ａ（ｋ）２ｎ
（２ｎ）！ｔ

２ｎ．

其中 ｋ是非负整数，Ｂ（１）ｎ ＝Ｂｎ，Ａ
（１）
２ｎ＝Ｂ２ｎ（ｎ１）为普通的Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ数，Ｂ

（０）
ｎ ＝０（ｎ１）．

引理 １［１］ （ⅰ）Ｇ２ｎ＋１＝０（ｎ１）；（ⅱ）Ｇ２ｎ＝（－１）ｎ－１
４（１－２２ｎ）（２ｎ）！
（２π）２ｎ ζ（２ｎ）．

引理 ２ 设｛ａｎ｝∞０，｛ｂｎ｝∞０ 是两数列，其指数发生函数分别为 Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ），ｓ（ｎ，ｋ）为第一类 Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数，

且 ｂｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ａｋ（ｎ０），则 Ｂ（ｔ）＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｔ））．

证 因为｛ｓ（ｎ，ｋ）｝∞ｎ＝０的指数发生函数为
［１０］

∑
∞

ｎ＝ｋ

ｓ（ｎ，ｋ）
ｎ！ ｔｎ＝（ｌｏｇ（１＋ｔ））

ｋ

ｋ！ （ｋ０）， （１）

所以，｛ｂｎ｝∞０ 的指数发生函数为

Ｂ（ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０
∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ａ( )ｋ

ｔｎ
ｎ！＝∑

∞

ｋ＝０
ａｋ ∑

∞

ｎ＝ｋ
ｓ（ｎ，ｋ）ｔ

ｎ

ｎ( )！ ＝∑
∞

ｋ＝０
ａｋ
（ｌｏｇ（１＋ｔ））ｋ

ｋ！ ＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｔ））．

引理 ３ （广义高阶Ｇｅｎｏｃｃｈｉ数的显明公式）

Ｈ（ｋ）２ｎ ＝ｋ！∑
２ｎ

ｒ＝２ｋ
Ｓ（２ｎ，ｒ） ｒ！

（－２）ｒ∑
ｒ－ｋ

ｉ＝ｋ

（－２）ｉ
ｉ！

ｒ－ｉ－１
ｒ－ｉ－( )ｋｓ（ｉ，ｋ）（ｎｋ１）．

其中 ｓ（ｎ，ｋ）与 Ｓ（ｎ，ｋ）分别为第一类与第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数（下同）．

证 令 ｂｎ＝∑
ｎ

ｒ＝２
ｓ（ｎ，ｒ）Ｈ（ｋ）ｒ （ｎ２ｋ２，这里当 ｎ为奇数时Ｈ

（ｋ）
ｎ ＝０），则 ｂｎ＝∑

ｎ

ｒ＝１
ｓ（ｎ，２ｒ）Ｈ（ｋ）２ｒ，ｎｋ１，

由定义１｛Ｈ（ｋ）ｒ ｝∞ｒ＝１的指数发生函数为 Ａ（ｔ）＝
２ｔ
ｅｔ＋１－( )ｔｋ，所以，由引理２及（１）式得｛ｂｎ｝∞ｎ＝０的指数发生函

数为

Ｂ（ｔ）＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｔ））＝ （２ｔ＋２－１）ｌｏｇ（１＋ｔ( )） ｋ

＝ －ｔ( )２
ｋ １
（１＋ｔ?２）ｋ

ｌｏｇｋ（１＋ｔ）
ｋ！ ｋ！＝

ｋ！ｔ２ｋ
（－２）ｋ∑

∞

ｎ＝０

ｎ＋ｋ－１( )ｎ
ｔｎ

（－２）ｎ∑
∞

ｊ＝０
ｓ（ｋ＋ｊ，ｋ） ｔｊ

（ｋ＋ｊ）！＝

ｋ！ｔ２ｋ
（－２）ｋ∑

∞

ｎ＝０
∑
ｎ

ｊ＝０

１
（ｋ＋ｊ）！（－２）ｎ－ｊ

ｎ－ｊ＋ｋ－１
ｎ－( )ｊ

ｓ（ｋ＋ｊ，ｋ）ｔｎ．

两边取 ｔｎ的系数得
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ｂｎ
ｎ！＝

ｋ！
（－２）ｋ∑

ｎ－２ｋ

ｊ＝０

１
（ｋ＋ｊ）！（－２）ｎ－２ｋ－ｊ

ｎ－ｋ－ｊ－１
ｎ－２ｋ－( )ｊ ｓ（ｋ＋ｊ，ｋ），

令 ｉ＝ｋ＋ｊ，有

∑
ｎ

ｒ＝１
ｓ（ｎ，ｒ）Ｈ（ｋ）ｒ ＝

ｎ！ｋ！
（－２）ｎ∑

ｎ－ｋ

ｉ＝ｋ

（－２）ｉ
ｉ！

ｎ－ｉ－１
ｎ－ｋ－( )ｉｓ（ｉ，ｋ）．

由Ｓｔｉｒｌｉｎｇ反演公式［１０］，对上式取Ｓｔｉｒｌｉｎｇ反演有

Ｈ（ｋ）ｎ ＝ｋ！∑
ｎ

ｒ＝ｋ
Ｓ（ｎ，ｒ） ｒ！

（－２）ｒ∑
ｒ－ｋ

ｉ＝ｋ

（－２）ｉ
ｉ！

ｒ－ｉ－１
ｒ－ｉ－( )ｋｓ（ｉ，ｋ）（ｎ２ｋ１），

ｎ取偶数即得．
引理 ４ 对整数 ｎｋ１，有

Ａ（ｋ）２ｎ ＝
１
２ｋ∑

２ｎ

ｊ＝２ｋ
Ｓ（２ｎ，ｊ）（－１）ｊｊ！ ∑

ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｊ－２ｋ
ｉ１，ｉ２，…ｉｋ０

（ｉ１＋１）（ｉ２＋１）…（ｉｋ＋１）
（ｉ１＋２）（ｉ１＋３）（ｉ２＋２）（ｉ２＋３）…（ｉｋ＋２）（ｉｋ＋３）

．

证 令 ｂｎ＝∑
ｎ

ｒ＝２
ｓ（ｎ，ｒ）Ａ（ｋ）ｒ （ｎ２ｋ２），由定义２得｛Ａ

（ｋ）
２ｒ｝

∞
ｒ＝１的指数发生函数为

Ａ（ｔ）＝ ｔ
ｅｔ－１＋

ｔ
２( )－１

ｋ

，

所以，由引理２得｛ｂｎ｝∞ｎ＝０的指数发生函数为

Ｂ（ｔ）＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｔ））＝ ｌｏｇ（１＋ｔ）ｔ ＋１２ｌｏｇ（１＋ｔ）( )－１
ｋ

＝ ｔ２
２∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ（ｎ＋１）
（ｎ＋２）（ｎ＋３）ｔ( )ｎ ｋ

＝

∑
∞

ｎ＝０

ｔｎ＋２ｋ

２ｋ ∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ
ｉ１，ｉ２，…ｉｋ０

（－１）ｎ（ｉ１＋１）（ｉ２＋１）…（ｉｋ＋１）
（ｉ１＋２）（ｉ１＋３）（ｉ２＋２）（ｉ２＋３）…（ｉｋ＋２）（ｉｋ＋３）

，

再用与证明引理３相同的方法即可得．

引理 ５ζ（２ｎ）＝
（－１）ｎ－１（２π）２ｎ
２（２ｎ）！ Ｂ２ｎ．

２ Ｇ（ｎ，ｋ，ｒ）与ζ１（ｎ，ｋ，ｒ）的计算公式

定理 １ （Ｇ（ｎ，ｋ，０），ζ１（ｎ，ｋ，０）的新计算公式）

（ⅰ）Ｇ（ｎ，ｋ，０）＝
ｋ！
（２ｎ）！∑

２ｎ

ｒ＝２ｋ
Ｓ（２ｎ，ｒ） ｒ！

（－２）ｒ∑
ｒ－ｋ

ｉ＝ｋ

（－２）ｉ
ｉ！

ｒ－ｉ－１
ｒ－ｉ－( )ｋｓ（ｉ，ｋ）；

（ⅱ）ζ１（ｎ，ｋ，０）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！

４ｋ（２ｎ）！ ∑
２ｎ

ｒ＝２ｋ
Ｓ（２ｎ，ｒ） ｒ！

（－２）ｒ∑
ｒ－ｋ

ｉ＝ｋ

（－２）ｉ
ｉ！

ｒ－ｉ－１
ｒ－ｉ－( )ｋｓ（ｉ，ｋ）．

证 （ⅰ）由定义１，有

Ｇ（ｎ，ｋ，０）＝ ∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ

Ｇ２ｉ１Ｇ２ｉ２…Ｇ２ｉｋ
（２ｉ１）！（２ｉ２）！…（２ｉｋ）！

＝
Ｈ（ｋ）２ｎ
（２ｎ）！，

结合引理３即得．
（ⅱ）由（ⅰ）和引理１即得．
定理 ２ （ⅰ）Ｇ（ｎ，ｋ，１）＝

ｋ！
４ｋ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｃ２ｂ（２ａ＋ｂ）！
ａ！ｂ！ｃ！（２ｎ－２ｃ）！ ∑

２ｎ－２ｃ

ｒ＝２（２ａ＋ｂ）
Ｓ（２ｎ－２ｃ，ｒ） ｒ！

（－２）ｒ ∑
ｒ－（２ａ＋ｂ）

ｉ＝（２ａ＋ｂ）

（－２）ｉ
ｉ！

ｒ－ｉ－１
２ａ＋ｂ( )－１

ｓ（ｉ，２ａ＋ｂ）；

（ⅱ）ζ１（ｎ，ｋ，１）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！

１６ｋ
· ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｃ２ｂ（２ａ＋ｂ）！
ａ！ｂ！ｃ！（２ｎ－２ｃ）！·

∑
２ｎ－２ｃ

ｒ＝２（２ａ＋ｂ）
Ｓ（２ｎ－２ｃ，ｒ） ｒ！

（－２）ｒ ∑
ｒ－（２ａ＋ｂ）

ｉ＝（２ａ＋ｂ）

（－２）ｉ
ｉ！

ｒ－ｉ－１
２ａ＋ｂ( )－１

ｓ（ｉ，２ａ＋ｂ）．

证 （ⅰ）令 ｆ（ｔ）＝
２ｔ
ｅｔ＋１－ｔ

，有 ｔｄｄｔｆ（ｔ）＝
１
２ｆ

２（ｔ）＋ｆ（ｔ）－ｔ
２

２，则
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ｔｄｄｔｆ（ｔ( )） ｋ

＝ １
２ｆ

２（ｔ）＋ｆ（ｔ）－ｔ
２( )２

ｋ

＝ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｃｋ！
２ａ＋ｃａ！ｂ！ｃ！ｔ

２ｃｆ２ａ＋ｂ（ｔ），

即

∑
∞

ｎ＝１

２ｎＧ２ｎ
（２ｎ）！ｔ

２( )ｎ ｋ

＝ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｃｋ！ｔ２ｃ

２ａ＋ｃａ！ｂ！ｃ！∑
∞

ｎ＝１

Ｈ（２ａ＋ｂ）２ｎ

（２ｎ）！ｔ
２ｎ，

两端比较 ｔ２ｎ的系数，有

２ｋＧ（ｎ，ｋ，１）＝ｋ！ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｃ

２ａ＋ｃａ！ｂ！ｃ！（２ｎ－２ｃ）！Ｈ
（２ａ＋ｂ）
２ｎ－２ｃ，

再结合引理３即得．
（ⅱ）由（ⅰ）和引理１即得．

一般地，设 ｆ（ｔ）为｛Ｈ（１）２ｎ｝∞ｎ＝１的指数发生函数，如果将 ｔｄｄ( )ｔ
ｒ

ｆ（ｔ）（ｒ＝０，１，２，…）表示成 ｆ（ｔ）的函数，两

边取 ｋ次方并比较ｔ２ｎ系数，则可求得 Ｇ（ｎ，ｋ，ｒ）和ζ１（ｎ，ｋ，ｒ）的计算公式．如当 ｒ＝２，３时，用与证明定理２
相同的方法分别得下列定理．

定理 ３ 设 Ｈ（ｋ）２ｎ满足引理３，则

（ⅰ）Ｇ（ｎ，ｋ，２）＝
ｋ！
４ｋ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ０

（－１）ｄ＋ｅ３ｂ＋ｅＨ（３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ）２ｎ－２ｄ－２ｅ

２ａ＋ｂ＋ｃａ！ｂ！ｃ！ｄ！ｅ！（２ｎ－２ｄ－２ｅ）！
；

（ⅱ）ζ１（ｎ，ｋ，２）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！

１６ｋ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ０

（－１）ｄ＋ｅ３ｂ＋ｅＨ（３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ）２ｎ－２ｄ－２ｅ

２ａ＋ｂ＋ｄ＋ｅａ！ｂ！ｃ！ｄ！ｅ！（２ｎ－２ｄ－２ｅ）！．

定理 ４ 设 Ｈ（ｋ）２ｎ满足引理３，则

（ⅰ）Ｇ（ｎ，ｋ，３）＝
ｋ！
８ｋ ∑
ａ１＋ａ２＋…＋ａ８＝ｋ
ａ１，ａ２，…ａ８０

（－１）ａ３＋ａ５＋ａ８３ａ１＋ａ２７ａ４＋ａ８Ｈ（４ａ１＋３ａ２＋２ａ３＋２ａ４＋ａ５＋ａ６）２ｎ－２（ａ３＋ａ５＋２ａ７＋ａ８）

２２ａ１＋ａ４＋２ａ７＋ａ８ａ１！ａ２！…ａ８！（２ｎ－２（ａ３＋ａ５＋２ａ７＋ａ８））！
；

（ⅱ）ζ１（ｎ，ｋ，３）＝

（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！
３２ｋ ∑

ａ１＋ａ２＋…＋ａ８＝ｋ
ａ１，ａ２，…ａ８０

（－１）ａ３＋ａ５＋ａ８３ａ１＋ａ２７ａ４＋ａ８Ｈ（４ａ１＋３ａ２＋２ａ３＋２ａ４＋ａ５＋ａ６）２ｎ－２（ａ３＋ａ５＋２ａ７＋ａ８）

２２ａ１＋ａ４＋２ａ７＋ａ８ａ１！ａ２！…ａ８！（２ｎ－２（ａ３＋ａ５＋２ａ７＋ａ８））！
．

３ ζ０（ｎ，ｋ，ｒ）的新计算公式

定理 ５ζ０（ｎ，ｋ，０）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎ

２ｋ（２ｎ）！
·

１
２ｋ∑

２ｎ

ｊ＝２ｋ
Ｓ（２ｎ，ｊ）（－１）ｊｊ！ ∑

ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｊ－２ｋ
ｉ１，ｉ２，…ｉｋ０

（ｉ１＋１）（ｉ２＋１）…（ｉｋ＋１）
（ｉ１＋２）（ｉ１＋３）（ｉ２＋２）（ｉ２＋３）…（ｉｋ＋２）（ｉｋ＋３）

．

证 由定义２，有

∑
∞

ｎ＝１

Ａ（ｋ）２ｎ
（２ｎ）！ｔ

２ｎ＝∑
∞

ｎ＝１
∑

ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｋ＝ｎ
ｉ１，ｉ２，…ｉｋ１

Ｂ２ｉ１Ｂ２ｉ２…Ｂ２ｉｋ
（２ｉ１）！（２ｉ２）！…（２ｉｋ）！

ｔ２ｎ，

比较上式两端 ｔ２ｎ的系数，结合引理４和引理５即得．

定理 ６ζ０（ｎ，ｋ，１）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！

４ｋ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｂ＋ｃ

ａ！ｂ！ｃ！（２ｎ－２ａ）！２２ａ＋ｂ＋２ｃ ∑
２ｎ－２ａ

ｊ＝２（ｂ＋２ｃ）
Ｓ（２ｎ－２ａ，ｊ）（－１）ｊｊ！·

∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉｂ＋２ｃ＝ｊ－２ｂ－４ｃ

ｉ１，ｉ２，…ｉｂ＋２ｃ０

（ｉ１＋１）（ｉ２＋１）…（ｉｂ＋２ｃ＋１）
（ｉ１＋２）（ｉ１＋３）（ｉ２＋２）（ｉ２＋３）…（ｉｂ＋２ｃ＋２）（ｉｂ＋２ｃ＋３）

．

证 由文［８］，有
（－１）ｎ－ｋ４ｋ
（２π）２ｎ ζ０

（ｎ，ｋ，１）＝ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ０

（－１）ｂ＋ｃｋ！
ａ！ｂ！ｃ！（２ｎ－２ａ）！４ａＡ

（ｂ＋２ｃ）
２ｎ－２ａ，
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再结合引理４即得．
定理 ７ 设 Ａ（ｋ）２ｎ满足引理４，则

ζ０（ｎ，ｋ，２）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！

８ｋ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ０

（－１）ｄ３ｂ２ａ－ｄ－２ｅ
ａ！ｂ！ｃ！ｄ！ｅ！（２ｎ－２ｄ－２ｅ）！Ａ

（３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ）
２ｎ－２ｄ－２ｅ ．

证 令 ｆ（ｔ）＝ ｔ
ｅｔ－１＋

ｔ
２－１，则由 ｔ

ｄ
ｄｔｆ（ｔ）＝－ｆ

２－ｆ＋ｔ
２

４得

ｔｄｄｔｔ
ｄ
ｄｔ( )ｆ＝２ｆ３＋３ｆ２＋ｆ－ｔ２２ｆ＋１４ｔ２，

两边取 ｋ次方并由定义２，有

∑
∞

ｎ＝１

（２ｎ）２Ｂ２ｎ
（２ｎ）！ ｔ

２( )ｎ ｋ

＝ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ０

ｋ！（－１）ｄ３ｂ２ａ－ｄ－２ｅ
ａ！ｂ！ｃ！ｄ！ｅ！ｔ

２ｄ＋２ｅｆ３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ（ｔ），

由定义２并两端比较 ｔ２ｎ系数，有
（－１）ｎ－ｋ８ｋ
（２π）２ｎ ζ０

（ｎ，ｋ，２）＝ ∑
ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ＋ｅ＝ｋ
ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ０

ｋ！（－１）ｄ３ｂ２ａ－ｄ－２ｅ
ａ！ｂ！ｃ！ｄ！ｅ！（２ｎ－２ｄ－２ｅ）！Ａ

（３ａ＋２ｂ＋ｃ＋ｄ）
２ｎ－２ｄ－２ｅ ，

故定理７成立．

设 ｆ（ｔ）为｛Ａ（１）２ｎ｝∞ｎ＝１的指数发生函数，如果将 ｔｄｄ( )ｔ
ｒ

ｆ（ｔ）（ｒ＝１，２，…）表示成 ｆ（ｔ）的函数，两边取 ｋ次方

并比较ｔ２ｎ系数，可求得ζ０（ｎ，ｋ，ｒ）．如 ｒ＝３时，可得到如下定理．
定理 ８ 设 Ａ（ｋ）２ｎ满足引理４，则

ζ０（ｎ，ｋ，３）＝
（－１）ｎ－ｋ（２π）２ｎｋ！

１６ｋ
·

∑
ｉ１＋ｉ２＋…＋ｉ８＝ｋ
ｉ１，ｉ２，…ｉ８０

（－１）ｉ１＋ｉ２＋ｉ３＋ｉ５＋ｉ８２ｉ１＋２ｉ２＋ｉ４－２ｉ７－３ｉ８３ｉ１＋ｉ２＋ｉ７７ｉ３
ｉ１！ｉ２！…ｉ８！（２ｎ－２（ｉ４＋ｉ６＋ｉ７＋２ｉ８））！

Ａ（４ｉ１＋３ｉ２＋２ｉ３＋２ｉ４＋ｉ５＋ｉ６）２ｎ－２（ｉ４＋ｉ６＋ｉ７＋２ｉ８）
．

致谢：作者对审稿人提出的建议表示衷心的感谢！
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