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摘要：以二阶段随机规划为例，给出了两种分解算法：基于内点的原始－对偶分解算法和基于Ｂｅｎｄｅｒｓ分解的算法，

此两种算法都是通过将多阶段随机规划中的变量加以分解，生成一系列只含有单变量的规划问题，通过对这些小

规模确定性规划问题的求解构造迭代过程，最终收敛到原问题的最优解。
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０ 引言

在现实世界中，经常会碰到大量的偶然现象，或称为不确定性现象，他们一般被称为随机现象。描述、

刻划随机现象的量叫随机变量，含随机变量的数学规划问题称为随机规划问题。随机规划在国际上是一门

新兴学科，从２０世纪５０年代起萌芽，现在正是它兴旺发展的时期。
当数学规划问题中出现随机变量时，处理这些随机变量的方法有多种，其中一种是需要在观察到随机

变量的实现之前便作出决策，此类问题通常被称为带补偿的随机规划问题。在随机规划研究方向中，大多

数学者的主要研究成果是将现有的求解非线性规划问题的方法应用到随机规划中，比如说可以将 ＳＱＰ分解
算法应用过来，也有将ＱＰＦＲＥＥ算法应用于随机规划问题的等等。在这里主要是两种经典的分解算法应用
到随机规划并做出分析和比较，第一种是基于内点的原始－对偶分解算法，另一种是利用 Ｂｅｎｄｅｒｓ分解算法
求解随机规划问题。这两种算法都可以应用到多阶段的随机规划问题中，在这篇论文中主要以二阶段的随

机规划为例来说明算法的思想并加以比较。
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１ 基于内点的原始－对偶分解算法

考虑二阶段的随机线性规划问题：

ｍｉｎｃＴｘ＋∑
Ｋ

ｋ＝１
πｋｃＴｋｙｋ

ｓ．ｔ．Ａｘ＝ｂ，
ｘ≥０， （１．１）

Ｗｋｙｋ＝ｈｋ－Ｂｋｘ，

ｙｋ≥０，ｋ＝１，…，Ｋ。
其拉格朗日对偶问题为：

ｍａｘｂＴｕ＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ｈＴｋｖｋ

ｓ．ｔ．ＡＴｕ＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ＢＴｋｖｋ＋ｓ＝ｃ，

ＷｋＴｖｋ＋ｚｋ＝πｋｃｋ，ｋ＝１，…，Ｋ， （１．２）

ｓ≥０，
ｚｋ≥０，ｋ＝１，…，Ｋ。

１１ 齐次自对偶方法介绍

首先考虑标准的线性规划问题：

（Ｐ）ｍｉｎｃＴｘ
ｓ．ｔ．Ａｘ＝ｂ，

ｘ≥０。
拉格朗日对偶问题是：

（Ｄ）ｍａｘｂＴｙ
ｓ．ｔ．ＡＴｙ＋ｓ＝ｃ，

ｓ≥０。
参考文献［１］中，利用齐次自对偶系统来求解原始－对偶规划问题。

考虑以下的系统：

Ａｘ－ｂτ＝０，
－ＡＴｙ＋ｃτ≥０，
ｂＴｙ－ｃＴｘ≥０，
ｘ≥０，τ≥０










。

此系统是齐次的且有反对称的约束矩阵，具有自对偶性，在上述系统添加变量到不等式约束将得到：

Ａｘ－ｂτ＝０，
－ＡＴｙ－ｓ＋ｃτ＝０，
ｃＴｘ－ｂＴｙ－κ＝０，
ｘ≥０，ｓ≥０，τ≥０，κ≥０










。

（１３）

如果系统（１３）有解（ｙ，ｘ，ｓ，τ，κ）且满足τ ＞０，κ ＝０，则原问题有惟一解 ｘ ／τ，对偶问题的解
为（ｙ ／τ，ｓ ／τ），由［１］有下列结果：

定理 １ 若（１３）有解（ｙ，ｘ，ｓ，τ，κ），则满足 ｘ ＋ｓ ＞０和τ ＋κ ＞０。
ＧｏｌｄｍａｎＴｕｃｋｅｒ的解被称为严格互补解，因为（１３）的任意一个解（ｙ，ｘ，ｓ，τ，κ）必须满足 ｘＴｓ＋τκ＝０，

基于此，正如下列引理所述线性规划问题（Ｐ）和（Ｄ）可解：
引理 １ 若τ

 ＞０，则 ｘ ／τ和（ｙ ／τ，ｓ ／τ）分别是（Ｐ）和（Ｄ）的一个最优解；若τ ＝０，则κ ＞０
即 ｂＴｙ －ｃＴｘ ＞０，此时，若 ｂＴｙ ＞０，则（Ｐ）不可行；若 ｃＴｘ ＜０，则（Ｄ）不可行。

给定任意一个向量（珋ｙ，珔ｘ，珋ｓ，珋τ，珔κ）满足珔ｘ＞０，珋ｓ＞０，珋τ＞０，珔κ＞０，齐次自对偶算法应用于修正牛顿步，可
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从以下线性方程系统求出搜索方向（ｄｙ，ｄｘ，ｄｓ，ｄτ，ｄκ）：

Ａｄｘ－ｂｄτ＝ηｒｐ，

－ＡＴｄｙ－ｄｓ＋ｃｄτ＝－ηｒｄ，

ｂＴｄｙ－ｃＴｄｘ－ｄκ＝ηｒｇ，
珔Ｓｄｘ＋珚Ｘｄｓ＝γμｅ－珚Ｘ珋ｓ，

珔κｄτ＋珋τｄκ＝γμ－珋τ珔κ













，

（１４）

其中：ｒｐ＝珋τｂ－Ａ珔ｘ，ｒｄ＝珋τｃ－Ａ珋ｙ－珋ｓ，ｒｇ＝ｃＴｘ－ｂＴｙ＋珔κ是可行的残差向量，η，γ是两个参数，μ＝（珔ｘ
Ｔ珋ｓ＋

珋τ珔κ）／（ｎ＋１），ｅ表示分量全为１的向量，珚Ｘ，珔Ｓ表示以珔ｘ，珋ｓ的分量为对角元的对角距阵。注意到：当η＝１、

γ＝０时，系统（１４）是一个牛顿系统，由他的解可以生成（１３）的下一个迭代点：
（ｙ′，ｘ′，ｓ′，τ′，κ′）：＝（珋ｙ＋ｄｙ，珔ｘ＋ｄｘ，珋ｓ＋ｄｓ，珋τ＋ｄτ，珔κ＋ｄκ）。

假设（ｙｋ，ｘｋ，ｓｋ，τｋ，κｋ）且 ｘｋ＞０，ｓｋ＞０，τｋ＞０，κｋ＞０是当前迭代点，令：
（珋ｙ，珔ｘ，珋ｓ，珋τ，珔κ）：＝（ｙｋ，ｘｋ，ｓｋ，τｋ，κｋ），η∈［０，１］，γ∈［０，１］。

求解（１４）得到搜索方向（ｄｙ，ｄｘ，ｄｓ，ｄτ，ｄκ），选择一个步长α满足：

ｙ′＝珋ｙ＋αｄｙ，
ｘ′＝珔ｘ＋αｄｘ＞０，
ｓ′＝珋ｓ＋αｄｓ＞０，

τ′＝珋τ＋αｄτ＞０，

κ′＝珔κ＋αｄκ＞０。
令

（ｙｋ＋１，ｘｋ＋１，ｓｋ＋１，τｋ＋１，κｋ＋１）：＝（ｙ′，ｘ′，ｓ′，τ′，κ′），ｋ：＝ｋ＋１，重复上述步骤直到满足给定的精度为
止。具体算法引理及证明过程参考［２］。
１２ 搜索方向子问题的分解

在这一部分主要利用上述的方法来求解二阶段的随机线性规划问题，关键是分解求搜索方向的子问题

（１４）。将（１４）直接应用到二阶段问题可得到如下方程：
Ａｄｘ－ｂｄτ＝ηｒｐ，

Ｂｋｄｘ＋Ｗｋｄｙｋ－ｈｋｄτ＝ηｒｐｋ，

－ＡＴｄｕ－∑
Ｋ

ｋ＝１
ＢＴｋｄｖｋ＋ｃｄτ－ｄｓ＝－ηｒｄ，

－ＷＴｋｄｖｋ＋πｋｃｋｄτ－ｄｚｋ＝－ηｒｄｋ，

Ｓｄｘ＋Ｘｄｓ＝γμｅ－Ｘｓ，

Ｚｋｄｙｋ＋Ｙｋｄｚｋ＝γμｅ－Ｚｋｙｋ，

κｄτ＋τｄκ＝γμ－τκ，

ｂＴｄｕ－ｃＴｄｘ－∑
Ｋ

ｋ＝１
πｋｃＴｋｄｙｋ＋∑

Ｋ

ｋ＝１
ｈＴｋｄｖｋ－ｄκ＝ηｒｇ





















，

（１５）

Ｍ０＝Ｘ－１Ｓ＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ＢＴｋ（ＷｋＭ－１

ｋＷＴｋ）－１Ｂｋ。

记： 珋ｃ＝ｃ－∑
Ｋ

ｋ＝１
ＢＴｋ（ＷｋＭ－１

ｋＷＴｋ）－１［ｈｋ＋ｐｋＷｋＭ－１
ｋｃｋ］，

ｔ０＝Ｘ－１（γμｅ－Ｘｓ）＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ＢＴｋ（ＷｋＭ－１

ｋＷＴｋ）－１［ηｒｐｋ＋ＷｋＭ
－１
ｋ珋ｔｋ］－ηｒｄ０。

由［４］中知：第一、二阶段问题的原始－对偶方向均可以分解为 ｄｘ０，ｄｙ０，ｄｘｋ，ｄｙｋ，且可分别被求出，再利用上

述系统可得：

ｄｕ＝ｑｄτ＋ｖ，ｑ＝（ＡＭ
－１
０ ＡＴ）－１（ｂ＋ＡＭ－１

０珋ｃ），ｖ＝（ＡＭ－１
０ ＡＴ）－１（ηｒｐ０－ＡＭ

－１
０ ｔ），ｄｙｋ＝ｑｋｄτ＋ｖｋ，

ｄｘｋ＝ｐｋｄτ＋ｕｋ，ｑｋ＝（ＷｋＭ
－１
ｋ ＷＴｋ）－１（ｈｋ＋πｋＷｋＭ－１

ｋｃｋ－Ｂｋｐ），
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ｖｋ＝（ＷｋＭ－１
ｋＷＴｋ）－１（ηｒｐｋ－ＷｋＭ

－１
ｋ珋ｔｋ－Ｂｋｕ），ｐｋ＝Ｍ－１

ｋ （ＷＴｋｑｋ－πｋｃｋ），ｖｋ＝Ｍ－１
ｋ （ＷＴｋｖｋ＋珋ｔｋ），

ｄκ＝
γμ－τκ
τ

－κ
τ
ｄτ，ｄτ＝（Ｆ１＋Ｆ２）／（Ｅ１＋Ｅ２），Ｅ１＝ｂ

Ｔｑ－ｃＴｐ＋κ／τ，

Ｆ１＝ｃＴｕ－ｂＴｖ＋ｒτ，κ／τ＋ηｒｇ，Ｅ２＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｈＴｋｑｋ－∑

Ｋ

ｋ＝１
πｋｃＴｋｐｋ，Ｆ２＝∑

Ｋ

ｋ＝１
πｋｃＴｋｕｋ－∑

Ｋ

ｋ＝１
ｈＴｋｖｋ，ｒτ，κ＝－τκ＋γμ。

利用上述公式求解所有的搜索方向而只需计算矩阵 Ｍ和Ｑ以及向量ｔ和ｔｋ，在每一个迭代点都可以将
变量分解来求解相应的迭代方向，选取步长得到下一个迭代点，进而求解原二阶段随机规划问题。

２ Ｂｅｎｄｅｒｓ分解算法

Ｂｅｎｄｅｒｓ分解的关键是分离两个阶段的决策变量，在通过交替的求解一系列线性规划问题和含“复杂变
量”规划问题而得到原问题的解。

２１ Ｂｅｎｄｅｒｓ分解
首先介绍一下Ｂｅｎｄｅｒｓ分解的思想，考虑如下的线性规划：

ｍａｘ｛ｃＴｘ＋ｆ（ｙ）｝
ｓ．ｔ．Ａｘ＋Ｆ（ｙ）≤ｂ， （２．１）

ｘ∈Ｒｐ＋，ｙ∈Ｓ，
其中 ｘ∈Ｒｐ＋，Ｒｐ＋为非负的 ｐ维欧式空间，ｙ∈Ｒｑ，Ｓ是Ｒｑ的子空间。

在（２１）中，固定 ｙ的取值为珋ｙ，使得原问题转化为：
ｆ（珋ｙ）＋ｍｉｎ｛（ｂ－Ｆ（珋ｙ））λ｜ＡＴλ≥ｃ，λ∈Ｒｍ＋｝。 （２２）

算法的目的是将问题（２１）分解成两个问题：一是定义在 Ｓ上的问题，该问题可以是线性的、非线性的
或者离散的，称为“主问题”；另一个是定义在Ｒｐ＋上的线性规划问题，通常称为“从属问题”。算法的思想是：
首先从一个可行解出发，先求解一个“主问题”获得一个试探值，将试探值带入“从属问题”，利用拉格朗日对

偶求解（２２）计算对偶乘子并给出最优值的一个边界，把乘子带入原问题形成新的约束“主问题”，再求解此
主问题得到下一个试探值，如此交替求解两个问题直到求出最优解或可接受的解为止。

２２ 利用Ｂｅｎｄｅｒｓ分解求解带线性补偿的随机规划问题
利用此方法求解规划问题的关键要把规划问题的变量分解。此处以二阶段规划为例：

ｍｉｎ ｆ（ｙ）＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ｐｋＱｋ（ｙ）｜ｙ∈{ }Ｙ，

其中 Ｋ为表示决策数，ｐｋ为相应于决策ｋ的概率。第一阶段的决策变量为 ｙ，它需要在决策实现之前作出
决定，第 ｋ个决策实现之后，在对第二阶段的变量 ｘｋ做出决定。第二阶段决策 ｋ的补偿函数为：Ｑｋ（ｙ）＝
ｍｉｎ｛ｑｋｘ｜Ｗｋｘ＝ｈｋ－Ｔｋｙ，ｘ≥０｝，即 ｘ为补偿变量，我们的目标就是求出满足约束的 ｘ使得补偿量达到最
小。假设补偿为完全补偿，即对任意给定的 ｙ和任意决策，｛ｘ｜Ｗｋｘ＝ｈｋ－Ｔｋｙ｝≠。

与原问题等价的确定性规划问题为：

ｚ＝ｍｉｎｆ（ｙ）＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ｐｋｑｋｘｋ｜Ｔｋｙ＋Ｗｋｘ＝ｈｋ，ｘｋ≥０，ｙ∈{ }Ｙ， （２３）

给定第一阶段的决策珋ｙ，定义如下“从属问题”：
Ｑｋ（珋ｙ）＝ｍｉｎ｛ｑｋｘｋ｜Ｗｋｘｋ＝ｈｋ－Ｔｋ珋ｙ，ｘｋ≥０｝。 （２４）

由此给出 ｚ的一个上界：

ｆ（珋ｙ）＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ｐｋＱｋ（珋ｙ）。 （２５）

再来看从属问题（２４）是一个线性规划，其对偶问题是：
Ｑｋ（珋ｙ）＝ｍａｘ｛（ｈｋ－Ｔｋ珋ｙ）λｋ｜ＷＴｋλｋ≤ｑｋ，λｋ任意｝， （２．６）

注意到上述问题的约束关于 ｙ独立，即可行域与 ｙ无关，记Λｋ＝｛λｋ｜ＷＴｋλｋ≤ｑｋ｝为第 ｋ个决策的多面体可
行域，^λ

ｉ
ｋ是Λｋ的第 ｉ极点，ｉ＝１，…，Ｉｋ，Ｉｋ是Λｋ的极点数，由于 Λｋ的极点数有限，则有 Ｑｋ（ｙ）＝

ｍａｘｉ＝１，…，Ｉｋ｛^λ
ｉ
ｋ（ｈｋ－Ｔｋｙ）｝，Ｑｋ（ｙ）是一个分段线性的凸函数。原主问题转化为：
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ｚ＝ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ｐｋｍａｘｉ＝１，…，Ｉｋ｛^λ

ｉ
ｋ（ｈｋ－Ｔｋｙ）｝｜ｙ∈Ｙ｝。 （２７）

理论上（２７）是可以直接求解的，但是由于对偶极点数的增加直接求解是很困难的，所以寻求Λｋ的有

效子集，得到 Ｑｋ（ｙ）的一个下估计值，记为：

Ｑ′ｋ（ｙ）＝ｍａｘｉ＝１，…，Ｍｋ｛^λ
ｉ
ｋ（ｈｋ－Ｔｋｙ）｝，其中 Ｍｋ≤Ｉｋ，

由此得到一个“不完全主问题”：

ｚ＝ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）＋∑
Ｋ

ｋ＝１
ｐｋｍａｘｉ＝１，…，Ｍｋ｛^λ

ｉ
ｋ（ｈｋ－Ｔｋｙ）｝｜ｙ∈Ｙ｝。

求解此问题得到最优值 ｚ的一个下界。在每一次迭代中，由从属问题的解可以求得 ｚ的一个上界，不
完全主问题的解可给出 ｚ的一个下界，可以证明上述迭代过程有限步终止。具体算法参考［３］。

３ 两种算法的分析比较

随机规划问题可以转化为确定性的规划问题，又由于随机变量的取值等各方面原因，通常会导致确定

性的规划问题规模巨大，分解算法的精华在于有效降低问题的规模，通过求解小规模问题以得到原问题的

最优解。本文提到的两种算法都可以用来求解多阶段线性规划，他们的共同点都是对问题的变量进行分

解，已形成一系列的小规模问题。第一种算法还可以用来求解随机凸规划，而第二种方法利用的补偿函数

中可行域的极点有限这一性质，所以只能用来求解带线性补偿的随机规划问题。
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