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摘要：考虑了当系统存在不确定和外界干扰的情况下，一类非线性不确定时变时滞系统的多模型切换 Ｈ∞跟踪控
制的设计问题。利用时滞ＴＳ模糊模型对非线性不确定时滞系统进行建模，将输入空间划分为若干个区域，在每
一区域内设计局部ＴＳ模型和控制器，这样在模糊规则数相同的情况下由于模糊论域的变小从而提高了逼近精
度；在不确定性满足增益有界的条件下，得到了该类时变时滞非线性系统满足闭环稳定和 Ｈ∞跟踪控制性能的充
分条件，通过求解一组线性矩阵不等式（ＬＭＩ），获得模糊 Ｈ∞跟踪控制律，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，证明了在此控
制律下闭环系统渐进稳定；根据所选定的变量，通过多模型切换控制，将相应的区域控制器切换为全局控制器，而

其他控制器不起作用，实现对整体非线性系统的逼近与控制。
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０ 引言

实际的动力系统总是存在滞后现象，时滞的存在使得系统的分析与综合变得复杂和困难，其往往是导
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致系统不稳定和系统性能变差的根源，不确定时滞系统的研究具有十分重要的理论意义和实际应用价值，

引起了人们的极大关注［１４］。文［１］利用ＴＳ模糊模型对非线性系统的稳定性分析和综合进行了讨论，文［２］
基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定原理对时滞系统的稳定性进行了分析，文［３］考虑了线性系统的 Ｈ∞性能问题，文［４］以不

等式是否有正定对称解来给出时滞系统的稳定判据。多模型控制是以多个模型来逼近系统的不确定性、非

线性，在多个模型的基础上建立控制器，采用多个可以选择的控制器来共同作用于同一个控制对象，从而可

对复杂系统进行有效的控制。近十几年来，ＭｏｒｓｅＡＳ、ＮａｒｅｎｄｒａＫＳ等人提出了基于模型切换的多模型控
制［５７］，在理论和实践方面取得了很多成果。ＴＳ模糊系统，是由 Ｔａｋａｇｉ和 Ｓｕｇｅｎｏ提出的一种动态系统的模
糊辨识方法［８］，其基本思想是将输入空间分为多个模糊区间，在每一个模糊区间内用线性模型逼近，全局的

模型通过局部模型的插值获得。模糊规则数越大精度越高，但是当模糊推理的规则数较大时，计算复杂且

在有些情况下寻找不到公共的正定矩阵满足稳定条件。

本文提出了对于一类非线性不确定时变时滞系统的多模型切换 Ｈ∞跟踪控制方法，首先利用时滞 ＴＳ
模糊模型对非线性不确定时滞系统进行建模，将输入空间划分为若干个区域，在每一区域内设计局部 ＴＳ模
型和控制器，这样在模糊规则数相同的情况下由于模糊论域的变小从而提高了逼近精度；然后在不确定性

满足增益有界的条件下，得到了该类时变时滞非线性系统满足闭环稳定和 Ｈ∞跟踪控制性能的充分条件，通

过求解一组线性矩阵不等式（ＬＭＩ），获得模糊 Ｈ∞跟踪控制律，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，证明了在此控制律

下闭环系统渐进稳定；最后根据所选定变量，通过多模型切换控制，将相应的区域控制器切换为全局控制

器，而其他控制器不起作用，实现对整体非线性系统的逼近与控制。

１ 问题描述

考虑如下一类非线性不确定时变时滞系统

ｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ（ｔ）），ｕ（ｔ））＋珓ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ（ｔ）），ｕ（ｔ））＋ｗ（ｔ）， （１）
式中，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ×１为状态向量，ｘ（ｔ－τ（ｔ））为状态时滞，ｕ（ｔ）∈Ｒｍ×１为控制输入，ｗ（ｔ）∈Ｒｎ×１为外部有界扰
动输入，ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－τ（ｔ）），ｕ（ｔ））是非线性系统的确定部分，为光滑的非线性向量函数，珓ｆ（ｘ（ｔ），ｘ（ｔ－
τ（ｔ）），ｕ（ｔ））表示系统的不确定项，τ（ｔ）为状态变量的时变时滞且满足假设条件［９］：

０＜τ（ｔ）≤τ０，τ（ｔ）≤β＜１。 （２）

其中，常数τ０为时变时滞的上界，β为一个已知的常数。初始条件为 ｘ（ｔ）＝Ψ（ｔ），ｔ∈［－τ０ ０］。

注 １ 为书写简便，用 ｘ，τ，ｘτ，ｕ等代表相应的ｘ（ｔ），τ（ｔ），ｘ（ｔ－τ（ｔ）），ｕ（ｔ）等，下同。

对于非线性时滞系统（１），可以根据时间 ｔ或状态等将其分为多个区域，不妨设分为 ｓ个区域，在每一区
域内建立ＴＳ模糊模型，根据并行分布式补偿算法（ＰＤＣ）设计局部状态反馈控制器。区域的具体划分参见
文献［１０，１１］，在此不再赘述。由于非线性系统的输入空间被分为多个区域，在每一个区域内设计 ＴＳ模糊
控制系统。在同一个区域内，系统模型可以用下面的局部ＴＳ模糊模型来描述：

局部模型规则 ｉ：如果 ｚ１（ｔ）为 Ｍｉ１且…且 ｚｐ（ｔ）为 Ｍｉｐ，那么

ｘ＝（Ａｉ＋ΔＡｉ）ｘ＋Ａτｉｘτ＋（Ｂｉ＋ΔＢｉ）ｕ＋ｗ，ｉ＝１，…ｒ， （３）

其中，ｚ１（ｔ）～ｚｐ（ｔ）是前提变量，ｒ是局部模糊规则条数，Ｍｉｋ（ｋ＝１，…ｐ）为模糊工作域模糊集合，Ａｉ，Ａτｉ和

Ｂｉ为适当维数的定常阵，ΔＡｉ和ΔＢｉ表示模糊系统中的不确定项，且满足如下假设条件：

［ΔＡｉ ΔＢｉ］＝ＨｉＦｉ（ｔ）［Ｅ１ｉ Ｅ２ｉ］ （４）

其中，Ｈｉ，Ｅ１ｉ，Ｅ２ｉ为已知常值矩阵，Ｆｉ（ｔ）为未知矩阵且满足 ＦＴｉ（ｔ）Ｆｉ（ｔ）≤１。
给定一组（ｘ，ｕ）以及 ｚ，则系统（３）描述为

ｘ＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ）［（Ａｉ＋ΔＡｉ）ｘ＋Ａτｉｘτ＋（Ｂｉ＋ΔＢｉ）ｕ＋ｗ］。 （５）

其中，ｚ＝［ｚ１ ｚ２ … ｚｐ］，ｈｉ（ｚ）＝∏
ｐ

ｋ＝１
Ｍｉｋ（ｚｋ）?∑

ｒ

ｉ＝１
∏
ｐ

ｋ＝１
Ｍｉｋ（ｚｋ），且满足 ｈｉ（ｚ）≥０及∑

ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ）＝１，Ｍｉｋ（ｚｋ）表示

模糊集合 Ｍｉｋ的隶属函数。
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２ 鲁棒 Ｈ∞跟踪控制器设计

参考模型表示如下

ｘｒ＝Ａｒｘｒ＋ｒ。 （６）
其中，ｘｒ为参考模型状态，Ａｒ为所选择的参考模型渐进稳定系数矩阵，ｒ为参考模型输入。

根据式（５）和式（６）且考虑 ｈｉ（ｚ）≥０及∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ）＝１，可构造如下增广系统

珔ｘ
·＝∑

ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ）［（珚Ａｉ＋Δ珚Ａｉ）珔ｘ＋珚Ａτｉ珔ｘτ＋（珚Ｂｉ＋Δ珚Ｂｉ）ｕ＋珚ｗ］。 （７）

其中，珔ｘ＝
ｘ
ｘ[ ]
ｒ
，珔ｘτ ＝

ｘτ
ｘ[ ]
ｒ

，珚Ａｉ＝
Ａｉ ０
０ Ａ[ ]

ｒ

，Δ珚Ａｉ＝
ΔＡｉ ０[ ]０ ０

，珚Ａτｉ＝
Ａτｉ ０[ ]０ ０

，珚Ｂｉ＝
Ｂｉ[ ]０ ，Δ珚Ｂｉ＝

ΔＢｉ[ ]０ ，珚ｗ＝
ｗ[ ]ｒ，［Δ珚Ａｉ Δ珚Ｂｉ］＝珚Ｈｉ珚Ｆｉ（ｔ）［珚Ｅ１ｉ 珚Ｅ２ｉ］。

定义跟踪误差为 ｅ＝ｘ－ｘｒ，考虑如下与跟踪误差 ｅ＝ｘ－ｘｒ有关的Ｈ∞跟踪性能指标
［１２，１３］

∫
ｔｆ

０
ｅＴΘｅｄｔ＝∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ≤珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）＋（１－β）

－１∫
０

－τ０
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋γ２∫

ｔｆ

０
珚ｗＴ珚ｗｄｔ （８）

其中，珚Θ ＝ Θ －Θ
－[ ]
Θ Θ

，ｔｆ为末端时间，Θ为对称正定权值阵，γ ＞０为跟踪性能指标参数，珔Ｐ，珚Ξ为对称正

定常数矩阵。

采用并行分布式补偿算法（ＰＤＣ）方法，在同一区域内设计局部状态反馈控制器。同一区域中的模糊控制
规则 ｉ为：

如果 ｚ１（ｔ）为 Ｍｉ１且…且 ｚｐ（ｔ）为 Ｍｉｐ，那么 ｕｉ＝Ｋｉ（ｘ－ｘｒ）。 （９）
其中，Ｋｉ为反馈增益矩阵。因此，区域控制器（例如第 ｑ个区域Ｒｑ，ｑ∈ Ｓ）表示为

ｕｑ＝∑
ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ）Ｋｉ（ｘ－ｘｒ）＝∑

ｒ

ｉ＝１
ｈｉ（ｚ）珚Ｋｉ珔ｘ。

其中珚Ｋｉ＝［Ｋｉ －Ｋｉ］，全局控制器 ｕ实际上就是通过多模型切换策略所选择的当前区域控制器的输出，可
表述为 ｕ＝ｕσ（ｔ），其中，σ（ｔ）：［０，∞）→ Ｓ＝｛１，２，…ｓ｝是一个依赖于时间 ｔ或状态的分段常值函数，ｕσ（ｔ）在
控制器集合｛ｕ１，ｕ２，…ｕｓ｝中通过切换产生，并具有形式 ｕσ（ｔ） ＝ｕｑ，ｑ∈ Ｓ，进一步可写为

ｕ＝ｕσ（ｔ） ＝ｕｑ＝∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｊ（ｚ）珚Ｋｊ珔ｘ。 （１０）

将式（１０）代入式（７），可推得区域闭环增广模糊时滞系统为

珔ｘ
·＝∑

ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｈｉｈｊ［（珚Ａｉ＋珚Ｂｉ珚Ｋｊ＋Δ珚Ａｉ＋Δ珚Ｂｉ珚Ｋｊ］）珔ｘ＋珚Ａτｉ珔ｘτ ＋珚ｗ］。 （１１）

注 ２ 为书写简便，用 ｈｉ，ｈｊ等代表相应的ｈｉ（ｚ），ｈｊ（ｚ）等，下同。
对于非线性不确定时变时滞系统（１），本文将通过设计一个基于 ＴＳ模糊模型（７）的控制器（１０），使得闭

环系统内稳定，即当珓ｆ（ｘ，ｘτ，ｕ）为零时，闭环系统渐进稳定；对于任意ｔ＞０，在未知有界不确定项的情况下，
使得系统状态 ｘ跟踪ｘｒ，且满足 Ｈ∞ 跟踪控制指标（８）。

３ 非线性不确定时变时滞系统多模型切换控制的跟踪及稳定性分析

多模型切换系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性结论均建立在以下假设基础之上［１４］：局部模型之间在有限时间内切

换有限次。为了下面证明的方便，对多模型切换控制的切换作用采用特征函数 ｖｑ来描述，即 ｖｑ ＝
１， ｚ∈ Ｒｑ
０， ｚ Ｒ{

ｑ

，ｑ∈ Ｓ＝｛１，…ｓ｝其表示当变量 ｚ在区域 ｑ中时，通过多模型切换控制作用选择与当前区域 ｑ
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相对应的控制器 ｕｑ作为全局控制器ｕ，其他区域的控制器不起作用。因此，基于局部 ＴＳ模型的非线性不确
定时变时滞系统多模型切换控制全局控制系统和全局控制器可描述为如下形式

珔ｘ
·＝∑

ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
ｖｑｈｑｉ［（珚Ａｑｉ＋Δ珚Ａｑｉ）珔ｘ＋珚Ａｑτｉ珔ｘτ ＋（珚Ｂｑｉ＋Δ珚Ｂｑｉ）ｕ＋珚ｗ］， （１２）

ｕ＝∑
ｓ

ｑ＝
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｊ珚Ｋｑｊ珔ｘ。 （１３）

将式（１３）代入式（１２），全局闭环模糊控制系统可表述为

珔ｘ
·＝∑

ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ（珟Ａｑｉｊ珔ｘ＋珚Ａｑτｉ珔ｘτ ＋珚ｗ）。 （１４）

其中，珟Ａｑｉｊ＝珚Ａｑｉ＋珚Ｂｑｉ珚Ｋｑｊ＋Δ珚Ａｑｉ＋Δ珚Ｂｑｉ珚Ｋｑｊ。
引理 １［１５］ 若给定适当维数的实矩阵 Ｄ，Ｅ和Ｆ，且满足 ＦＴ（ｔ）Ｆ（ｔ）≤ Ｉ，则对任何标量ε＞０，不等式

ＤＦＥ＋ＥＴＦＴＤＴ≤εＤＤＴ＋ε－１ＥＴＥ均成立。
引理２［１６］ 给定适当维数的矩阵 Ｙ，Ｄ和Ｅ，其中 Ｙ是对称的，则对所有满足ＦＴ（ｔ）Ｆ（ｔ）≤ Ｉ的矩阵Ｆ，

Ｙ＋ＤＦＥ＋ＥＴＦＴＤＴ ＜０成立，当且仅当存在常数ε ＞０，使得 Ｙ＋εＤＤＴ＋ε－１ＥＴＥ＜０。
定理 １ 如果存在一个公共的对称正定矩阵珔Ｐ和珚Ξ，使得如下矩阵不等式

Ｍｉｊ＋珔Ｐ珚Ａｑτｉ珚Ξ
－１珚ＡＴｑτｉ珔Ｐ＜０ （１５）

成立，则全局闭环控制系统（１４）跟踪参考信号 ｘｒ，且满足 Ｈ∞ 跟踪控制指标（８）。其中，Ｍｉｊ＝珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋
珚Θ ＋ａ珚Ξ ＋γ－２珔Ｐ珔Ｐ，ａ＝（１－β）

－１。

证明 考虑 Ｈ∞ 跟踪性能指标

∫
ｔｆ

０
ｅＴΘｅｄｔ＝∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ＝∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ＋珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）－珔ｘＴ（ｔｆ）珔Ｐ珔ｘ（ｔｆ）＋∫

ｔｆ

０
（珔ｘ
·Ｔ珔Ｐ珔ｘ＋

珔ｘＴ珔Ｐ珔ｘ
·
）ｄｔ＋（１－β）

－１∫
０

－τ
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ－（１－β）

－１∫
ｔｆ

ｔｆ－τ
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋

（１－β）
－１∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ－（１－β）

－１∫
ｔｆ

０
（１－τ）珔ｘＴτ珚Ξ珔ｘτｄｔ。

考虑假设条件式（２）以及 ａ＝（１－β）
－１，可得

∫
ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ≤珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）＋∫

ｔｆ

０
（珔ｘ
·Ｔ珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴ珔Ｐ珔ｘ

·
）ｄｔ＋∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ＋ａ∫

０

－τ
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋

ａ∫
ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ－∫

ｔｆ

０
珔ｘＴｔ珚Ξ珔ｘτｄｔ， （１６）

将式（１４）代入式（１６），得

∫
ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ≤珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）＋∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ＋∫

ｔｆ

０∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ｛（珔ｘＴ珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴτ珚Ａ

Ｔ
ｑτｉ
珔Ｐ珔ｘ＋珚ｗＴ珔Ｐ珔ｘ）＋

（珔ｘＴ珔Ｐ珟Ａｑｉｊ珔ｘ＋珔ｘＴ珔Ｐ珚Ａｑτｉ珔ｘτ ＋珔ｘ
Ｔ珔Ｐ珚ｗ）｝ｄｔ＋ａ∫

０

－τ
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋ａ∫

ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ－∫

ｔｆ

０
珔ｘＴτ珚Ξ珔ｘτｄｔ＝

珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）＋ａ∫
０

－τ
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋∫

ｔｆ

０∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ｛珔ｘＴ（珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋珚Θ ＋ａ珚Ξ）珔ｘ＋

珔ｘＴτ珚Ａ
Ｔ
ｑτｉ
珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴ珔Ｐ珚Ａｑτｉ珔ｘτ －珔ｘ

Ｔ
τ
珚Ξ珔ｘτ ＋珔ｘ

Ｔ珔Ｐ珚ｗ＋珚ｗＴ珔Ｐ珔ｘ｝ｄｔ。
考虑时滞上界τ０以及引理１，上式进一步变为

∫
ｔｆ

０
珔ｘＴ珚Θ珔ｘｄｔ≤珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）＋ａ∫

０

－τ０
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋∫

ｔｆ

０∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ｛珔ｘＴ（珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋珚Θ ＋

ａ珚Ξ ＋γ－１珔Ｐ珔Ｐ）珔ｘ＋珔ｘＴτ珚Ａ
Ｔ
ｑτｉ
珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴ珔Ｐ珚Ａｑτｉ珔ｘτ －珔ｘ

Ｔ
τ
珚Ξ珔ｘτ ＋γ

２珚ｗＴ珚ｗ｝ｄｔ＝珔ｘＴ（０）珔Ｐ珔ｘ（０）＋

ａ∫
０

－τ０
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ＋∫

ｔｆ

０∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ｛［珔ｘＴ 珔ｘＴτ］Ｍ［珔ｘ

Ｔ 珔ｘＴτ］
Ｔ＋γ２珚ｗＴ珚ｗ｝ｄｔ。 （１７）

其中，Ｍ ＝
Ｍｉｊ 珔Ｐ珚Ａｑτｉ
珚ＡＴｑτｉ珔Ｐ －珚[ ]

Ξ
，Ｍｉｊ＝珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋珚Θ ＋ａ珚Ξ ＋γ－１珔Ｐ珔Ｐ。若式（１７）中 Ｍ ＜０，则 Ｈ∞ 跟踪控制指
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标满足式（８）。根据Ｓｃｈｕｒ补性质，Ｍ ＜０成立等价于式（１５）成立。因此，定理１得证。
定理 ２ 若存在对称正定矩阵珔Ｐ使式（１５）有解，则如下闭环控制系统

珔ｘ
·＝∑

ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ（珚Ａｑｉｊ珔ｘ＋珚Ａｑτｉ珔ｘτ） （１８）

是渐近稳定的。

证明 选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为 Ｖ（珔ｘ）＝珔ｘＴ珔Ｐ珔ｘ＋（１－β）
－１∫

ｔ

ｔ－τ
珔ｘＴ珚Ξ珔ｘｄｔ，其中，珔Ｐ是正定对称矩阵。沿闭环系

统（１８）的任意轨线，Ｖ（珔ｘ）关于时间的导数为

Ｖ（珔ｘ）＝∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ［珔ｘＴ（珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ）珔ｘ＋珔ｘＴτＡ

Ｔ
ｑτｉ
珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴ珔ＰＡｑτｉ珔ｘτ ＋ａ珋ｘ

Ｔ珚Ξ珔ｘ－ａ珔ｘＴτ珚Ξ珔ｘτ（１－τ）］．

由假设条件式（２）得知１－τ ＞１－β，故有

Ｖ（珔ｘ）＜∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ［珔ｘＴ（珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ）珔ｘ＋珔ｘＴτＡ

Ｔ
ｑτｉ
珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴ珔ＰＡｑτｉ珔ｘτ ＋ａ珔ｘ

Ｔ珚Ξ珔ｘ－珔ｘＴτ珚Ξ珔ｘτ］＝

∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ｛珔ｘＴ（珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋ａ珚Ξ）珔ｘ＋珔ｘＴτ珚Ａ

Ｔ
ｑτｉ
珔Ｐ珔ｘ＋珔ｘＴ珔Ｐ珚Ａｑτｉ珔ｘτ －珔ｘ

Ｔ
τ
珚Ξ珔ｘτ｝＝

∑
ｓ

ｑ＝１
∑
ｒ

ｉ＝１
∑
ｒ

ｊ＝１
ｖｑｈｑｉｈｑｊ｛［珔ｘＴ 珔ｘＴτ］珡Ｍ［珔ｘ

Ｔ 珔ｘＴτ］
Ｔ｝。

其中，珡Ｍ ＝
珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋ａ珚Ξ 珔Ｐ珚Ａｑτｉ

珚ＡＴｑτｉ珔Ｐ －珚[ ]
Ξ
。只要式（１５）成立，则必然有珟ＡＴｑｉｊ珔Ｐ＋珔Ｐ珟Ａｑｉｊ＋ａ珚Ξ＋珔Ｐ珚Ａｑτｉ珚Ξ

－１珚ＡＴｑτｉ珔Ｐ＜０。

根据Ｓｃｈｕｒ补性质知上式等价于珡Ｍ ＜０，因此 Ｖ（珔ｘ）＜０，定理２得证。
现在关键问题是如何解得公共的对称正定矩阵珔Ｐ和珚Ξ。为了设计方便，假设珔Ｐ和珔Ｔ具有如下形式［１２］：

珔Ｐ＝
Ｐ１１ ０
０ Ｐ[ ]

２２

，珚Ξ ＝
Ξ１１ ０
０ Ξ

[ ]
２２

， （１９）

将式（１９）代入式（１５），整理得

Ω１１ Ω１２

 Ω
[ ]

２２
＜０。 （２０）

其中， 表示矩阵的对应位置上元素的转置，Ω１１ ＝ ＡＴｑｉｊＰ１１ ＋Ｐ１１Ａｑｉｊ＋Θ ＋ａΞ１１ ＋γ－２Ｐ１１Ｐ１１ ＋

Ｐ１１ＡｑτｉΞ
－１
１１ＡＴｑτｉＰ１１，Ａｑｉｊ＝Ａｑｉ＋ＢｑｉＫｑｊ＋ΔＡｑｉ＋ΔＢｑｉＫｑｊ，Ω１２ ＝Ｐ１１（－ＢｑｉＫｑｊ－ΔＢｑｉＫｑｊ）－Θ，Ω２２ ＝ＡＴｒＰ２２＋

Ｐ２２Ａｒ＋Θ ＋ａΞ２２＋γ－２Ｐ２２Ｐ２２。

根据Ｓｃｈｕｒ补性质，式（２０）成立等价于下式成立

Ω１１ Ω１２ ０

 ＡＴｒＰ２２＋Ｐ２２Ａｒ＋Θ ＋ａΞ２２ Ｐ２２

  －γ２









Ｉ

＜０， （２１）

由式（２１）可知Ω１１ ＜０，即

ＡＴｑｉｊＰ１１＋Ｐ１１Ａｑｉｊ＋Θ ＋ａΞ１１＋γ－２Ｐ１１Ｐ１１＋Ｐ１１ＡｑτｉΞ
－１
１１ＡＴｑτｉＰ１１ ＜０。 （２２）

考虑不确定项，且运用引理２，式（２２）成立当且仅当存在常数εｑ＞０，使得下式成立

Ｙ＋εｑＰ１１ＨｑｉＨＴｑｉＰ１１＋ε－１ｑ（ＥＴｑ１ｉ＋ＫＴｑｊＥＴｑ２ｉ）（Ｅｑ１ｉ＋ＫｑｊＥｑ２ｉ）＜０。 （２３）

其中，Ｙ＝ＡＴｑｉＰ１１＋Ｐ１１Ａｑｉ＋ＫＴｑｊＢＴｑｉＰ１１＋Ｐ１１ＢｑｉＫｑｊ＋Θ ＋ａΞ１１＋γ－２Ｐ１１Ｐ１１＋Ｐ１１ＡｑτｉΞ
－１
１１ＡＴｑτｉＰ１１。由Ｓｃｈｕｒ补

性质，式（２３）等价于

Ｙ＋εｑＰ１１ＨｑｉＨＴｑｉＰ１１ ＥＴｑ１ｉ＋ＫＴｑｊＥＴｑ２ｉ
 －εｑ

[ ]Ｉ
＜０， （２４）

对式（２４）分别左乘和右乘矩阵ｄｉａｇ（Ｐ－１１１ Ｉ），令 Ｗ ＝Ｐ－１１１，Ｔ＝Ξ－１
１１，Ｇｑｉ＝ＫｑｉＰ－１１１，利用Ｓｃｈｕｒ补性质进一步

整理，可得如下线性矩阵不等式
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Ｌｑｉｊ Ｗ Ｗ ＡｑτｉＴ Γｑｉｊ

 －Θ－１ ０ ０ ０

  －ａ－１Ｔ ０ ０
   －Ｔ ０
    －εｑ















Ｉ

＜０，ｉ，ｊ＝１，…ｒ。 （２５）

其中，Ｌｑｉｊ＝ＷＡＴｑｉ＋ＡｑｉＷ＋ＧＴｑｊＢＴｑｉ＋ＢｑｉＧｑｊ＋εｑＨｑｉＨＴｑｉ＋γ－２，Γｑｉｊ＝ＷＥＴｑ１ｉ＋ＧＴｑｊＥＴｑ２ｉ。求解此线性矩阵不等式，
得到 Ｗ，Ｔ和Ｇｑｉ，从而得到 Ｐ１１＝Ｗ－１，Ξ１１＝Ｔ－１，Ｋｑｉ＝ＧｑｉＰ１１，则珚Ｋｉ＝［Ｋｉ －Ｋｉ］，控制律（１３）使得全局
闭环控制系统（１４）跟踪参考信号 ｘｉ，且满足 Ｈ∞ 跟踪指标（８）。

４ 结论

在实际控制过程中，控制器的输出不可能无限大，其变化范围是有限制的，所以在设计控制器时其极点

配置是受约束的。采用本文所提的多模型切换控制方法，将输入空间划分为若干个区域，考虑到实际受约束

的情况，可在不同区域灵活配置极点，在每一区域内设计局部控制器，然后再通过切换控制，实现对整体非线性

系统的逼近与控制，从而既可以避免控制器输出饱和又可以保证收敛速度。对于参数变化范围大的系统，这种

有效性将更加明显。本文所提方法可用于系统参数变化范围较大、子系统动态变化等控制器的设计。
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