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一类具有连续变量的二阶非线性中立型时

滞差分方程的振动性

李同兴，韩振来，张萌，曹凤娟
（济南大学理学院，山东 济南 ２５００２２）

摘要：用分析的方法研究了一类具有连续变量的二阶非线性中立型时滞差分方程解的振动性，给出了该类方程所

有有界解振动和方程振动的几个充分条件。
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０ 引言

关于具有连续变量的差分方程振动性研究已有一些结果，如文［１３］。而对具有连续变量的二阶非线性
中立型差分方程振动性研究较少［４６］。本文将研究下面一类具有连续变量的二阶非线性中立型时滞差分方程

Δ
２
τ
（ｘ（ｔ）＋ｃ（ｔ）ｘ（ｔ－τ））＋ｐ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ－σ））＝０，ｔ≥ｔ０ （１）

的振动性，给出该类方程有界解振动的几个充分条件和方程振动的充分条件，这里τ＞０，σ＞０，函数 ｆ（ｕ）定
义在实数域上，Ｐ（ｔ）、ｃ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，＋∞），Ｒ＋）。

定义 １ 某函数 ｙ（ｔ）称为方程（１）的解，若 ｙ（ｔ）满足方程（１）。
定义 ２ 方程（１）的解 ｙ（ｔ）称为是振动的，如果其既不最终为正，也不最终为负，否则称为非振动的。
定义 ３ 方程（１）称为振动的，如果方程（１）的所有解都是振动的。

１ 主要结果与证明

为叙述方便，首先给出下列条件：
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（Ａ）ｕｆ（ｕ）＞０，ｕ≠０；

（Ｂ）对某 ｔ≥ｔ０，有∑
＋∞

ｉ＝１
ｐ（ｔ＋ｉτ）＝＋∞；

（Ｃ）存在常数 ｄ＞０，使得 ｆ（ｕ）ｓｇｎ（ｕ）＞ｄ。

定理 １ 设条件（Ａ），（Ｂ）成立，ｆ（ｕ）单调非增，且 ｆ（ｕ）在 ｕ≠０处连续，０≤ｃ（ｔ）＜Ｍ，Ｍ是有限实数，则
方程（１）的所有有界解是振动的。

证明 假设方程（１）存在一个有界的非振动解 ｘ（ｔ），不妨设其最终为正。则存在 ｔ１≥ｔ０，

ｘ（ｔ）＞０，ｘ（ｔ－ｓ）＞０，ｔ≥ｔ１。 （２）
令 ｚ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｃ（ｔ）ｘ（ｔ－τ），由条件（Ａ）及方程（１）得到

Δ
２
τｚ（ｔ）＝－ｐ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ－σ））＜０，ｔ≥ｔ１， （３）

所以，Δτｚ（ｔ＋ｉτ）关于 ｉ严格单调递减，且可以证明

Δτｚ（ｔ）＞０，ｔ≥ｔ１。 （４）
否则，存在 ｔ２≥ｔ１，有Δτｚ（ｔ２）≤０。由式（３）可以得到，

Δτｚ（ｔ２＋ｉτ）＜Δτｚ（ｔ２＋τ）＜Δτｚ（ｔ２）≤０，ｉ＞１，

将上述不等式两边对 ｉ从２到 ｎ求和，得∑
ｎ

ｉ＝２
Δτｚ（ｔ２＋ｉτ）＜∑

ｎ

ｉ＝２
Δτｚ（ｔ２＋τ）。因此，

ｚ（ｔ２＋（ｎ＋１）τ）－ｚ（ｔ２＋２τ）＜（ｎ－１）Δτｚ（ｔ２＋τ）。
又由Δτｚ（ｔ２＋τ）＜０，得

ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｚ（ｔ１＋（ｎ＋１）τ）＝ｌｉｍ
ｎ→＋∞

［ｘ（ｔ２＋（ｎ＋１）τ）＋ｃ（ｔ２＋（ｎ＋１）τ）ｘ（ｔ＋ｎτ）］＝－∞。

于是，有 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｘ（ｔ２＋（ｎ＋１）τ）＝－∞或者 ｌｉｍ
ｎ→＋∞

ｘ（ｔ＋ｎτ）＝－∞，这与 ｘ（ｔ）是方程的最终正解相矛盾。所以

（４）成立。
又因为Δτｚ（ｔ）严格单调递减，所以｛Δτｚ（ｔ＋ｎτ）｝存在有限非负极限，不妨设

ｌｉｍ
ｎ→＋∞
Δτｚ（ｔ＋ｎτ）＝ｌ１≥０， （５）

由（４）得到，｛ｚ（ｔ＋ｎτ）｝是关于 ｎ严格单调递增的，又因为 ｚ（ｔ）＞０且有界，故｛ｚ（ｔ＋ｎτ）｝存在有限正极限，
不妨设为 ｌｉｍ

ｎ→＋∞
ｚ（ｔ＋ｎτ）＝ｌ２＞０。

由 ｆ（ｕ）在 ｕ≠０处连续及条件（Ａ）得，存在充分大的自然数 ｎ１，有

０＜１２ｆ（ｌ２）＜ｆ（ｚ（ｔ＋ｎτ－σ）），ｎ≥ｎ１。

由于 ｚ（ｔ＋ｎτ）＝ｘ（ｔ＋ｎτ）＋ｃ（ｔ＋ｎτ）ｘ（ｔ＋ｎτ－τ），ｆ（ｕ）单调非增，则有

Δ
２
τｚ（ｔ＋ｎτ）≤－

１
２ｐ（ｔ＋ｎτ）ｆ（ｌ２），ｎ≥ｎ１， （６）

将（６）中的 ｎ换成ｉ，并对 ｉ从ｎ１到 ｎ求和，得∑
ｎ

ｉ＝ｎ１
Δ
２
τｚ（ｔ＋ｉτ）≤∑

ｎ

ｉ＝ｎ１
－１２ｆ（ｌ２）ｐ（ｔ＋ｉτ），所以

Δτｚ（ｔ＋（ｎ＋１）τ）－Δτｚ（ｔ＋ｎ１τ）≤－
１
２ｆ（ｌ２）∑

ｎ

ｉ＝ｎ１
ｐ（ｔ＋ｉτ）。

由条件（Ｂ），得 ｌｉｍ
ｎ→＋∞
Δτｚ（ｔ＋（ｎ＋１）τ）＝－∞，这与（５）式相矛盾。因此，定理１得证。

定理 ２ 设条件（Ｂ），（Ｃ）成立，则方程（１）是振动的。
证明 假设方程（１）存在一个非振动解 ｘ（ｔ），不妨设其最终为正，则由定理１得，（３），（４）和（５）成立。由

条件（Ｃ）及方程（１）得，存在充分大的自然数 ｎ２，有

Δ
２
τｚ（ｔ＋ｎτ）＝－ｐ（ｔ＋ｎτ）ｆ（ｘ（ｔ＋ｎτ－σ））≤－δｐ（ｔ＋ｎτ），ｎ≥ｎ２。 （７）

将（７）中的 ｎ换成ｉ，并对 ｉ从ｎ２到 ｎ求和，得∑
ｎ

ｉ＝ｎ２
Δ
２
τｚ（ｔ＋ｉτ）≤－δ∑

ｎ

ｉ＝ｎ２
Ｐ（ｔ＋ｉτ）＜０。所以，

Δτｚ（ｔ＋（ｎ＋１）τ）－Δτｚ（ｔ＋ｎ２τ）≤－δ∑
ｎ

ｉ＝ｎ２
Ｐ（ｔ＋ｉτ）＜０。

由条件（Ｂ）得，ｌｉｍ
ｎ→＋∞
Δτｚ（ｔ＋（ｎ＋１）τ）＝－∞，这与（５）式相矛盾。因此，定理２得证。 （下转第７６页）
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