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摘 要

一般而言, 偏态的椭球等高分布是一类分布族, 有相当一部分的分布都是积分形式, 且此类积分

不易求出, 而偏态的正态、偏态的正态尺度混合、偏态的PVII型、偏态的PII型的分布却有着很好的结

构, 偏态t分布属于偏态PVII型分布, 因此, 本文在偏态PVII型分布的基础上着重研究新的偏态t分布,

给出它的背景、定义、两种随机表示及其等价性.

关键词: 椭球等高分布, 偏态Pearson VII分布, 偏态t分布, 密度生成函数.
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§1. 引 言

我们知道, 随机向量的t分布属于椭球等高分布族, 然而, 它是对称分布. 在许多诸如经

济学、生理学、社会学等领域中, 有时回归模型中的随机误差不再满足对称性, 通常表现出

高度的偏态性(skewness). 为了保留一些重要的对称性质, 一个很自然的想法就是将一些分

布分解成用来说明对称性质的部分和用来说明偏态性质的线性约束部分. 于是就有了偏态

椭球等高分布族.

Azzalini和Dalla Valle于1996年首次提出了多元偏态正态分布([1]), 记为随机向量Zk×1

∼ SNk(0k×1,Ω, α), 其分布密度为:

2φk(z; Ω)Φ(α′z), z ∈ Rk, (1.1)

其中, φk(z; Ω)为均值为0, 方差为Ω的k维正态分布Nk(0,Ω)的密度函数, Φ(·)是一元标准正
态分布N(0, 1)的累积分布函数, α ∈ Rk称为形状参数或偏态系数, 当α = 0时, 便得到我们

通常所说的正态分布密度.

随后, 各种各样的此类分布得到进一步推广, 直到偏态椭球等高分布, 特别是Dey和Liu

于2005年([2])将各种偏态形式归结于两种简洁形式, 使偏态椭球等高分布得到进一步完

善. 许多研究者根据不同的实际数据提出了不同类型的偏态正态分布、偏态t分布、偏

态Chauchy分布、偏态Logistic分布、偏态Stable分布等([3]), 特别是对它们实际数据的处

理([4][5])取得了一定的进展. 然而, 大部分偏态椭球等高分布族都是不易求出的积分形式,
∗南京农业大学青年科技创新基金(KJ07024)资助.
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486 应用概率统计 第二十五卷

只有正态、正态的尺度混合、PVII型、PII型的偏态分布具有良好的结构形式, 这对实际问

题的研究提供了有利依据. t分布属于PVII型分布, 因此, 在偏态PVII型分布的基础上研究

偏态t分布, 可以使许多问题得到简化.

§2. 预备知识

设p维随机向量Xp×1服从参数为µp×1,Ωp×p > 0的椭球等高分布, 记为X ∼ ECp(µ,Ω;

g(p)), 它的分布密度函数(pdf)为:

f(x|µ,Ω; g(p)) = |Ω|−1/2g(p)((x− µ)′Ω−1(x− µ)), x ∈ Rp, (2.1)

其中, g(p)(u)是一个R+到R+的非增函数, 且满足

g(p)(u) =
Γ(p/2)

πp/2 ·
∫ ∞

0
rp/2−1g(r; p)dr

· g(u; p), u > 0 (2.2)

, Cp · g(u; p). (2.3)

g(u; p)表示R+到R+, 且使得积分
∫ ∞

0
rp/2−1g(r; p)dr存在的非增函数, 通常我们称

g(u; p)为p维随机向量Xp×1的密度生成函数(density generator) ([6] P.77, (2.5.16)式, P.92,

(2.6.17)式).

例 1 (多元正态分布)令g(u; p) = exp(−u/2), 则

g(p)(u) = (2π)−p/2 exp
(
− u

2

)
,

f(x|µ,Ω; g(p)) = (2π)−p/2|Ω|−1/2 exp
(
− 1

2
(x− µ)′Ω−1(x− µ)

)
, x ∈ Rp.

注记 1 密度生成函数g(u; p)中, u > 0表示p维随机向量Xp×1生成的二次型, 即u =

(x− µ)′Ω−1(x− µ), 这里, u只是一个中间变量.

下面我们给出椭球等高分布有关性质的重要引理.

引理 2.1 设Xp×1 ∼ ECp(µ,Ω; g(p)), Bk×p为行满秩的常数矩阵, 则BX ∼ ECk(Bµ,

BΩB′; ĝ(k)). 特别, 当Bp×p可逆时, BX ∼ ECp(Bµ,BΩB′; g(p)). 这里ĝ(k)未必等于g(k).

引理 2.2 设Xp×1
d= µ + A′Y , Yp×1

d= RU (p) ∼ S+
p (g(p)), A′A = Ω > 0, 则X的所有

的边缘分布都有密度. 特别, X(k) = (X1, X2, · · · , Xk)′ (1 ≤ k < p)的边缘分布密度为

f(x(k)|µ(k),Ω(k); g̃
(k))

=
π(p−k)/2

Γ((p− k)/2)
|Ω(k)|−1/2

∫ ∞

0
r(p−k)/2−1g(p)(r + (x(k) − µ(k))

′Ω−1
(k)(x(k) − µ(k)))dr, (2.4)
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其中, g̃(k)(u)表示为

g̃(k)(u) =
π(p−k)/2

Γ((p− k)/2)

∫ ∞

0
r(p−k)/2−1g(p)(r + u)dr, u > 0. (2.5)

这里, d=表示同分布, U (p)表示p维单位球面上的均匀分布, S+
p (g(p))表示具有分布密度g(p)

的p维球对称分布, 且P(X = 0p×1) = 0, µ(k) = (µ1, µ2, · · · , µk)′, Ω(k)表示Ω第一个k阶主子

式.

设Xp×1 ∼ ECp(µ,Ω; g(p)), 将X, µ, Ω分块为

X =

(
X1

X2

)
∼ ECp

((
µ1

µ2

)
,Ω =

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
; g(p)

)
,

其中, X1 : p1 × 1, X2 : p2 × 1, p = p1 + p2.

引理 2.3 条件同引理2.1, 设Xp×1 ∼ ECp(µ,Ω; g(p)), Bk×p为行满秩的常数矩阵,

则BX ∼ ECk(Bµ,BΩB′; ĝ(k)). 特别, 当B = (0 Ip2)时, X2 ∼ ECp2(µ2,Ω22; g̃(p2)); 当

B = (Ip1 0)时, X1 ∼ ECp1(µ1,Ω11; g̃(p1)), 这里g̃(k)同(2.5)式, ĝ(k)未必等于g̃(k).

引理 2.4 设Xp×1 ∼ ECp(µ,Ω; g(p)), 分块同上. 则条件分布

X1|X2 = x2 ∼ ECp1

(
µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2)

)
. (2.6)

这里, 



µ1.2 = µ1 + Ω12Ω−1
22 (x2 − µ2),

Ω11.2 = Ω11 − Ω12Ω−1
22 Ω21,

q(x2) = (x2 − µ2)′Ω−1
22 (x2 − µ2),

g
(p1)
a (u) =

Γ(p1/2)
πp1/2

g(a + u; p1)∫ ∞

0
rp1/2−1g(a + r; p1)dr

.

(2.7)

g(·; p1)为p1维密度生成函数((2.2)式).

§3. 从偏态Pearson VII分布生成的新的多元偏态t分布

本节我们将在多元偏态Pearson VII型分布的基础上给出新的多元偏态t分布的定义及

随机表示.
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3.1 多元偏态PVII分布的定义

设随机向量Xp×1服从Pearson VII型分布([6] P.93, 例2.6.2), 记为X ∼ PVIIp(0p×1,Ω,

M, v), M > p/2, v > 0, Ωp×p > 0, 它的密度生成函数为

g(u; p) =
(
1 +

u

v

)−M
, u > 0, (3.1)

Cp =
Γ(M)

(πv)p/2Γ(M − p/2)
. (3.2)

将X分块为X = (X ′
1, X

′
2)
′, 其中, X1 : p1 × 1, X2 : p2 × 1, p = p1 + p2, 且X1满足下面的线

性约束条件:

X1 > 0p1×1. (3.3)

我们记pc表示约束条件(3.3)式的概率, 即

pc = P(X1 > 0). (3.4)

Ω分块为

(
Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
,

(
Ip1 Ω12

Ω21 Ω22

)
, 本文以下部分我们都令Ω11 = Ip1 , Ω11.2 = Ip1−

Ω12Ω−1
22 Ω21.

定义 3.1 若随机向量Zp2×1有如下分布密度:

fZ(x2) =
F (α′x2(v + Q2)−1/2|0p1×1, Ip1 ;M, 1)

F (0p1×1|0p1×1, Ip1 ;M − p2/2, v)
· f

(
x2|0p2×1,Ω22;M − p1

2
, v

)

= 2p1 · F (α′x2(v + Q2)−1/2|0p1×1, Ip1 ;M, 1) · f
(
x2|0p2×1,Ω22;M − p1

2
, v

)
,(3.5)

这里,

α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 ; Q2 = x′2Ω

−1
22 x2;

F (α′x2(v + Q2)−1/2|0p1×1, Ip1 ;M, 1)表示PVIIp1(0, Ip1 ;M, 1)分布在α′x2(v + Q2)−1/2处的

值; F (0p1×1|0p1×1, Ip1 ;M − p2/2, v)表示PVIIp1(0, Ip1 ,M − p2/2, v)分布在0p1×1处的值, 等

于2−p1 ; f(x2|0p2×1,Ω22;M − p1/2, v)表示PVIIp2(0p2×1,Ω22,M − p1/2, v)的分布密度. 我

们称Z服从多元偏态PVIIp2(·)分布, 记为SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), α称为偏态系数.

注记 2 定义3.1及后面的定义3.2都是按着Ω11 = Ip1的特殊情况给出的.

下面的定理给出了如何构造SPVII的分布密度.

定理 3.1 设Xp×1 ∼ PVIIp(0,Ω,M, v), M > p/2, v > 0, Ωp×p > 0, 分块同上. 在线

性约束(3.3)式条件下, Z = (X2|X1 > 0)有(3.5)式的分布密度.

证明: 在线性约束(3.3)式条件下, (X ′
1, X

′
2)的密度为

fc(x1, x2) =
f(x1, x2|0p×1,Ω; g(p))

P(X1 > 0)
, (3.6)
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其中, g(p) = Cp · g(u; p), Cp同(3.2)式, g(u; p)同(3.1)式.

对(3.6)式关于X1积分, 得到X2的密度:

fc(x2) =
1
pc

∫

x1>0
f(x1, x2|0p×1,Ω; g(p))dx1

=
1
pc

f(x2|0p2×1,Ω22; g̃(p2))
∫

x1>0
f(x1|x2, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2))dx1, (3.7)

其中, g̃(p2)同(2.5)式, g
(p1)
q(x2)同(2.7)式.

再对(3.7)式进行化简, 即得(3.5)式, 具体计算过程见附录. ¤

若M = (v + p)/2, 我们称PVIIp为自由度为v的多元t分布([6] P.93, 例2.6.2), 记为tp(µ,

Ω; v), 其中

g(p)(u) =
Γ((v + p)/2)
Γ(v/2)(πv)p/2

(
1 +

u

v

)−(v+p)/2
, u > 0.

所以, 我们有如下定义:

定义 3.2 若随机向量Zp2×1有如下的分布密度:

fZ(x2) =
F (α′x2(v + Q2)−1/2(v + p2)1/2|0p1×1, Ip1 ; v + p2)

F (0p1×1|0p1×1, Ip1 ; v)
· f(x2|0p2×1,Ω22; v)

= 2p1 · F (α′x2(v+Q2)−1/2(v+p2)1/2|0p1×1, Ip1 ; v+p2) · f(x2|0p2×1,Ω22; v),(3.8)

这里,

α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 ; Q2 = x′2Ω

−1
22 x2;

F (α′x2(v+Q2)−1/2(v+p2)1/2|0p1×1, Ip1 ; v+p2)表示自由度为v+p2的tp1(0p1×1, Ip1 ; v+p2)

分布在α′x2(v+Q2)−1/2(v+p2)1/2处的值; F (0p1×1|0p1×1, Ip1 ; v)表示自由度为v的tp1(0p1×1,

Ip1 ; v)分布在0p1×1处的值, 等于2−p1 ; f(x2|0p2×1,Ω22; v)表示自由度为v的tp2(0p2×1,Ω22; v)

的分布密度. 我们称Z服从多元偏态tp2(·)分布, 记为Stp2(0,Ω, v, α), α称为偏态系数.

同理, 下面的推论给出了如何构造St的分布密度.

推论 3.1 设Xp×1 ∼ tp(0,Ω; v), v > 0, Ωp×p > 0, 分块同上. 在线性约束(3.3)式条

件下, Z = (X2|X1 > 0)有(3.8)式的分布密度.

证明: 见附录. ¤

图1给出了p1 = p2 = 1, v = 3, α = 0, 0.5, 1时的St分布密度, 注意: 当α = 0时, 即为

t分布的密度. 图2、图3分别给出了p1 = 1, p2 = 2, v = 1.2, Ω =
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的二

维St分布密度及密度等高线.
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图3 二维St分布密度等高线

3.2 关于多元SPVII分布定义的几点说明

本节我们将证明定义3.1, 定义3.2确实是一个分布密度.

定理 3.2 (类似结果见[4] P.374)设连续型随机向量Xp1×1具有累积分布函数G(·),
连续型随机向量Yp2×1具有分布密度f(·), 且与X独立. 令w1(y), · · · , wp1(y)为一函数列, 满

足wi(y) : Rp2 7−→ R, i = 1, · · · , p1. 记w(y) = (w1(y), · · · , wp1(y))′. 则

p−1
c G(w(y))f(y) (3.9)

是一个分布密度. 其中, pc = P(X ≤ w(Y )) = P(X1 ≤ w1(Y ), · · · , Xp1 ≤ wp1(Y )).

证明: 见附录. ¤

定理 3.3 设Xp×1 ∼ PVIIp1+p2(0p×1,Ω,M, v), X分块同上. 则

Yp1×1 = −Ω−1/2
11.2 (X1 − µ1.2)(v + Q2)−1/2

= −Ω−1/2
11.2 (X1 − Ω12Ω−1

22 X2)(v + X ′
2Ω

−1
22 X2)−1/2

∼ PVIIp1(0p1×1, Ip1 ;M, 1), (3.10)
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且与X2独立.

证明: 见附录. ¤

推论 3.2 设Xp×1 ∼ tp1+p2(0p×1,Ω; v), X分块同上. 则

Tp1×1 = −Ω−1/2
11.2 (X1 − µ1.2)(v + Q2)−1/2(v + p2)1/2

= −Ω−1/2
11.2 (X1 − Ω12Ω−1

22 X2)(v + X ′
2Ω

−1
22 X2)−1/2(v + p2)1/2

∼ tp1(0p1×1, Ip1 ; v + p2), (3.11)

且与X2独立.

证明: 见附录. ¤

定理 3.4 (3.5)式是一个分布密度.

证明: 由定理3.2和定理3.3, 我们令

Zp2×1 = X2, 若 Yp1×1 < w(X2), (3.12)

其中Yp1×1同(3.10)式, 且与X2独立.

w(X2) = Ω−1/2
11.2 Ω12Ω−1

22 X2(v + X ′
2Ω

−1
22 X2)−1/2 , α′X2(v + X ′

2Ω
−1
22 X2)−1/2, (3.13)

则(3.12)式等价于Z = (X2|X1 > 0p1×1). 所以(3.5)式化为

p−1
c · F (w(x2)|0p1×1, Ip1 ;M, 1) · f

(
x2|0p2×1,Ω22;M − p1

2
, v

)
, (3.14)

其中

pc = P(X1 > 0) = F
(
0p1×1|0p1×1, Ip1 ;M − p2

2
, v

)
= P(Y < w(X2)). (3.15)

考虑(3.14)式, Y ∼ PVIIp1(0p1×1, Ip1 ;M, 1), X2 ∼ PVIIp2(0p2×1,Ω22;M − p1/2, v), 且Y与

X2独立, wi(x2) : Rp2 → R, i = 1, · · · , p1, ∀x2 ∈ Rp2 , 所以由定理3.2得(3.14)式, 即(3.5)式

是一个分布密度. ¤

推论 3.3 (3.8)式是一个分布密度.

证明: 见附录. ¤

3.3 两种随机表示方法

在§ 3.1中, 我们已经给出了SPVIIp2(0,Ω,M, v, α)的一种随机表示方法, 即线性约束的

条件方法来求解Z = (X2|X1 > 0)的分布密度. 接下来, 我们将介绍另一种随机表示方法,

即变换的方法, 并证明两者表示的等价性: 参数(Ωp×p, α)与(Ψ∗
p×p, λ)等价.
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定理 3.5 (变换方法)设

U∗ =

(
U∗

1

U∗
2

)
∼ PVIIp(0,Ψ∗,M, v), Ψ∗

p×p =

(
Ip1 0p1×p2

0p2×p1 Ψp2×p2

)
> 0,

M > p/2, v > 0, 其中U∗
1 : p1 × 1, U∗

2 : p2 × 1, p = p1 + p2, U∗
1 = (U1, · · · , Up1)

′,

U∗
2 = (Up1+1, · · · , Up)′, 定义

Zj = δj(|U1|+ · · ·+ |Up1 |) + (1− δ2
j )

1/2Uj , −1 < δj < 1, j = p1 + 1, · · · , p, (3.16)

则Z∗2 , (Zp1+1, · · · , Zp)′有(3.5)式的分布密度. 这里,

λi = δi(1− δ2
i )
−1/2, i = p1 + 1, · · · , p, (3.17)

λp2×p1 =




λp1+1 · · · λp1+1

...
...

...

λp · · · λp


 ,

∆p2×p2 = diag{(1 + λ2
p1+1)

−1/2, · · · , (1 + λ2
p)
−1/2}, (3.18)

Ωp×p =

(
Ip1 λ′∆

∆λ ∆(Ψ + λλ′)∆

)
, (3.19)

α = ∆−1(Ψ + λλ′)−1λ[Ip1 − λ′(Ψ + λλ′)−1λ]−1/2. (3.20)

证明: 令U∗∗ , (|U1|, · · · , |Up1 |, Up1+1, · · · , Up)′ , (U∗∗′
1 , U∗′

2 )′, 则

U∗∗ ∼ p−1
c |Ψ∗|−1/2g(p)(U∗∗′Ψ∗−1U∗∗), (3.21)

其中, pc = P(U∗∗
1 ≥ 0p1×1) = 2−p1 , g(p) = Cp · g(u; p), Cp同(3.2)式, g(u; p)同(3.1)式.

由(3.17)式、(3.18)式知

∆ = diag{(1− δ2
p1+1)

1/2, · · · , (1− δ2
p)

1/2}. (3.22)

令Z∗ = (|U1|, · · · , |Up1 |, Zp1+1, · · · , Zp)′ , (Z∗′1 , Z∗′2 )′,

B ,




1
...

. . .

0 · · · 1 0

δp1+1 · · · δp1+1 (1− δ2
p1+1)

1/2

δp1+2 · · · δp1+2 0 (1− δ2
p1+2)

1/2

...
...

...
...

...
. . .

δp · · · δp 0 0 · · · (1− δ2
p)

1/2




,
(

Ip1 0p1×p2

δp2×p1 ∆

)
, (3.23)
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则由(3.21)式, Z∗ = BU∗∗, J(U∗∗ → Z∗) = |B|−1, 由引理2.1得Z∗的分布密度为

Z∗ ∼ p−1
c |Ψ∗|−1/2J(U∗∗ → Z∗)g(p)(z∗′(B−1)′Ψ∗−1B−1z∗)

= p−1
c |Ω|−1/2g(p)(z∗′Ω−1z∗), (3.24)

其中, pc = P(U∗∗
1 ≥ 0) = P(Z∗1 ≥ 0),

Ω , BΨ∗B′ =

(
Ip1 0

δ ∆

)(
Ip1 0

0 Ψ

)(
Ip1 δ′

0 ∆

)
=

(
Ip1 δ′

δ δδ′ + ∆Ψ∆

)
. (3.25)

由(3.22)式、(3.23)式知, δ = ∆λ, 所以(3.25)式即为(3.19)式. 由(3.24)式得到边缘分布Z∗2的

密度为:

Z∗2 ∼ p−1
c |Ω|−1/2

∫

z∗1≥0p1×1

g(p)(z∗′Ω−1z∗)dz∗1

= p−1
c f(z∗2 |0p2×1,Ω22; g̃(p2))

∫

z∗1>0
f
(
z∗1 |z∗2 , µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(z∗2 )

)
dz∗1 , (3.26)

(3.26)式等同于(3.7)式. 由(3.19)式及α , Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 得(3.20)式.

所以Z∗2 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 有分布密度(3.5)式, Ω同(3.19)式, α同(3.20)式.

¤

这样我们便证明了两种随机表示的等价性.

例 2 设

(
Y1

Y2

)
∼ PVII2

(
02×1,

(
1 ρ

ρ 1

)
,M, v

)
, 则

max(Y1, Y2) ∼ SPVII1

(
0,

(
1 ρ

ρ 1

)
,M, v, α

)
, (3.27)

其中, α = [(1− ρ)/(1 + ρ)]1/2.

证明: 注意到max(Y1, Y2) = |Y1 − Y2|/2 + (Y1 + Y2)/2, 具体证明见附录. ¤

上面的例子早在1966年Roberts在[7]中已有类似的结果: 设

(
X

Y

)
∼ N2

(
0,

(
1 ρ

ρ 1

))
,

其中ρ是相关系数, 则min(X, Y )服从偏态正态分布. 当时, 偏态分布并没有作为一套系统的

理论提出来, 可见, min(X, Y )及max(X, Y )分布是偏态分布的雏形.
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附 录

对定理3.1的补充证明.

证明: 对(3.7)式进行化简:

(i) 首先求X2的边缘密度. 由(2.5)、(3.1)、(3.2)式得

g̃(p2)(u) =
π(p−p2)/2

Γ((p− p2)/2)

∫ ∞

0
r(p−p2)/2−1g(p)(r + u)dr

=
πp1/2

Γ(p1/2)
Γ(M)

(πv)p/2Γ(M − p/2)

∫ ∞

0
rp1/2−1

(
1 +

r + u

v

)−M
dr

=
πp1/2

Γ(p1/2)
Γ(M)(v + u)p1/2

(πv)p/2Γ(M − p/2)

(
1 +

u

v

)−M

·
∫ ∞

0

(
1 +

r

v + u

)−M( r

v + u

)p1/2−1
d
( r

v + u

)
.

因为

∫ ∞

0

tp1/2−1

(1 + t)M
dt =

∫ ∞

0

tp1/2−1

(1 + t)(M−p1/2)+p1/2
dt

= B
(
M − p1

2
,
p1

2

)
=

Γ(M − p1/2)Γ(p1/2)
Γ(M)

,

这里, B(·)表示beta函数. 所以

g̃(p2)(u) =
Γ(M − p1/2)

(πv)p2/2Γ(M − p/2)

(
1 +

u

v

)−(M−p1/2)
, u > 0. (A.1)

由(A.1)式、(2.1)式、引理2.3知, 边缘分布X2服从PVIIp2(0p2×1,Ω22,M − p1/2, v), 它

的分布密度为:

f(x2|0p2×1,Ω22; g̃(p2)) =
Γ(M − p1/2)

(πv)p2/2Γ(M − p/2)
|Ω22|−1/2

(
1 +

Q2

v

)−(M−p1/2)
, (A.2)

这里, Q2 = x2Ω−1
22 x2.

(ii) 其次求pc. 类似(i)的证明过程得

g̃(p1)(u) =
Γ(M − p2/2)

(πv)p1/2Γ(M − p/2)

(
1 +

u

v

)−(M−p2/2)
, u > 0. (A.3)

由(A.3)式、(2.1)式、引理2.3知, 边缘分布X1服从PVIIp1(0p1×1, Ip1 ,M − p2/2, v), 它

的分布密度为:

f(x1|0p1×1, Ip1 ; g̃
(p1)) =

Γ(M − p2/2)
(πv)p1/2Γ(M − p/2)

(
1 +

Q1

v

)−(M−p2/2)
, (A.4)
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这里, Q1 = x′1x1.

又因为X1的分布关于原点对称, 所以

pc = P(X1 > 0) = P(X1 < 0) =
∫

x1<0
f(x1|0p1×1, Ip1 ; g̃

(p1))dx1

= F (0p1×1|0p1×1, Ip1 ; g̃
(p1)) = 2−p1 , (A.5)

其中F (0p1×1|0p1×1, Ip1 ; g̃
(p1))表示参数为0p1×1, Ip1 , 密度为g̃(p1)的累计分布函数在

0p1×1的值.

(iii) 再求条件分布X1|X2 = x2. 由引理2.4知, Q2 = q(x2) = x′2Ω
−1
22 x2,

∫ ∞

0
rp1/2−1g(Q2 + r; p1)dr

=
∫ ∞

0
rp1/2−1

(
1 +

Q2 + r

v

)−M
dr

= (v + Q2)p1/2
(
1 +

Q2

v

)−M
∫ ∞

0

(
1 +

r

v + Q2

)−M( r

v + Q2

)p1/2−1
d
( r

v + Q2

)

= (v + Q2)p1/2
(
1 +

Q2

v

)−M
∫ ∞

0

tp1/2−1

(1 + t)M
dt

= (v + Q2)p1/2
(
1 +

Q2

v

)−M Γ(M − p1/2)Γ(p1/2)
Γ(M)

. (A.6)

所以, 由(2.7)式得

g
(p1)
Q2

(u) =
Γ(p1/2)
πp1/2

g(Q2 + u; p1)∫ ∞

0
rp1/2−1g(Q2 + r; p1)dr

=
Γ(p1/2)
πp1/2

Γ(M)
Γ(M − p1/2)Γ(p1/2)

(v + Q2)−p1/2

·
(
1 +

Q2

v

)M
·
(
1 +

Q2 + u

v

)−M

=
Γ(M)

Γ(M − p1/2)πp1/2
(v + Q2)−p1/2

(
1 +

u

v + Q2

)−M
, u > 0. (A.7)

由(A.7)式得X1|X2 = x2的分布密度为:

f
(
x1|x2, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2)

)

=
Γ(M)

Γ(M − p1/2)πp1/2
|Ω11.2|−1/2(v + Q2)−p1/2

(
1 +

Q3

v + Q2

)−M
, (A.8)

其中, Q3 = (x1 − µ1.2)′Ω−1
11.2(x1 − µ1.2), µ1.2 = Ω12Ω−1

22 x2.
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所以
∫

x1>0
f
(
x1|x2, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2)

)
dx1

=
∫

x1>0

Γ(M)
Γ(M − p1/2)πp1/2

|Ω11.2|−1/2(v + Q2)−p1/2
(
1 +

Q3

v + Q2

)−M
dx1. (A.9)

令yp1×1 , −Ω−1/2
11.2 (x1−µ1.2)(v +Q2)−1/2, J(x1 → y) = (−1)p1 |Ω11.2|1/2(v +Q2)p1/2,

代入(A.9)式, 得
∫

x1>0
f
(
x1|x2, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2)

)
dx1

=
Γ(M)

Γ(M − p1/2)πp1/2

∫

y<Ω
−1/2
11.2 µ1.2(v+Q2)−1/2

(1 + y′y)−Mdy. (A.10)

由(A.10)式可以看出yp1×1 ∼ PVIIp1(0p1×1, Ip1 ;M, 1), 所以
∫

x1>0
f
(
x1|x2, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2)

)
dx1

= F (Ω−1/2
11.2 Ω12Ω−1

22 x2(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1)

, F (α′x2(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1), (A.11)

其中, α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 .

由(i)(ii)(iii)我们即得到(3.5)式. ¤

推论3.1的证明.

证明: 计算边缘分布时只需令定理3.1中的M =(v + p)/2即可. 计算条件分布X1|X2

= x2时, 由(A.10)式, 令yp1×1 = tp1×1(v + p2)−1/2, J(y → t) = (v + p2)−p1/2, 则(A.10)式得
∫

x1>0
f
(
x1|x2, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(x2)

)
dx1

=
Γ
(
[(v + p2) + p1]/2

)

Γ((v + p2)/2)πp1/2(v + p2)p1/2

·
∫

t<Ω
−1/2
11.2 µ1.2(v+Q2)−1/2(v+p2)1/2

(
1 +

t′t
v + p2

)−[(v+p2)+p1]/2
dt. (A.12)

由(A.12)式可以看出tp1×1 ∼ tp1(0p1×1, Ip1 ; v + p2). ¤

定理3.2的证明.

证明: 因为X与Y独立, 所以必有

(
X

Y

)
的联合分布, 所以P(X ≤ w(Y ))存在. 由

pc = P(X ≤ w(Y )) = EY {P[X ≤ w(y)|Y = y]}
= EY {P[X ≤ w(y)]} =

∫

Rp2

G(w(y))f(y)dy, (A.13)
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即得(3.9)式. ¤

定理3.3的证明.

证明: 由(A.10)式即得(3.10)式. 因为在X2 = x2下, Y的条件分布与X2无关, 所以Y

与X2独立. ¤

推论3.2的证明.

证明: 由(A.10)、(A.12)式即得(3.11)式. 因为在X2 = x2下, T的条件分布与X2无关,

所以T与X2独立. ¤

推论3.3的证明.

证明: 只需令

Zp2×1 = X2, 若 Tp1×1 < w(X2), (A.14)

其中Tp1×1同(3.11)式, 且与X2独立,

w(X2) = Ω−1/2
11.2 Ω12Ω−1

22 X2(v + X ′
2Ω

−1
22 X2)−1/2(v + p2)1/2

, α′X2(v + X ′
2Ω

−1
22 X2)−1/2(v + p2)1/2 (A.15)

即可. ¤

例2的证明.

证明: 因为max(Y1, Y2) = |Y1 − Y2|/2 + (Y1 + Y2)/2, 所以
(

X1

X2

)
,

(
1 −1

1 1

)(
Y1

Y2

)
∼ PVII2

(
02×1,

(
2− 2ρ 0

0 2 + 2ρ

)
,M, v

)
. (A.16)

再令
(

U1

U2

)
,

(
(2− 2ρ)−1/2 0

0 (2 + 2ρ)−1/2

)(
X1

X2

)
∼ PVII2

(
02×1,

(
1 0

0 1

)
,M, v

)
,

(A.17)

所以, 定理3.5中: Ψ∗ =

(
1 0

0 1

)
, Ψ = 1,

Z∗2 = max(Y1, Y2) =
|X1|
2

+
X2

2

=
(1− ρ

2

)1/2
|U1|+

(1 + ρ

2

)1/2
U2 = δ|U1|+ (1− δ2)1/2U2.

所以, Z∗2 ∼ SPVII1

(
0,

(
1 ρ

ρ 1

)
,M, v, α

)
, 其中δ = [(1− ρ)/2]1/2, α可通过(3.20)式得

到. ¤
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New Multivariate Skew t Distributions Generated

from Skew Pearson VII Distributions
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In general, there are a large number of skew elliptically contoured distributions with hard calculated

integral forms, while skew normal, skew normal scale mixtures, skew Pearson type VII and skew Pearson

type II distributions possess good structures. Skew t distributions belong to skew Pearson type VII distri-

butions, therefore, this paper proposes new multivariate skew t distributions based on multivariate skew

Pearson type VII distributions. Backgrounds and definitions are given, two stochastic representations and

their equivalence are derived.

Keywords: Elliptically contoured distributions, skew Pearson type VII distributions, skew t dis-
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