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摘要：利用锥理论，在不要求存在上、下解和正 Ｃ０半群为紧半群的条件下，获得了 Ｂａｎａｃｈ空间中一类半线性发展
方程初值问题的最小最大ｍｉｌｄ解，且是整体解，改进和推广了许多已有相关结果．
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０ 引言和预备知识

在本文中，我们总假设 Ｅ是半序Ｂａｎａｃｈ空间，Ｅ中半序由锥Ｐ导出，即 ｘ≤ｙｙ－ｘ∈Ｐ，ｘ，ｙ∈Ｅ（参
见［１，２］）．‖·‖表示 Ｅ中的范数．对 Ｅ中的任何有界集Ｄ，我们用α（Ｄ）表示集合 Ｄ的Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ非紧性测
度．有关Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ非紧性测度的定义及性质可参见文献［１，３，４］．

考虑 Ｅ中半线性发展方程初值问题
ｕ′（ｔ）＋Ａｕ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），ｔ∈Ｉ，
ｕ（ｔ０）＝ｘ{

０
（１）

解的存在性，其中 Ｉ＝［ｔ０，Ｔ］，Ａ：Ｄ（Ａ）→Ｅ为Ｅ中的稠定闭线性算子，－Ａ生成Ｅ中的 Ｃ０算子半群
Ｔ（ｔ）（ｔ≥０），ｆ：Ｉ×Ｅ→Ｅ为非线性映射．该问题是含时间 ｔ的偏微分方程的初边值问题的抽象模型，许多数
学物理方程，例如热传导方程、波动方程、抛物型方程、电报方程等的初边值问题及 Ｃａｕｃｈｙ问题都可以转化
为适当函数空间中方程（１）的形式，参见文献［５，６］．

最近，文［７，８］都利用上、下解理论，分别得到了有序 Ｂａｎａｃｈ空间中的半线性发展方程的正解存在性和
最大最小周期解的存在性，但是文［８］要求 Ｃ０半群为紧半群．文［９］则利用上下解方法与正算子半群理论，
讨论了Ｂａｎａｃｈ空间中具有混合单调性质的非线性发展方程耦合周期解的存在性及周期解的存在惟一性．虽
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然文［９］概括了文［８］中的结论，但同样要求 Ｃ０半群为紧半群．文［１０］也利用凸锥理论与上下解方法给出了
Ｂａｎａｃｈ空间中具有紧半群的半线性发展方程初值问题的最大最小解及惟一解存在的充分条件．本文将利用
锥理论，在不要求存在上、下解的前提下，来研究非紧半群情形下的初值问题（１）最小最大 ｍｉｌｄ解的存在性．
因此本文的结果不能由文［７～１０］的方法直接得到．

记 Ｃ［Ｉ，Ｅ］为定义在 Ｉ取值于Ｅ的全体连续函数按范数‖ｕ‖Ｃ＝ｍａｘ
ｔ∈Ｉ
‖ｕ（ｔ）‖构成的 Ｂａｎａｃｈ空间．若

ｕ∈Ｃ［Ｉ，Ｅ］满足积分方程

ｕ（ｔ）＝Ｔ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｔ（ｔ－ｓ）ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈ Ｉ，

则称 ｕ为初值问题（１）在 Ｉ上的ｍｉｌｄ解［５，６］．

Ｃ［Ｉ，Ｅ］中有界集的 Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉ非紧性测度仍用α（·）表示．设 Ｂ Ｃ［Ｉ，Ｅ］，对 ｔ∈ Ｉ，令 Ｂ（ｔ）＝
｛ｕ（ｔ）｜ｕ∈Ｂ｝．

１ 基本引理

为证明下面的定理１，需要下列引理．
引理 １［１１］ 设 Ｂ＝｛ｘｎ｝ Ｌ［Ｉ，Ｅ］，且存在 ｇ∈ Ｌ［Ｉ，Ｒ＋］使得对一切 ｘｎ∈ Ｂ，‖ｘｎ（ｔ）‖≤ ｇ（ｔ），ａ．

ｅ．，ｔ∈ Ｉ，则α（Ｂ（ｔ））∈ Ｌ［Ｉ，Ｒ＋］且

α（｛∫
ｔ

ｔ０
ｘｎ（ｓ）ｄｓ｜ｎ∈ Ｎ｝）≤２∫

ｔ

ｔ０
α（Ｂ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈ Ｉ．

引理 ２［４，１２］ 设 Ｂ Ｃ［Ｉ，Ｅ］有界且等度连续，则α（Ｂ（ｔ））∈ Ｃ［Ｉ，Ｒ＋］，且α（Ｂ）＝ｍａｘ
ｔ∈Ｉ
α（Ｂ（ｔ））．

Ｔ（ｔ）（０≤ ｔ＜＋∞）为 Ｅ中的Ｃ０半群，若ｘ≥θ，有 Ｔ（ｔ）≥０，则称 Ｔ（ｔ）（０≤ ｔ＜＋∞）为 Ｅ中的
正 Ｃ０半群，有关其定义可参见文［７］．

引理 ３ 设 Ｐ是Ｅ中的体锥，半群 Ｔ１（ｔ）（ｔ≥０）为正 Ｃ０半群．ｆ１（ｓ，ｕ）关于 ｕ增，若 ｗ，ｖ∈ Ｃ［Ｉ，Ｅ］
满足

（ⅰ） ｗ（ｔ）≤ Ｔ１（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｔ１（ｔ－ｓ）ｆ１（ｓ，ｗ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈ Ｉ，

ｖ（ｔ） Ｔ１（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｔ１（ｔ－ｓ）ｆ１（ｓ，ｖ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈ Ｉ；

或者

（ⅱ） ｗ（ｔ） Ｔ１（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｔ１（ｔ－ｓ）ｆ１（ｓ，ｗ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈ Ｉ，

ｖ（ｔ）≥ Ｔ１（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｔ１（ｔ－ｓ）ｆ１（ｓ，ｖ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈ Ｉ．

则由 ｗ（ｔ０） ｖ（ｔ０）可推出 ｗ（ｔ） ｖ（ｔ），ｔ∈ Ｉ．
证明 由正算子半群的特征及文［１２］中的定理２．２．４可直接得出该结论成立．

２ 主要结果

定理 １ 假设 Ｐ是正规体锥，－Ａ生成的半群Ｔ（ｔ）（ｔ≥０）为等度连续的正 Ｃ０半群．设 ｘ０≥θ，ｆ（ｔ，

θ）≥θ，且存在珚Ｍ≥０，使得当θ≤ ｘ１≤ ｘ２时，有
ｆ（ｔ，ｘ２）－ｆ（ｔ，ｘ１）≥－珚Ｍ（ｘ２－ｘ１），ｔ∈ Ｉ，

且满足

（Ｈ１）对任何 Ｒ＞０，ｆ在Ｉ×ＢＰ（Ｒ）（其中 ＢＰ（Ｒ）＝ｘ∈ Ｐ｜‖ｘ‖≤ Ｒ｝）上一致连续，且存在连续函
数 ｄ（ｓ）≥０和连续抽象函数 ｈ：Ｉ→ Ｐ，使得

ｆ（ｓ，ｕ）≤ ｄ（ｓ）ｕ＋ｈ（ｓ），ｓ∈ Ｉ，ｕ∈ Ｐ；
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（Ｈ２）存在常数 Ｌ＞０，使得对 Ｃ［Ｉ，Ｅ］中的任何等度连续的可数有界集 Ｂ和ｔ∈ Ｉ，有

α（ｆ（ｔ，Ｂ（ｔ）））≤ Ｌα（Ｂ（ｔ））．
则发展方程初值问题（１）在 Ｃ［Ｉ，Ｅ］中有最小ｍｉｌｄ解和最大ｍｉｌｄ解．

证明 记 Ｓ（ｔ）＝ｅ－珚ＭｔＴ（ｔ）（ｔ≥０），则易知 Ｓ（ｔ）（ｔ≥０）为（Ａ＋珚ＭＩ）生成的等度连续的正 Ｃ０半群，
且易知 ｕ是发展方程初值问题（１）在 Ｃ［Ｉ，Ｅ］中的ｍｉｌｄ解等价于

ｕ（ｔ）＝Ｓ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））＋珚Ｍｕ（ｓ）］ｄｓ＝（珟Ｑｕ）（ｔ）． （２）

取 ｙ０∈ Ｐ
ｏ
．考虑算子珟Ｑｎ如下

（珟Ｑｎｕ）（ｔ）＝（珟Ｑｕ）（ｔ）＋
１
ｎｙ０ ＝Ｓ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））＋珚Ｍｕ（ｓ）］ｄｓ＋１ｎｙ０，（ｎ＝１，２，…）．

则仿文［１３］中定理３的证明方法，可知珟Ｑｎ映珘Ｆ入珘Ｆ，且珟Ｑｎ有不动点ｕｎ∈珘Ｆ，其中珘Ｆ＝ｃｏＱｎ（ＢＰ（ｒ）），这里

（珘Ｂｕ）（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｄ（ｓ）＋珚Ｍ］ｕ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈ Ｉ，

ｒ ≥ Ｎ［Ｍ‖ｘ０‖ ＋‖ｙ０‖ ＋Ｍ（Ｔ－ｔ０）‖ｈ‖
Ｃ］（１－αＮ）－１，

Ｍ ＝ｓｕｐ｛‖Ｔ（ｔ）‖ ｜ｔ∈［０，Ｔ］｝，‖ｕ‖
Ｃ ＝ｍａｘ

ｔ∈Ｉ
‖ｕ（ｔ）‖，

其中‖·‖ 表示 Ｅ中的一个等价范数．于是 ｕｎ ＝珟Ｑｕｎ＋
１
ｎｙ０，即

ｕｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，ｕｎ（ｓ））＋珚Ｍｕｎ（ｓ）］ｄｓ＋

１
ｎｙ０，ｔ∈ Ｉ（ｎ＝１，２，…）． （３）

令 Ｃ＝｛ｕｎ｜ｎ＝１，２，…｝珘Ｆ．则由式（３），引理１及条件（Ｈ２），并注意到‖Ｓ（ｔ－ｓ）‖≤‖Ｔ（ｔ－ｓ）‖≤
Ｍ（其中 Ｍ ＝ｓｕｐ｛‖Ｔ（ｔ）‖ ｜ｔ∈［０，Ｔ］｝）知

α（Ｃ（ｔ））≤α（∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，Ｃ（ｓ））＋珚ＭＣ（ｓ）］ｄｓ）≤２Ｍ（Ｌ＋珚Ｍ）∫

ｔ

ｔ０
α（Ｃ（ｓ））ｄｓ． （４）

又由 ｕｎ ＝珟Ｑｕｎ＋
１
ｎｙ０及

珟Ｑ（Ｃ）的等度连续性知 Ｃ是等度连续的，且 Ｃ珘Ｆ有界，故由引理２知α（Ｃ（ｔ））∈

Ｃ［Ｉ，Ｒ＋］．令 ｐ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
α（Ｃ（ｓ））ｄｓ，则 ｐ（ｔ）∈ Ｃ［Ｉ，Ｒ＋］，且 ｐ′（ｔ）＝α（Ｃ（ｔ））．再由式（４）知

ｐ′（ｔ）≤２Ｍ（Ｌ＋珚Ｍ）ｐ（ｔ），ｐ（ｔ０）＝０，

则由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式易知 ｐ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
α（Ｃ（ｓ））ｄｓ＝０，因此α（Ｃ（ｔ））≡０，ｔ∈ Ｉ．于是由引理２知

α（Ｃ）＝ｍａｘ
ｔ∈Ｉ
α（Ｃ（ｔ））＝０．

所以存在子列｛ｕｎｉ｝｛ｕｎ｝及 ｖ∈ Ｃ［Ｉ，Ｅ］，使得‖ｕｎｉ－ｖ‖Ｃ→０（ｉ→ ∞）．由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理知

ｖ（ｔ）＝Ｓ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，ｖ（ｓ））＋珚Ｍｖ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈ Ｉ，

即 ｖ是初值问题（１）在 Ｃ［Ｉ，Ｅ］中的一个解．令 ｘ∈ Ｃ［Ｉ，Ｅ］是初值问题（１）的任一解：

ｘ（ｔ）＝Ｓ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））＋珚Ｍｘ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈ Ｉ． （５）

由式（３）知

ｕｎｉ（ｔ） Ｓ（ｔ－ｔ０）ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
Ｓ（ｔ－ｓ）［ｆ（ｓ，ｕｎｉ（ｓ））＋珚Ｍｕｎｉ（ｓ）］ｄｓ，ｔ∈ Ｉ， （６）

且

ｕｎｉ（ｔ０）＝Ｓ（０）ｘ０＋
１
ｎｉ
ｙ０ Ｓ（０）ｘ０ ＝ｘ（ｔ０）， （７）

因此由式（５）～（７）及引理３（ⅰ）知 ｕｎｉ（ｔ） ｘ（ｔ），ｔ∈ Ｉ（ｉ＝１，２，…）．令 ｉ→ ∞，则有 ｖ（ｔ）≥ ｘ（ｔ），

ｔ∈Ｉ．故 ｖ是发展方程初值问题（１）在 Ｃ［Ｉ，Ｅ］中的最大ｍｉｌｄ解．
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如果我们考虑算子珟Ｑ－１ｎｙ０，则同理可证发展方程初值问题（１）在 Ｃ［Ｉ，Ｅ］中有最小ｍｉｌｄ解．证毕．

注 １ 在定理１中，我们在不要求存在上、下解的条件下，得到了Ｂａｎａｃｈ空间中具有非紧半群的发展方
程初值问题（１）的最小ｍｉｌｄ解和最大ｍｉｌｄ解，且是整体解．而文［１０］是在要求正 Ｃ０半群为紧半群且存在

上、下解的条件下，得到了该问题的最小最大解．文［１２］则得到的是 Ｔ（ｔ）≡ Ｉ，即 Ｂａｎａｃｈ空间中通常的
Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程的局部最小最大解的存在性．因此本文定理１从本质上改进了文［１０，１２］中的相关结果．

３ 例子

例 １ ｎ阶微分动力系统的最小最大解．
在Ｒｎ中引入坐标序：ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ），ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…ｙｎ）∈Ｒｎ，ｘ≤ ｙｘｉ≤ ｙｉ（ｉ＝１，２，…ｎ）．

显然该序由锥Ｋ＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）｜ｘｉ≥０（ｉ＝１，２，…ｎ）｝导出，而且Ｋ为Ｒｎ中的正规体锥（见文［２］）．
设 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ为ｎ×ｎ阶实矩阵，则 Ａ生成了Ｒｎ中的一致连续半群：

ｅｔＡ ＝∑
∞

ｎ＝０

ｔｎＡｎ
ｎ！，０≤ ｔ＜＋∞．

由文［７］知，若 Ａ的非对角元素非负：ａｉｊ≥０（ｉ≠ ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…ｎ）则ｅｔＡ（ｔ≥０）为正 Ｃ０半群．
设 ｆ（ｔ，ｘ）：Ｉ×Ｒｎ→Ｒｎ，考虑Ｒｎ中的微分动力系统

ｘ′（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ）），ｔ∈ Ｉ，
ｘ（ｔ０）＝ｘ０{ ．

（８）

根据定理１有如下结果：
定理 ２ 设 Ａ＝（ａｉｊ）ｎ×ｎ为ｎ×ｎ阶实矩阵，其非对角元素非负，设 ｘ０≥θ，ｆ（ｔ，θ）≥θ，且存在珚Ｍ≥０，

使得当θ≤ ｘ１≤ ｘ２时，有
ｆ（ｔ，ｘ２）－ｆ（ｔ，ｘ１）≥－珚Ｍ（ｘ２－ｘ１），ｔ∈ Ｉ，

且满足

（Ｈ３）对任何 Ｒ＞０，ｆ在Ｉ×ＢＫ（Ｒ）（其中 ＢＫ（Ｒ）＝｛ｘ∈ Ｋ｜‖ｘ‖≤ Ｒ｝）上一致连续，且存在连续
函数 ｄ（ｓ）≥０和连续抽象函数 ｈ：Ｉ→ Ｋ，使得

ｆ（ｓ，ｕ）≤ ｄ（ｓ）ｕ＋ｈ（ｓ），ｓ∈ Ｉ，ｕ∈ Ｋ；

（Ｈ４）存在常数 Ｌ＞０，使对任何等度连续的可数有界集 Ｂ Ｃ［Ｉ，Ｒｎ］和 ｔ∈ Ｉ，有

α（ｆ（ｔ，Ｂ（ｔ）））≤ Ｌα（Ｂ（ｔ））．
则（８）在 Ｃ［Ｉ，Ｒｎ］中有最小ｍｉｌｄ解和最大ｍｉｌｄ解．
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