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摘要：对任意完全分配格 Ｌ，引入了 Ｌ模糊远域空间的概念．并且证明了它与 Ｈ̈ｏｈｌｅ̌Ｓｏｓｔａｋ意义下的 Ｌ余模糊拓扑
在范畴意义下是同构的．
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１ 前言及预备知识

自从Ｃｈａｎｇ把模糊理论引入拓扑以来，很多学者从不同的出发点运用不同的工具讨论了各种各样的模
糊拓扑理论，如 ＣｈａｎｇＧｏｇｕｅｎ的 Ｌ拓扑理论［１］，Ｌｏｗｅｎ的模糊邻域空间理论［２］，应明生的 ｆｕｚｚｙｆｙｉｎｇ拓扑理
论［３］，Ｈ̈ｏｈｌｅ̌Ｓｏｓｔａｋ的 Ｌ模糊拓扑理论［４，５］等．近年来，由于其与多值逻辑的密切联系，Ｈ̈ｏｈｌｅ̌Ｓｏｓｔａｋ的 Ｌ模糊
拓扑理论渐受关注．本文通过引入 Ｌ模糊远域空间的概念给出了Ｌ余模糊拓扑空间（Ｌ模糊拓扑空间的对
偶概念）的一个等价刻画．为方便读者首先我们来回顾一些常用的概念和记号．

设 Ｌ为完备格且ａ，ｂ∈Ｌ．我们称 ａｗｅｄｇｅｂｅｌｏｗｂ并记作ａｂ，若对满足 ｂ≤∨Ｂ的Ｌ的任意子集Ｂ存
在 ｄ∈Ｂ使得ａ≤ｂ．由文［６］知完全分配格中“”关系满足介值性定理，即若 ａｂ则有ｃ∈Ｌ使得ａｃ
ｂ，并且每个元素都可以表示成 ｗｅｄｇｅｂｅｌｏｗ它的元素的并．此外，易得 ａｃ≤ｂ蕴涵ａｂ和ａ≤ｃ．非零元素
ａ称为Ｌ的分子，若对任意元 ｘ与ｙ，当 ａ＝ｘ∨ｙ时有ａ＝ｘ或者ａ＝ｙ．我们用 Ｍ（Ｌ）表示 Ｌ中所有分子构
成的集合．

设 Ｘ为非空集，λ为Ｘ上的模糊集．如果λ仅在Ｘ中的一点ｘ处的值α不为零，则称λ为模糊点，记作
ｘα．当α为Ｌ的分子时，称 ｘα为模糊集Ｌ

Ｘ中的分子．记其所有分子构成的集合为 Ｍ（ＬＸ）．
集合 Ｘ上的Ｌ余模糊拓扑（Ｈ̈ｏｌｅ̌Ｓｏｓｔｋ意义下）是指一个映射τ：ＬＸ→Ｌ满足（ＣＦＴ１）τ（０Ｘ）＝τ（１Ｘ）＝１；

（ＣＦＴ２）对任意λ，μ∈Ｌ
Ｘ有τ（λ∨μ）≥τ（λ）∧τ（μ）；（ＣＦＴ３）对任意（λｔ：ｔ∈Ｔ）Ｌ

Ｘ有τ（∧
ｔ∈Ｔ
λｔ）≥∧

ｔ∈Ｔ
τ（λｔ）．
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设（Ｘ，τ）和（Ｙ，σ）为 Ｌ余模糊拓扑空间，映射 ｆ：Ｘ→Ｙ称为（Ｘ，τ）到（Ｙ，σ）的连续映射，如果 ｆ满足对任意

λ∈ＬＹ有σ（λ）≤τ（ｆ←（λ）），这里 ｆ←（λ）＝λｆ．称由 Ｌ余模糊拓扑空间和连续映射组成的范畴为Ｌ余模糊拓
扑范畴，记作 ＬＣＦＴｏｐ．

此外，关于一般的模糊拓扑理论我们参考文献［７］，范畴理论参考文献［８］，如果不另加说明总 Ｌ表示完
全分配格．

２ 主要结果

设 Ｘ为非空集，ｘα∈Ｍ（Ｌ
Ｘ），λ∈ＬＸ．我们以 ｘαＲλ记ｘα和λ满足关系α≤?λ（ｘ）．

定义 ２．１ 设 Ｘ为非空集．Ｘ上的Ｌ模糊远域系珘Ｒ＝｛珘Ｒｘ
α
｜ｘα∈Ｍ（Ｌ

Ｘ）｝是一族映射组成的集合，这里

映射珘Ｒｘ
α
：ＬＸ→Ｌ满足任取λ，μ∈Ｌ

Ｘ有

（ＲＮ１）珘Ｒｘ
α
（λ）＞０ｘαＲλ；

（ＲＮ２）珘Ｒｘ
α
（１Ｘ）＝０，珘Ｒｘ

α
（０Ｘ）＝１；

（ＲＮ３）珘Ｒｘ
α
（λ∨μ）＝珘Ｒｘα（λ）∧珘Ｒｘα（μ）；

（ＲＮ４）珘Ｒｘ
α
（λ）＝ ∨

ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ

∧
ｙ
β
Ｒμ
珘Ｒｙ

β

（μ）

称序对（Ｘ，珘Ｒ）为 Ｌ模糊远域空间．
设（Ｘ，珘Ｒ）和（Ｙ，珘Ｓ）为 Ｌ模糊远域空间，称映射 ｆ：Ｘ→Ｙ为从（Ｘ，珘Ｒ）到（Ｙ，珘Ｓ）的连续映射，如果任取ｘα∈

Ｍ（ＬＸ），λ∈ＬＹ，有珘Ｓｆ（ｘ）
α
（λ）≤珘Ｒｘ

α
（ｆ←（λ））．称由 Ｌ模糊远域空间和连续映射组成的范畴为Ｌ模糊远域范

畴，记作 ＬＦＲＮＳ．
注 ２．１ 任取 ｘα∈Ｍ（Ｌ

Ｘ），λ∈ＬＸ．珘Ｒｘ
α
（λ）可以解释为λ做成ｘα 的远域的程度．因此我们定义的 Ｌ模

糊远域可以看作文文献［７］中远域的从二值情形到多值情形的推广．
定理 ２．１ 设珘Ｒ和珘Ｓ为Ｘ上的Ｌ模糊远域系，珘Ｔ为Ｙ上的Ｌ模糊远域系．

定义映射τ
珘Ｒ：ＬＸ→Ｌ为： τ

珘Ｒ（λ）＝∧
ｘ
α
Ｒλ
珘Ｒｘ

α
（λ），λ∈ＬＸ．

（１）τ
珘Ｒ为Ｘ上的Ｌ余模糊拓扑，称为由珘Ｒ诱导的Ｌ余模糊拓扑．此外若珘Ｒ和珘Ｓ所诱导的Ｌ余模糊拓扑

相同，则珘Ｒ＝珘Ｓ．
（２）若映射 ｆ：（Ｘ，珘Ｒ）→（Ｙ，珘Ｔ）为 ＬＦＲＮＳ中的连续映射，则 ｆ：（Ｘ，τ

珘Ｒ）→（Ｙ，τ
珘Ｔ）为 ＬＣＦＴｏｐ中的连续映

射．
证明 （１）（ＦＣＴ１）是显然的．
（ＦＣＴ２）任取λ，μ∈Ｌ

Ｘ，ｘα∈Ｍ（Ｌ
Ｘ）．因α≤?λ（ｘ）∨μ（ｘ）蕴涵α≤?λ（ｘ），α≤?μ（ｘ），故τ

珘Ｒ（λ∨μ）＝

∧
ｘ
α
Ｒ（λ∨μ）

珘Ｒｘ
α
（λ∨μ）≤（∧ｘ

α
Ｒλ
珘Ｒｘ

α
（λ））∧（∧

ｘ
α
Ｒμ
珘Ｒｘ

α
（μ））＝τ

珘Ｒ（λ）∧τ
珘Ｒ（μ）．

（ＦＣＴ３）任取｛λｊ：ｊ∈Ｊ｝ＬＸ，有

τ
珘Ｒ（∧

ｊ∈Ｊ
λｊ）＝ ∧

ｘ
α
Ｒ（∧
ｊ∈Ｊ
λｊ）
珘Ｒｘ

α
（∧
ｊ∈Ｊ
λｊ）≥∧

ｊ∈Ｊ
∧
ｘ
α
Ｒλｊ

珘Ｒｘ
α
（λｊ）＝∧

ｊ∈Ｊ
τ
珘Ｒ（λｊ），

此外，若τ
珘Ｒ＝τ

珘Ｓ，则

珘Ｒｘ
α
（λ）＝ ∨

ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ

∧
ｙ
β
Ｒμ
珘Ｒｙ

β

（μ）＝ ∨
ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ
τ
珘Ｒ（μ）＝

∨
ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ
τ
珘Ｓ（μ）＝ ∨

ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ

∧
ｙ
β
Ｒμ
珘Ｓｙ

β

（μ）＝珘Ｓｘα（λ）．

（２）设 ｘα∈Ｍ（Ｌ
Ｘ），λ∈ＬＹ．易得 ｘαＲｆ←（λ）ｆ（ｘ）αＲλ且

｛ｙ
β∈Ｍ

（ＬＹ）：ｙ
β
Ｒλ｝｛ｆ（ｘ）α：ｘα∈Ｍ（Ｌ

Ｘ），ｆ（ｘ）αＲλ｝．
由 ｆ：（Ｘ，珘Ｒ）→（Ｙ，珘Ｔ）连续得

τ
珘Ｔ（λ）＝∧

ｙ
β
Ｒλ
珘Ｔｙ

β

（λ）≤ ∧
ｆ（ｘ）
α
Ｒλ
珘Ｒｆ（ｘ）

α
（λ）≤ ∧

ｘ
α
Ｒｆ←（λ）
珘Ｒｘ

α
ｆ←（λ）＝τ

珘Ｒｆ←（λ），

２ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷



所以 ｆ：（Ｘ，τ
珘Ｒ）→（Ｙ，τ

珘Ｔ）连续．
定理 １．２ 设τ：ＬＸ→Ｌ为Ｘ上的Ｌ余模糊拓扑，任取 ｘα∈Ｍ（Ｌ

Ｘ），λ∈ＬＸ定义映射珘Ｒτｘ
α
：ＬＸ→Ｌ为：

珘Ｒτｘ
α
（λ）＝ ∨

ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ
τ（μ）．我们有珘Ｒ

τ＝｛珘Ｒτｘ
α
｜ｘα∈Ｍ（Ｌ

Ｘ）｝为 Ｘ上的Ｌ模糊远域系，称为由τ诱导的Ｌ模糊远

域系．
证明 （ＲＮ１）和（ＲＮ２）是显然的；
（ＲＮ３）任取λ，μ∈Ｌ

Ｘ，ｘα∈Ｍ（Ｌ
Ｘ）．易得珘Ｒτｘ

α
是递减的，因此

珘Ｒτｘ
α
（λ∨μ）≤珘Ｒ

τ
ｘ
α
（λ）∧珘Ｒτｘ

α
（μ）．

另一方面，任取 ａ珘Ｒτｘ
α
（λ）∧珘Ｒτｘ

α
（μ）有 ａ珘Ｒ

τ
ｘ
α
（λ），ａ珘Ｒτｘ

α
（μ），因此存在ν１，ν２∈Ｌ

Ｘ满足ν１≥λ，ｘαＲν１ν２≥

μ，ｘαＲν２使 ａ≤τ（ν１）∧τ（ν２）≤τ（ν１∨ν２）．因为ν１∨ν２≥λ∨μ，所以 ｘαＲ（ν１∨ν２），故 ａ≤τ（ν１∨ν２）≤
珘Ｒτｘ

α
（λ∨μ）．由 ａ的任意性得

珘Ｒτｘ
α
（λ∨μ）≥珘Ｒ

τ
ｘ
α
（λ）∧珘Ｒτｘ

α
（μ），

因此（ＲＮ３）成立．
（ＲＮ４）任取λ∈ＬＸ，ｘα∈Ｍ（Ｌ

Ｘ）．任取μ∈Ｌ
Ｘ满足ｘαＲμ，μ≥λ，我们有

τ（μ）≤∧ｙ
β
Ｒμ
珘Ｒτｙ

β

（μ）≤珘Ｒ
τ
ｘ
α
（μ）≤珘Ｒ

τ
ｘ
α
（λ），

从而珘Ｒτｘ
α
（λ）＝ ∨

ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ
τ（μ）≤ ∨

ｘ
α
Ｒμ，μ≥λ

∧
ｙ
β
Ｒμ
珘Ｒτｙ

β

（μ）≤珘Ｒ
τ
ｘ
α
（λ）．

定理 １．３ （１）设 Ｘ上的Ｌ余模糊拓扑τ，ζ诱导的Ｌ模糊远域系相同，则τ＝ζ．
（２）设（Ｘ，τ）和（Ｙ，σ）为 Ｌ余模糊拓扑空间，映射 ｆ：Ｘ→Ｙ称为（Ｘ，τ）到（Ｙ，σ）的连续映射，则 ｆ：（Ｘ，

珘Ｒτ）→（Ｙ，珘Ｒσ）为 Ｌ模糊远域空间之间的连续映射．
证明 （１）τ（λ）＝∧

ｘ
α
Ｒλ
珘Ｒτｘ

α
（λ）＝∧

ｘ
α
Ｒλ
珘Ｒζｘ

α
（λ）＝ζ（λ）．

（２）任取λ∈ＬＸ．由 ｆ：（Ｘ，τ）→（Ｙ，σ）连续得σ（λ）≤τ（ｆ←（λ））．因此
珘Ｒσｆ（ｘ）

α
（λ）＝ ∨

ｆ（ｘ）
α
Ｒμ，μ≥λ
σ（μ）≤ ∨

ｘ
α
Ｒｆ←（μ），ｆ

←（μ）≥ｆ
←（λ）
σ（μ）≤

∨
ｘ
α
Ｒｆ←（μ），ｆ

←（μ）≥ｆ
←（λ）
τ（ｆ←（μ））＝珘Ｒ

τ
ｘ
α
（ｆ←（λ））

故 ｆ：（Ｘ，珘Ｒτ）→（Ｙ，珘Ｒσ）连续．
由定理 １．１（１）和定理 １．３（１）知范畴 ＬＣＦＴｏｐ与范畴 ＬＦＲＮＳ在对象上是一一的，而两
个定理的第二部分则说明两个范畴在态射上也是一一的．因此，我们有
推论 １．１ 范畴 ＬＣＦＴｏｐ与范畴 ＬＦＲＮＳ同构．
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第９期 金秋，等：Ｌ模糊远域空间与 Ｌ余模糊拓扑空间 ３


