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文献［１］在 Ｌ拓扑空间中借助开集提出了一种具有 Ｆｕｚｚｙ特色的 Ｏｓ连通性，本文在此基础上利用 ｒ闭
包给出了Ｏｓｒ连通性。本文中 Ｌ是Ｆ格，即具有逆序对合对应的完全分配格，Ｘ为非空分明集，ＬＸ表示Ｘ
上ＬＦ集全体，Ｐ（Ｌ）表示 Ｌ中的非 １全体素元之集，Ｍ（Ｌ）和 Ｍ（ＬＸ）分别表示 Ｌ和ＬＸ中的分子之集，
Ｍ（Ａ）表示 Ａ中的分子之集。Ａ０＝∨｛Ｂ∈δ Ｂ≤Ａ｝（Ａ０是包含于 Ａ的最大开集），Ａ－＝∧｛Ｂ∈δ′Ａ≤Ｂ｝
（Ａ－是包含 Ａ的最小闭集）。Ａ∈ＬＸ，ｒ，λ∈Ｌ，令ιｒ（Ａ）＝｛ｘ∈ＸＡ（ｘ）≤／ｒ｝。文中未声明的概念及符号
参见文献［２］。

１ 预备知识

定义 １１［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，称 Ａ∈ＬＸ为（ＬＸ，δ）中的 ＬＦｒ开集，若存在 Ｂ∈δ使得Ｂ≤Ａ且

对ｒ∈Ｐ（Ｌ），Ｗ∈δ，有ιｒ（Ｗ∧Ａ）≠ιｒ（Ｗ∧Ｂ）≠。
（ＬＸ，δ）中的全体 ＬＦｒ开集记作ｒｏ（ＬＸ）。显然，（ＬＸ，δ）中的开集一定是 ＬＦｒ开集。
定义 １２［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，若 Ａ′∈ｒｏ（ＬＸ），则称 Ａ为（ＬＸ，δ）中的 ＬＦｒ闭集，（ＬＸ，δ）中的全

体 ＬＦｒ闭集记作ｒｃ（ＬＸ）。显然，（ＬＸ，δ）中的闭集一定是 ＬＦｒ闭集。
定理 １１［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，则有
（１）若 Ａ∈ｒｏ（ＬＸ），Ｂ∈δ，则 Ａ∧Ｂ∈ｒｏ（ＬＸ）。

（２）若｛Ａｔ，ｔ∈Ｔ｝ｒｏ（ＬＸ），则∨ｔ∈ＴＡｔ∈ｒｏ（Ｌ
Ｘ）。
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定义 １３［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，Ａ∈ＬＸ，称 ＬＦ集Ａ－ ＝∧｛Ｂ∈ｒｃ（ＬＸ）；Ａ≤Ｂ｝和 Ａ０＝∨｛Ｂ∈
ｒｏ（ＬＸ）；Ｂ≤Ａ｝分别为 Ａ的ｒ闭包和ｒ内部。
显然，Ａ－是包含 Ａ的最小的ＬＦｒ闭集，Ａ０是 Ａ中最大的ＬＦｒ开集，于是有：
命题 １１［３］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，Ａ，Ｂ∈ＬＸ，则
（１）Ａ０≤Ａ０≤Ａ≤Ａ－≤Ａ－。

（２）Ａ∈ｒｏ（ＬＸ）Ａ＝Ａ０。

（３）Ａ∈ｒｃ（ＬＸ）Ａ＝Ａ－。

（４）Ａ≤ＢＡ－≤Ｂ－且 Ａ０≤Ｂ０。
（５）（Ａ∧Ｂ）－≤Ａ－∧Ｂ－。
（６）Ａ０＝Ａ１－１，Ａ－＝Ａ１０１，Ａ１－＝Ａ０１，这里 Ａ１表示 Ａ的伪补。
定义 １４［１］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ－｛１｝，Ａ，Ｂ∈ＬＸ。Ａ，Ｂ称为Ｏｓ隔离的，如果存在 Ｇ，Ｈ∈δ

使得 Ａ≤Ｇ，Ｂ≤Ｈ且Ｇ∧Ｂ≤Ｃｓ，Ｈ∧Ａ≤Ｃｓ（其中 Ｃｓ是一个Ｘ上的常值ＬＦ集）。
定义 １５［１］ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ｛１｝，Ｄ∈ＬＸ。Ｄ称为Ｏｓ连通的，如果不存在 Ｇ，Ｈ∈δ使

得Ｄ≤／Ｇ，Ｄ≤／Ｈ，Ｄ≤Ｇ∨Ｈ且 Ｄ∧Ｇ∧Ｈ≤Ｃｓ。（ＬＸ，δ）被称为 Ｏｓ连通的，如果 Ｘ是 Ｏｓ连通的。
定义 １６ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ｛１｝，Ａ，Ｂ∈ＬＸ，Ａ，Ｂ称为 Ｏｓｒ隔离的，如果满足条件

Ａ－∧Ｂ≤Ｃｓ且Ａ∧Ｂ－≤Ｃｓ。
定义 １７ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ－｛１｝，Ｄ∈ＬＸ，Ｄ称为Ｏｓｒ连通的，如果不存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使

得 Ｄ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，且 Ｄ－∧Ｇ∧Ｈ≤Ｃｓ。

２ 主要结论

定理 ２１ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ｛１｝，Ｄ∈ＬＸ，则下列条件等价：
（１）Ｄ在（ＬＸ，δ）中是 Ｏｓｒ连通的。
（２）Ｄ在（ＬＤ，δ Ｄ


）中是 Ｏｓｒ连通的，其中 Ｄ ＝｛ｘ∈ＸＤ（ｘ）＞０｝，δ Ｄ


为子空间拓扑。

（３）不存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使得 Ｄ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤Ｃｓ，Ｈ≤Ｃｓ，且 Ｄ∧Ｇ和Ｄ∧Ｈ在（ＬＸ，δ）中是 Ｏｓｒ隔离的。

证明 （１）（２）：假设存在 Ｇ１，Ｈ１∈δ Ｄ

，使得Ｇ１≤／Ｃｓ，Ｈ１≤／Ｃｓ，Ｄ＝Ｇ１∨Ｈ１且 Ｄ－∧Ｇ１∧Ｈ１≤Ｃｓ，即

Ｄ在（ＬＤ，δ Ｄ

）中不是 Ｏｓｒ连通的，则存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使得 Ｇ１＝Ｄ∧Ｇ，Ｈ

１＝Ｄ∧Ｈ，因此 Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／
Ｃｓ，Ｄ＝Ｇ１∨Ｈ１＝（Ｄ∧Ｇ）∨（Ｄ∧Ｈ）＝Ｄ∧（Ｇ∨Ｈ）＝Ｇ∨Ｈ，Ｄ－∧Ｇ

１∧Ｈ１＝Ｄ－∧Ｄ∧Ｇ∧Ｈ＝
Ｄ－∧Ｇ∧Ｈ≤Ｃｓ，即 Ｄ在（ＬＸ，δ）中不是 Ｏｓｒ连通的。

（２）（３）：设存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使得 Ｄ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，且 Ｄ∧Ｇ与 Ｄ∧Ｈ在（ＬＸ，δ）中是 Ｏｓｒ隔离
的，即

（Ｄ∧Ｇ）－∧（Ｄ∧Ｈ）＝Ｇ－∧Ｄ∧Ｈ≤Ｃｓ，
（Ｄ∧Ｇ）∧（Ｄ∧Ｈ）－＝Ｄ∧Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，

从而 Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ。令 Ｇ１＝Ｄ∧Ｇ，Ｈ
１＝Ｄ∧Ｈ，则Ｇ１≤／Ｃｓ，Ｈ１≤／Ｃｓ，Ｄ＝Ｇ１∨Ｈ１＝（Ｄ∧

Ｇ）∨（Ｄ∧Ｈ）＝Ｇ∨Ｈ，且

Ｄ－∧Ｇ１∧Ｈ１＝（Ｇ－∨Ｈ－）∧Ｇ１∧Ｈ１＝（Ｇ－∧Ｇ１∧Ｈ１）∨（Ｈ－∧Ｇ１∧Ｈ１）＝
（Ｇ－∧Ｄ∧Ｇ∧Ｈ）∨（Ｈ－∧Ｄ∧Ｇ∧Ｈ）≤（Ｇ－∧Ｈ）∨（Ｈ－∧Ｇ）≤Ｃｓ，

即 Ｄ在（ＬＤ，δ Ｄ

）中不是 Ｏｓｒ连通的。这与（２）矛盾。

（３）（１）：设不存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使 Ｄ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，Ｄ∧Ｇ与 Ｄ∧Ｈ在（ＬＸ，δ）中是 Ｏｓｒ隔离
的，则（Ｄ∧Ｇ）－∧（Ｄ∧Ｈ）≤Ｃｓ且（Ｄ∧Ｇ）∧（Ｄ∧Ｈ）－≤Ｃｓ，由于 Ｇ＝Ｄ∧Ｇ，Ｈ＝Ｄ∧Ｈ，即 Ｇ－∧Ｄ∧Ｈ≤
Ｃｓ，Ｄ∧Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，从而有 Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，即 Ｇ，Ｈ是 Ｏｓｒ隔离的，由此可知 Ｄ是 Ｏｓｒ连通
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的。

定理 ２２ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，则下列条件等价：
（１）（ＬＸ，δ）不是 Ｏｓｒ连通的。
（２）存在 ｒ闭集Ａ，Ｂ，使 Ａ∨Ｂ＝１，Ａ∧Ｂ≤Ｃｓ，Ａ≤／Ｃｓ，Ｂ≤／Ｃｓ。
（３）存在 ｒ开集Ａ，Ｂ，使 Ａ∨Ｂ＝１，Ａ∧Ｂ≤ＣＳ，Ａ≤／ＣＳ，Ｂ≤／ＣＳ。
证明 设（１）成立，则存在 Ａ，Ｂ∈ＬＸ，使得 Ａ∨Ｂ＝１，Ａ≤／Ｃｓ，Ｂ≤／Ｃｓ，Ａ－∧Ｂ≤Ｃｓ，Ａ∧Ｂ－≤Ｃｓ，Ａ－ ＝

Ａ－∧（Ａ∨Ｂ）＝（Ａ－∧Ａ）∨（Ａ－∧Ｂ）≤Ａ∨Ｃｓ＝Ａ，Ｂ－＝Ｂ－∧（Ａ∨Ｂ）＝（Ｂ－∧Ａ）∨（Ｂ－∧Ｂ）≤Ｂ∨Ｃｓ＝

Ｂ；即 Ａ，Ｂ是 ｒ闭集，Ａ∧Ｂ≤Ａ－∧Ｂ≤Ｃｓ。从而（１）（２）。又，（２）（１）是显然的，所以（１）与（２）等价。
今设（２）成立，则有 ｒ闭集Ｃ，Ｄ∈ＬＸ，使得 Ｃ∨Ｄ＝１，Ｃ∧Ｄ≤Ｃｓ，Ｃ≤／Ｃｓ，Ｄ≤／Ｃｓ，则 Ｃ１∧Ｄ１＝（Ｃ∨

Ｄ）１＝０≤Ｃｓ，Ｃ１∨Ｄ１＝（Ｃ∧Ｄ）１≤／（Ｃｓ）１＝Ｃｓ１，（ｓ，ｓ１∈Ｌ－｛１｝），则 Ｃ１∨Ｄ１＝１，Ｃ１≤／Ｃｓ，Ｄ１≤／Ｃｓ，Ｃ１，Ｄ１
都是 ｒ开集，令 Ｃ１＝Ａ，Ｄ１＝Ｂ，便知（２）（３）。同理可证（３）（２），所以（２）与（３）等价。

定理 ２３ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，Ａ∈ＬＸ是Ｏｓｒ连通的，若 Ａ≤Ｂ≤Ａ－，则 Ｂ也是Ｏｓｒ连通的。
证明 假设 Ｂ不是 Ｏｓｒ连通的，则存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使得 Ｂ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，

Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ。令 Ｅ＝Ｇ∧Ａ，Ｆ＝Ｈ∧Ａ，则 Ｅ∨Ｆ＝（Ｇ∧Ａ）∨（Ｈ∧Ａ）＝（Ｇ∨Ｈ）∧Ａ＝Ｂ∧Ａ＝Ａ，且 Ｅ≤／Ｃｓ，
Ｆ≤／Ｃｓ，Ｅ－∧Ｆ＝（Ｇ∧Ａ）－∧Ｆ≤（Ｇ∨Ａ）－∧Ｆ＝（Ｇ－∨Ａ－）∧Ｆ＝（Ｇ－∧Ｆ）∨（Ａ－∧Ｆ）＝（Ｇ－∧Ｈ∧
Ａ）∨（Ａ－∧Ｈ∧Ａ）≤Ｇ－∧Ｈ∧Ａ≤Ｃｓ，同理可得 Ｅ∧Ｆ－≤Ｃｓ，则 Ａ不是 Ｏｓｒ连通集，所以 Ｂ是 Ｏｓｒ连通
集。

定理 ２４ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ｛１｝，｛Ａｉ，ｉ∈Ｉ｝是（ＬＸ，δ）中的一族 Ｏｓｒ连通集，且ｉ，ｊ∈Ｉ，
Ａｉ与Ａｊ在（ＬＸ，δ）中不是 Ｏｓｒ隔离的，则∨

ｉ∈Ｉ
Ａｉ为（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通集。

证明 令 Ａ＝∨
ｉ∈Ｉ
Ａｉ，假设存在 Ｇ，Ｈ∈δ，使 Ａ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ且 Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，

ｔ∈Ｔ，令 Ｇｔ＝Ａｔ∧Ｇ，Ｈｔ＝Ａｔ∧Ｈ，则 Ａｔ＝Ｇｔ∨Ｈｔ，（Ｇｔ）－∧Ｈｔ≤Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，Ｇｔ∧（Ｈｔ）－≤Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，
由于 Ａｔ是 Ｏｓｒ连通的，故 Ｇｔ＝０或 Ｈｔ＝０，从而 Ａｔ＝Ｈｔ≤Ｈ或 Ａｔ＝Ｇｔ≤Ｇ，因此 Ａｓ＝Ｈｓ≤Ｈ或 Ａｓ＝Ｇｓ≤Ｇ。
不妨设 Ａｓ＝Ｈｓ≤Ｈ，则ｔ∈Ｔ－｛ｓ｝，Ａｔ≤Ｈ。事实上，若Ａｔ≤／Ｈ，则 Ａｔ≤Ｇ，从而 Ａｔ∧（Ａｓ）－ ＝Ａｔ∧（Ｈｓ）－≤
Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，（Ａｔ）－∧Ａｓ＝（Ａｔ）－∧Ｈｓ≤Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，这与 Ａｔ和 Ａｓ不是 Ｏｓｒ隔离矛盾！于是ｔ∈Ｔ，Ａｔ≤
Ｈ，由此得 Ａ≤Ｈ，从而 Ｇ＝Ａ∧Ｇ≤Ｈ∧Ｇ≤Ｈ－∧Ｇ≤Ｃｓ，由此可知 Ａ＝∨

ｉ∈Ｉ
Ａｉ是 Ｏｓｒ连通的。

定义 ２１［４］ 设 Ｌ１和 Ｌ２是两个 Ｆ格，Ｘ与Ｙ是两个非空分明集，ｐ：Ｘ→Ｙ是分明映射，ｑ：Ｌ１→Ｌ２是序
同态，由 ｐ，ｑ按下列方式诱导出一个从ＬＸ１到 ＬＹ２的函数 ｆ：ＬＸ１→ＬＹ２，ｆ（Ａ）（ｙ）＝∨｛ｑ（Ａ（ｘ））：ｐ（ｘ）＝ｙ，ｘ∈
Ｘ｝，Ａ∈ＬＸ１，ｙ∈Ｙ称为广义Ｚａｄｅｈ型函数，简称ＧＺＦ，记作 ｆ＝ｐｑ。
对于 Ｂ∈ＬＹ２，有 ｆ－１（Ｂ）＝ｑ－１Ｂｐ，对于 ｘλ∈Ｍ（Ｌ

Ｘ
１），有 ｆ（ｘλ）＝ｐ（ｘ）ｑ（λ）。

定义 ２２ 设 ｆ＝ｐｑ：（ＬＸ１，δ）→（ＬＹ２，μ）是一 ＧＺＦ，若对 Ｌ
Ｙ
２中的每个 ｒ闭集，ｆ－１（Ａ）在（ＬＸ１，δ）中是 ｒ闭

集，则称 ｆ是ｒ连续广义Ｚａｄｅｈ型函数。
命题 ２１ 设 ｆ＝ｐｑ：（ＬＸ１，δ）→（ＬＹ２，μ）是一ＧＺＦ，则下列条件等价：
（１）ｆ是ｒ连续的。
（２）Ａ∈ＬＸ１，ｆ（Ａ－）≤（ｆ（Ａ））－。
（３）Ｂ∈ＬＸ２，（ｆ－１（Ｂ））－≤ｆ－１（Ｂ－）。
证明 是直接的，故从略

定理 ２５ 设 ｆ＝ｐｑ：（ＬＸ１，δ）→（ＬＹ２，μ）是一一满的且 ｒ连续的ＧＺＦ，Ｄ∈Ｌ
Ｘ
１，且 ｓ∈Ｌ２｛１｝，若 Ｄ是（ＬＸ１，

δ）中的 Ｏｑ－１（ｓ）ｒ连通集，则 ｆ（Ｄ）是（ＬＹ２，μ）中的 Ｏｓｒ连通集。
证明 假设 ｆ（Ｄ）不是（ＬＹ２，μ）中的 Ｏｓｒ连通集，则存在 Ｅ，Ｆ∈μ，使得 Ｅ≤／Ｃｓ，Ｆ≤／Ｃｓ，ｆ（Ｄ）＝Ｅ∨Ｆ，

Ｅ－∧Ｆ≤Ｃｓ，Ｅ∧Ｆ－≤Ｃｓ，由于 ｆ是一一满的且 ｒ连续的 ＧＺＦ，故 Ｄ＝ｆ－１（Ｅ∨Ｆ）且 ｆ－１（Ｅ－∧Ｆ）≤
ｆ－１（Ｃｓ）＝ｑ－１Ｃｓｐ＝Ｃｑ－１（ｓ），ｆ－１（Ｅ∧Ｆ－）≤ｆ－１（Ｃｓ）＝ｑ－１Ｃｓｐ＝Ｃｑ－１（ｓ）。即 ｆ－１（Ｅ－）∧ｆ－１（Ｆ）≤
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Ｃｑ－１（ｓ），ｆ－１（Ｅ）∧ｆ－１（Ｆ－）≤Ｃｑ－１（ｓ），由命题 ２１，（ｆ－１（Ｅ））－≤ｆ－１（Ｅ－）且（ｆ－１（Ｆ））－≤ｆ－１（Ｆ－），从而
（ｆ－１（Ｅ））－∧ｆ－１（Ｆ）≤Ｃｑ－１（ｓ），ｆ－１（Ｅ）∧（ｆ－１（Ｆ））－≤Ｃｑ－１（ｓ）。因此 Ｄ不是 Ｏｑ－１（ｓ）ｒ连通，矛盾！所以
ｆ（Ｄ）是（ＬＹ２，μ）中的 Ｏｓｒ连通集。
定理 ２６ 设 ｆ＝ｐｑ：（ＬＸ１，δ）→（ＬＹ２，μ）是一一满的且 ｒ连续的ＧＺＦ，ｑ：Ｌ１→Ｌ２是格同构，Ｄ∈Ｌ

Ｘ
１，且 ｓ∈

Ｌ１｛１｝，若 Ｄ是（ＬＸ１，δ）中的 Ｏｓｒ连通集，则 ｆ（Ｄ）是（ＬＹ２，μ）中的 Ｏｑ（ｓ）ｒ连通集。
证明 假设 ｆ（Ｄ）不是（ＬＹ２，μ）中的 Ｏｑ（ｓ）ｒ连通集，则存在 Ｅ，Ｆ∈δ，使得 Ｅ≤／Ｃｑ（ｓ），Ｆ≤／Ｃｑ（ｓ），ｆ（Ｄ）＝

Ｅ∨Ｆ，Ｅ－∧Ｆ≤Ｃｓ，Ｅ∧Ｆ－≤Ｃｓ，由于 ｆ是一一满的且 ｒ连续的ＧＺＦ，故 Ｄ＝ｆ－１（Ｅ∨Ｆ）且 ｆ－１（Ｅ－∧Ｆ）≤
ｆ－１（Ｃｑ（ｓ））＝ｑ－１Ｃｑ（ｓ）ｐ＝Ｃｓ，ｆ－１（Ｅ∧Ｆ－）≤ｆ－１（Ｃｑ（ｓ））＝ｑ－１Ｃｑ（ｓ）ｐ＝Ｃｓ，即 ｆ－１（Ｅ－）∧ｆ－１（Ｆ）≤Ｃｓ，

ｆ－１（Ｅ）∧ｆ－１（Ｆ－）≤Ｃｓ，因为 ｆ是 ｒ连续的ＧＺＦ，从而（ｆ－１（Ｅ））－≤ｆ－１（Ｆ）≤Ｃｓ且 ｆ－１（Ｅ）∧（ｆ－１（Ｆ））－≤
Ｃｓ，即 Ｄ不是 Ｏｓｒ连通，与已知矛盾！所以 ｆ（Ｄ）是（ＬＹ２，μ）中的 Ｏｑ（ｓ）ｒ连通集。
推论 ２１ 设（ＬＸ，δ），（ＬＹ，μ）是 Ｌ拓扑空间，ｓ∈Ｌ｛１｝，ｆ：（Ｌ

Ｘ，δ）→（ＬＹ，μ）是一一满的且 ｒ连续的Ｌ
值Ｚａｄｅｈ型函数，若 Ｄ∈ＬＸ在（ＬＸ，δ）中是 Ｏｓｒ连通的，则 ｆ（Ｄ）在（ＬＹ，μ）中是 Ｏｓｒ连通的。

定理 ２７ 设（ＬＸ，δ）是弱诱导空间［２］，ｓ∈Ｌ｛１｝，
（１）若（ＬＸ，δ）是 Ｏｓｒ连通的，则（Ｘ，［δ］）是 ｒ连通的，
（２）若 ｓ∈Ｐ（Ｌ），１∈Ｍ（Ｌ），则（ＬＸ，δ）是 Ｏｓｒ连通的当且仅当（Ｘ，［δ］）是 ｒ连通的。

证明 （１）设（Ｘ，［δ］）不是 ｒ连通的，则存在 Ａ，ＢＸ，使得 Ａ≠，Ｂ≠，Ａ∨Ｂ＝Ｘ，Ａ－∧Ｂ＝Ａ∧
Ｂ－＝，令 Ｇ＝χＡ，Ｈ＝χＢ，则 Ｇ，Ｈ∈Ｌ

Ｘ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，Ｇ∨Ｈ＝１，Ｇ－∧Ｈ＝０≤Ｃｓ，Ｇ∧Ｈ－ ＝０≤Ｃｓ，则
（ＬＸ，δ）不是 Ｏｓｒ连通的，故（Ｘ，［δ］）是 ｒ连通的。

（２）假设（ＬＸ，δ）不是 Ｏｓｒ连通的，则存在 Ｇ，Ｈ∈ＬＸ，使得 Ｇ≠１，Ｈ≠１，Ｇ∨Ｈ＝１，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ且
Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ。由于 ｓ∈Ｐ（Ｌ），则有 Ｇ（ｓ）≠，Ｈ（ｓ）≠，Ｇ（ｓ）∨Ｈ（ｓ）＝Ｘ，（Ｇ（ｓ））－∧Ｈ（ｓ）＝，

Ｇ（ｓ）∧（Ｈ（ｓ））－＝，其中 Ａ（ｓ）＝｛ｘ∈ＸＡ（ｘ）≤／ｓ｝，这与（Ｘ，［δ］）是 ｒ连通的矛盾。

反过来，若（Ｘ，［δ］）不是 ｒ连通空间，则存在 Ａ（ｓ），Ｂ（ｓ）Ｘ，使得 Ａ（ｓ）≠，Ｂ（ｓ）≠，Ａ（ｓ）∨Ｂ（ｓ）＝Ｘ，
（Ａ（ｓ））－∧Ｂ（ｓ）＝Ａ（ｓ）∧（Ｂ（ｓ））－ ＝，令 Ｇ＝χＡ（ｓ），Ｈ＝χＢ（ｓ），则 Ｇ，Ｈ∈ＬＸ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，Ｇ∨Ｈ＝１，

Ｇ－∧Ｈ＝０≤Ｃｓ，Ｇ∧Ｈ－＝０≤Ｃｓ，所以（ＬＸ，δ）不是 Ｏｓｒ连通空间。
推论 ２２ 设（Ｘ，Τ）是分明拓扑空间，（ＬＸ，ωＬ（Τ））是由（Ｘ，Τ）是它的诱导空间，ｓ∈Ｐ（Ｌ），１∈Ｍ（Ｌ），

则（ＬＸ，ωＬ（Τ））是 Ｏｓｒ连通的当且仅当（Ｘ，Τ）是 ｒ连通的。从而说明 Ｏｓｒ连通性是Ｌ好的推广。
定义 ２３ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，Ｄ∈ＬＸ，若 Ｄ是（ＬＸ，δ）中极大 Ｏｓｒ连通集（即若 Ａ是（ＬＸ，δ）中的

Ｏｓｒ连通集且Ｄ≤Ａ，则 Ｄ＝Ａ），则称 Ｄ是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通分支。
引理 ２１ 设珘Ｘｊ是∏

ｉ∈Δ
Ｘｊ中平行于Ｘｊ的截面且（Ｌ

珘Ｘｊ，δ珘Ｘｊ）是（Ｌ
Ｘ，δ）＝∏

ｉ∈Δ
（ＬＸｉ，δｉ）的子拓扑空间，则存在

一个 ｒ－连续的双射φｊ：（Ｌ
珘Ｘｊ，δ珘Ｘｊ）→（Ｌ

Ｘｊ，δｊ），其中 ｊ∈Δ，若（ＬＸｊ，δｊ）是满层的，则φｊ是ｒ同胚。

定理 ２８ 设（ＬＸ，δ）是 Ｌ拓扑空间，则：
（１）在（ＬＸ，δ）中各 Ｏｓｒ连通分支的并都等于１。
（２）在（ＬＸ，δ）中不同的 Ｏｓｒ连通分支不ｓ相交（即设 Ａ与Ｂ是（ＬＸ，δ）中两个不同的 Ｏｓｒ连通分支，

Ａ∧Ｂ≤Ｃｓ）。
（３）若 Ａ是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通分支，则 Ａ是ｒ闭集。
证明 （１）在 ＬＸ中任取分子ｅ，分两种情况讨论：
（ⅰ）若 ｅ≤Ｃｓ，假设 ｅ不是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通集，则存在 Ｇ，Ｈ∈ＬＸ，使得 ｅ＝Ｇ∨Ｈ，Ｇ≤／Ｃｓ，Ｈ≤／Ｃｓ，

Ｇ－∧Ｈ≤Ｃｓ，Ｇ∧Ｈ－≤Ｃｓ，而 ｅ是 Ｍ（ＬＸ）中任一分子，ｅ＝Ｇ≤Ｃｓ或 ｅ＝Ｈ≤Ｃｓ，矛盾！
（ⅱ）若 ｅ≤／Ｃｓ，由于 ｅ∈Ｍ（ＬＸ），所以 ｅ只能表示为两个 ＬＦ点之并，即 ｅ＝ｘα∨ｘλ，但 ｘα 与 ｘλ 不是

Ｏｓｒ隔离的。事实上，若ｘλ≤／Ｃｓ，ｘα≤／Ｃｓ，则 ｘα∧ｘλ≤／Ｃｓ与 Ｏｓｒ隔离矛盾！
令μ（ｅ）＝ Ｄ∈Ｌ

Ｘ ｅ≤Ｄ，Ｄ是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ{ }连通集 ，Ｑ（ｅ）＝∨μ（ｅ），则由定理２４可知 Ｑ（ｅ）是
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（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通集且是极大Ｏｓｒ连通集。事实上，若 Ｑ（ｅ）不是极大 Ｏｓｒ连通集，则存在 Ｅ∈ＬＸ，Ｅ为
Ｏｓｒ连通集且Ｑ（ｅ）≤Ｅ，而 Ｅ≤Ｑ（ｅ），从而 Ｅ＝Ｑ（ｅ）。所以 Ｑ（ｅ）是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通分支。由于 ＬＸ

中所有分子之并等于１，从而（ＬＸ，δ）中全体 Ｏｓｒ连通分支之并为１。
（２）设 Ｂ，Ｃ是（ＬＸ，δ）中两个不同的 Ｏｓｒ连通分支，若 Ｂ∧Ｃ≤／Ｃｓ，则由定理２４可知 Ｂ∨Ｃ是（ＬＸ，δ）

中的 Ｏｓｒ连通分支，这与 Ｂ，Ｃ为 Ｏｓｒ连通分支相矛盾！
（３）设 Ａ是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通分支，则由定理 ２３可知，Ａ－是（ＬＸ，δ）中的 Ｏｓｒ连通分支，而 Ａ≤

Ａ－，从而由定义２３可知 Ａ是ｒ－闭集。
定理 ２９ 设（ＬＸ，δ）是｛（ＬＸｉ，δｉ）ｉ∈Δ｝的乘积空间，ｓ∈Ｌ｛１｝，
（１）若（ＬＸ，δ）是 Ｏｓｒ连通的，ｉ∈Δ，（ＬＸｉ，δｉ）是 Ｏｓｒ连通的。
（２）若ｉ∈Δ，（ＬＸｉ，δｉ）是满层的，１∈Ｍ（Ｌ）且Δ是有限指标集，则（ＬＸ，δ）是 Ｏｓｒ连通的当且仅当

ｉ∈Δ，（ＬＸｉ，δｉ）是 Ｏｓｒ连通的。
证明 （１）由推论２１及投射是连续满射从而是 ｒ连续满射可知。
（２）必要性显然，下证充分性。
若ｉ∈Δ，（ＬＸｉ，δｉ）是 Ｏｓｒ连通的，由定理２８只须证明∏

ｉ∈Δ
（ＬＸｉ，δｉ）中任意两个分明点都含于同一 Ｏｓｒ

连通的 ＬＦ集中即可。任取 ｘ＝｛ｘｉ｝ｉ∈Δ，ｙ＝｛ｙｉ｝ｉ∈Δ且ｙ∈∏ｉ∈ΔＸｉ
，则 ｘ与ｙ只能有有限个分量不同。如果它

们仅有一个分量不同则它们处于同一截面中，由推论２１及引理２１可知它们在同一 Ｏｓｒ连通的截面中；若
ｘ与ｙ有两个以上的分量不同，则在∏

ｉ∈Δ
Ｘｉ中必存在有限个分明点ｅ１＝ｘ，ｅ２，…，ｅｎ＝ｙ使得其中相邻两点只

有一个分量不同，从而相邻的两点在同一 Ｏｓｒ连通的截面中。而当 ｓ＜１时，含同一点的两个截面不是 Ｏｓｒ
隔离的，因此由定理２４知，这些截面的并是 Ｏｓｒ连通的，即 ｘ，ｙ处在同一Ｏｓｒ连通的Ｌｆｕｚｚｙ集中。

推论 ２３ Ｏｓｒ连通性是有限可积性质。
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