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摘要：在 Ｌ闭包空间的连通性基础上定义了Ｌ预拓扑空间的局部连通性，并给出了局部连通的 Ｌ预拓扑空间的
等价刻画，然后讨论了局部连通 Ｌ预拓扑空间的一些性质．最后证明了局部连通 Ｌ预拓扑空间与连续映射构成
的范畴是一个弱拓扑范畴．
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１ 引言及预备知识

连通性是一般拓扑学中的重要概念之一，目前已被推广到了 Ｌ拓扑空间和拓扑分子格中［１～３］．在文［４］
中，路娟等定义了 Ｌ闭包空间（它是 Ｌ拓扑空间的一种推广）中 Ｌ子集的一种性质比较好的连通性．本文继
续文［４］的工作，主要研究 Ｌ预拓扑空间的局部连通性．全文中假定 Ｌ是有最小元 ０和最大元 １的完备
ＤｅＭｏｒｇａｎ代数（即有逆序对合对应′的完备格），Ｘ是非空集，ＬＸ是从Ｘ到Ｌ的映射（或叫 Ｌ子集）的全体．易
见 ＬＸ依点式序也构成完备ＤｅＭｏｒｇａｎ代数．如果 ＬＸ的子族δ包含０Ｘ和１Ｘ（这里０Ｘ，１Ｘ分别为ＬＸ的最小元
和最大元）并且对任意并运算关闭，则称δ为Ｘ上的一个Ｌ预拓扑，这时称δ的元素Ａ为Ｌ开集，Ａ′为Ｌ闭
集且称（Ｘ，δ）为 Ｌ预拓扑空间．下面的结果表明 Ｌ预拓扑空间理论和文［５］中的 Ｌ闭包空间理论等价（它们
都是 Ｌ拓扑空间理论［１，２］的推广）：

引理１．１［６］ 给定集合 Ｘ上的所有 Ｌ预拓扑之集和 Ｘ上的所有 Ｌ预闭包算子之集是彼此同构的完备格．
称 ａ∈Ｌ－｛０｝为 Ｌ中的余素元，若对 Ｌ的任意有限子集Ｊ，当 ａ∨Ｊ时，存在 ｊ∈Ｊ使得ａｊ．Ｌ中余

素元的全体记作Ｃｏｐｒ（Ｌ），且对每个 Ａ∈ＬＸ，令Ｃｏｐｒ（Ａ）＝｛ａ∈Ｃｏｐｒ（ＬＸ）｜ａＡ｝．我们用 ｘα 表示在ｘ点处取
值α（α≠０）而在别处取值为０的Ｌ集．易证ＬＸ中全体余素元构成的集合Ｃｏｐｒ（ＬＸ）＝｛ｘα｜ｘ∈Ｘ，α∈
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Ｃｏｐｒ（Ｌ）｝．称 ａ∈Ｌ－｛１｝为 Ｌ中的素元是指对于Ｌ的满足ａ∧Ｊ的任意有限子集Ｊ，都存在 ｊ∈Ｊ使得ａ
ｊ．Ｌ中的全体素元构成的集合记为 Ｐｒ（Ｌ）．对于 Ｌ中的两个元ａ，ｂ，如果可由 ＣＬ和 ｂ∨Ｃ推出存在
ｃ∈Ｃ使 ａｃ，则记 ｂａ．不难证明，当 Ｌ是完全分配格时，对每个 ａ∈Ｌ都有 ａ＝∨｛ｂ｜ｂａ，ｂ∈Ｌ｝，且当
ｘ∨ｔ∈Ｔｙｔ时必有 ｔ∈Ｔ使 ｘｙｔ ．其它有关格论的概念请参见文［１，２］．
引理 １．２［４］ 设（Ｘ，δ）是 Ｌ预拓扑空间，Ａ∈ＬＸ，ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ）＝｛ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ

Ｘ）｜ｘαＡ｝．称［ｘα｜Ａ］＝

∨｛Ｂ∈ＬＸ｜Ｂ是（Ｘ，δ）中的连通集且 ｘαＢＡ｝为 Ａ中由ｘα决定的连通分支．［ｘα｜Ａ］是 Ａ中包含ｘα 的最
大的连通集且 （１）对任意 ｘα，ｙβ∈Ｃｏｐｒ（Ａ），或者［ｘα｜Ａ］＝［ｙβ｜Ａ］或者［ｘα｜Ａ］∧［ｙβ｜Ａ］＝０Ｘ；（２）当

Ｃｏｐｒ（ＬＸ）是 ＬＸ的并生成集时，Ａ＝∨｛［ｘα｜Ａ］｜ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ）｝．
每个映射 ｆ：Ｘ→Ｙ可诱导出一个映射（称为 Ｌ值 Ｚａｄｅｈ型函数）ｆ→Ｌ：ＬＸ→ＬＹ，具体定义为ｆ→Ｌ（Ａ）（ｙ）＝

∨｛Ａ（ｘ）｜ｆ（ｘ）＝ｙ｝（Ａ∈ＬＸ，ｙ∈Ｙ）．易见 ｆ→Ｌ保任意并．若记 ｆ→Ｌ的右伴随为ｆ←Ｌ，则有 ｆ←Ｌ（Ｂ）＝∨｛Ａ∈
ＬＸ｜ｆ→Ｌ（Ａ）Ｂ｝＝Ｂｆ（Ｂ∈ＬＹ），并且 ｆ←Ｌ保任意并、任意交和逆合对应．设（Ｘ１，δ１）和（Ｘ２，δ２）为两个 Ｌ预
拓扑空间，ｆ：Ｘ１→Ｘ２是一个映射，如果对任意 Ｂ∈δ２有 ｆ←Ｌ（Ｂ）∈δ１，则称 ｆ为连续的；如果对任意 Ｂ∈
δ１（ｒｅｓｐ．，对任意 Ｂ∈δ′１）有 ｆ→Ｌ（Ｂ）∈δ２（ｒｅｓｐ．，ｆ→Ｌ（Ｂ）∈δ′２），则称 ｆ为开映射（ｒｅｓｐ．，闭映射），其中

δ′＝｛Ａ′｜Ａ∈δ｝．

２ 局部连通 Ｌ预拓扑空间的定义及等价刻画

定义 ２．１［４］ 设（Ｘ，δ）是 Ｌ预拓扑空间，Ａ∈ＬＸ．如果不存在 Ｂ１，Ｂ２∈δ′使得Ａ∧Ｂ１≠０Ｘ，Ａ∧Ｂ２≠０Ｘ，

ＡＢ１∨Ｂ２且 Ａ∧Ｂ１∧Ｂ２＝０Ｘ，则称 Ａ是连通的．如果１Ｘ是（Ｘ，δ）中的 Ｌ连通子集，则称（Ｘ，δ）是连通的
Ｌ预拓扑空间．
定理２．１［４］ 设（Ｘ，δ）是 Ｌ预拓扑空间，则 Ａ∈ＬＸ是（Ｘ，δ）中的连通 Ｌ子集当且仅当不存在Ｌ子集Ｄ，

Ｅ∈ＬＸ－｛０Ｘ｝使得 Ｄ∨Ｅ＝Ａ且Ｄ－∧Ｅ＝Ｅ－∧Ｄ＝０Ｘ（亦即不存在 Ｌ子集Ｄ，Ｅ∈δ′－｛０Ｘ｝使得 Ｄ∨Ｅ＝Ａ
且 Ｄ∧Ｅ＝０Ｘ）．

定义 ２．２ 称一个 Ｌ预拓扑空间（Ｘ，δ）是局部连通的是指（δ，）有一个由连通 Ｌ子集组成的并生成

集，即对每个 Ａ∈δ，存在ＡＡδ使得 Ａ＝∨ＡＡ且ＡＡ的每一个成员在（Ｘ，δ）中连通（亦即对每个 Ｂ∈δ′，

存在ＢＢδ′使得 Ｂ＝∧ＢＢ且对任意 Ｃ∈Ｂ，Ｃ′在（Ｘ，δ）中连通）．
下面给出局部连通 Ｌ预拓扑空间的两个等价刻画．
定理 ２．２ 若Ｐｒ（Ｌ）是 Ｌ的交生成集，则 Ｌ预拓扑空间（Ｘ，δ）是局部连通的充分必要条件是，对于每个

ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ
Ｘ）以及每个 Ａ∈Ｒδ（ｘα），存在 Ｂ∈Ｒδ（ｘα）使得 ＡＢ且Ｂ′在（Ｘ，δ）中连通，其中 Ｒδ（ｘα）＝｛Ｐ∈

ＬＸ｜Ｑ∈δ′，ｘ?Ｑ，ＰＱ｝称为 ｘα的远域系，Ｒδ（ｘα）中的成员称为 ｘα的远域．
证明 必要性 设δ有一个由连通Ｌ子集构成的并生成集，则对任意的 ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ

Ｘ）以及任意的 Ａ∈

Ｒδ（ｘα），存在 Ｃ∈δ′使得ｘα?Ｃ且 ＡＣ．对于 Ｃ∈δ′，存在Ｃδ′使得 Ｃ＝∧Ｃ且对任意的 Ｂ∈Ｃ，Ｂ′在（Ｘ，
δ）中是连通的．由ｘα?Ｃ＝∧Ｃ知存在 Ｂ∈Ｃ使得 ｘα?Ｂ，即 Ｂ∈Ｒδ（ｘα）且 ＡＣＢ，Ｂ′在（Ｘ，δ）中是连通
的．

充分性 设 Ａ∈δ，要证存在Ｂδ使得 Ａ＝∨Ｂ且对任意的 Ｂ∈Ｂ，Ｂ在（Ｘ，δ）中是连通的．令 Ｂ１＝
｛ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ

Ｘ）｜ｘα?Ａ′｝．则对每一个 ｘα∈Ｂ１，Ａ′∈Ｒδ（ｘα），因此存在 Ｂｘ
α
∈Ｒδ（ｘα）使得 Ａ′Ｂｘ

α
且 Ｂ′ｘ

α
在

（Ｘ，δ）中连通．令Ｂ＝｛Ｂ′ｘ
α
｜ｘα∈Ｂ１｝．则可证 Ａ＝∨Ｂ．事实上，显然有 Ａ∨Ｂ．另一方面，设 Ｃ∈Ｌ

Ｘ，满足

对任意的 Ｂ∈Ｂ有 ＣＢ．假设 Ｃ?Ａ，则存在 ｘ∈Ｘ使得 Ｃ（ｘ）?Ａ（ｘ），于是存在 ｐ∈Ｐｒ（Ｌ）使得ｐＣ（ｘ）且
ｐ?Ａ（ｘ）（否则若对任意的 ｐＣ（ｘ），ｐ∈Ｐｒ（Ｌ），有 ｐＡ（ｘ），则 Ｃ（ｘ）＝∧｛ｐ∈Ｐｒ（Ｌ）｜ｐＣ（ｘ）｝Ａ（ｘ），
矛盾）．因此有α＝ｐ′?Ａ′（ｘ），从而 ｘα?Ａ′．由已知条件知，存在 Ｂｘ

α
∈Ｒδ（ｘα）使得 Ａ′Ｂｘ

α
．从而Ｂ′ｘ

α
∈Ｂ，故

有 ＣＢ′ｘ
α
，又因为 ｘα?Ｂｘ

α
，则 ｘｐ＝ｘ′α?Ｂ′ｘ

α
，从而 ｘｐ?Ｃ，与 ｐＣ（ｘ）矛盾！所以 ＣＡ，从而 Ａ＝∨Ｂ，并
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且对任意 Ｂ∈Ｂ，Ｂ在（Ｘ，δ）中连通．所以（Ｘ，δ）是局部连通的 Ｌ预拓扑空间．
定理 ２．３ 设 Ｌ是完全分配格，则 Ｌ预拓扑空间（Ｘ，δ）是局部连通的充分必要条件是，对任意 Ａ∈δ和

任意ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ），［ｘα｜Ａ］∈δ．

证明 必要性 设 Ａ∈δ，ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ）．由（Ｘ，δ）是局部连通的 Ｌ预拓扑空间知存在 Ｂδ使得 Ａ＝

∨Ｂ，且对任意 Ｂ∈Ｂ，Ｂ在（Ｘ，δ）中连通．对于每个 ｙβ［ｘα｜Ａ］（其中 ｙ∈Ｘ，β∈Ｌ－｛０｝），由 Ｌ是完全分
配格和 ｙ

β［ｘα｜Ａ］Ａ＝∨Ｂ知存在 Ｂｙβ∈Ｂ使得 ｙβＢｙβ（从而 ｙβＢｙβ）．由 Ｃｏｐｒ（Ｌ
Ｘ）是 ＬＸ的并生成集

知存在 ｙγ∈Ｃｏｐｒ（Ｌ
Ｘ）使得 ｙγｙβＢｙβＡ，从而 Ｂｙβ［ｙγ｜Ａ］．由于［ｙγ｜Ａ］∧［ｘα｜Ａ］Ｂｙβ∧［ｘα｜Ａ］ｙβ，

从而有［ｙγ｜Ａ］＝［ｘα｜Ａ］．因此由 Ｌ是完全分配格知［ｘα｜Ａ］＝∨｛ｙβ∈Ｌ
Ｘ｜ｙ

β［ｘα｜Ａ］｝∨｛Ｂｙβ｜ｙβ

［ｘα｜Ａ］｝∨｛［ｙγ｜Ａ］｜ｙβ［ｘα｜Ａ］｝［ｘα｜Ａ］．所以［ｘα｜Ａ］＝∨｛Ｂｙβ｜ｙβ［ｘα｜Ａ］｝∈δ．

充分性 由 Ｌ是完全分配格知 Ｃｏｐｒ（Ｌ）是 Ｌ的并生成集．设 Ａ∈δ，则 Ａ＝∨｛ｘα｜ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ）｝
｛［ｘα｜Ａ］｜ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ）｝Ａ．所以 Ａ＝∨｛［ｘα｜Ａ］｜ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ａ）｝．再由定义２．２知（Ｘ，δ）是局部连通的 Ｌ预
拓扑空间．

３ 局部连通的 Ｌ预拓扑空间的性质

定理 ３．１ （Ｘ１，δ１）与（Ｘ２，δ２）是两个 Ｌ预拓扑空间，并且（Ｘ１，δ１）是局部连通的．
（１）若 Ｌ是 ｆｒａｍｅ且 ｆ：（Ｘ１，δ１）→（Ｘ２，δ２）是满的连续开映射，则（Ｘ２，δ２）是局部连通的．
（２）若 Ｌ是完全分配格且ｆ：（Ｘ１，δ１）→（Ｘ２，δ２）是满的连续闭映射，则（Ｘ２，δ２）是局部连通的．
证明 （１）由定义２．２知δ１有一个并生成集Ａ，它的每个成员在（Ｘ１，δ１）中连通．由 ｆ是连续的开映射

知珮Ａ＝｛ｆ→Ｌ（Ｂ）｜Ｂ∈Ａ｝的每个成员都是（Ｘ２，δ２）中的连通开集．下面证明珮Ａ 是δ２的一个并生成集．设Ａ２∈

δ２，则ｆ←Ｌ（Ａ２）∈δ１．因（Ｘ１，δ１）是局部连通的，存在Ａ１Ａ 使得 ｆ←Ｌ（Ａ２）＝∨Ａ１．由 ｆ是满射，Ａ２＝
ｆ→Ｌ（ｆ←Ｌ（Ａ２））＝ｆ→Ｌ（∨Ａ１）＝∨ｆ→Ｌ（Ａ１）．所以（Ｘ２，δ２）是局部连通的．
（２）设［ｂ｜Ｂ］是（Ｘ２，δ２）中开集 Ｂ的一个连通分支（其中 ｂＢ且ｂ∈Ｃｏｐｒ（ＬＸ２）．根据定理２．３，只须证

明［ｂ｜Ｂ］∈δ２．设 ａ∈Ｃｏｐｒ（ｆ←Ｌ（Ｂ））并且［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］∧ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）≠０Ｘ．由于 ｆ→Ｌ（［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］）连通且［ｂ｜Ｂ］
是 Ｂ的连通分支，所以 ｆ→Ｌ（［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］）［ｂ｜Ｂ］．因此［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］ｆ←Ｌ（ｆ→Ｌ（［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］）） ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］），
从而 ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）＝ ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）∧ｆ←Ｌ（Ｂ）＝ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）∧（∨｛［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］｜ａ∈Ｃｏｐｒ（ｆ←Ｌ（Ｂ））｝）＝
∨｛ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）∧［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］｜ａ∈Ｃｏｐｒ（ｆ←Ｌ（Ｂ））｝＝∨｛［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］｜［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］∧ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）≠０Ｘ｝．由定理

２．３知对任意的 ａ∈Ｃｏｐｒ（ｆ←Ｌ（Ｂ）），［ａ｜ｆ←Ｌ（Ｂ）］是（Ｘ１，δ１）中的开集．因此ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）∈δ１，ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］′）＝
ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）′∈δ′１．又由 ｆ是满的闭映射知［ｂ｜Ｂ］′＝ｆ→Ｌ（ｆ←Ｌ（［ｂ｜Ｂ］）′）∈δ′２，从而［ｂ｜Ｂ］∈δ２．

定义 ３．１ 设ｔ∈ＴＸｔ是｛Ｘｔ｝ｔ∈Ｔ的不交并，定义自然入射 ｑｔ：Ｘｔ→ｔ∈ＴＸｔ具体为 ｑｔ（ｘ）＝ｘ（ｘ∈Ｘｔ），

且令ｔ∈Ｔδｔ＝｛Ａ∈Ｌ
ｔ∈ＴＸｔ｜（ｑｔ）←Ｌ（Ａ）∈δｔ，ｔ∈Ｔ｝＝｛Ａ∈Ｌ

ｔ∈ＴＸｔ｜Ａ｜Ｘｔ∈δｔ，ｔ∈Ｔ｝．则可验证ｔ∈Ｔδｔ

为ｔ∈ＴＸｔ上的 Ｌ预拓扑，称（ｔ∈ＴＸｔ，ｔ∈Ｔδｔ）为｛（Ｘｔ，δｔ）｝ｔ∈Ｔ的和 Ｌ预拓扑空间．
由定义３．１容易验证下面的

定理 ３．２ （ｔ∈ＴＸｔ，ｔ∈Ｔδｔ）局部连通的充分必要条件是，对任意 ｔ∈Ｔ，（Ｘｔ，δｔ）是局部连通的．
定义 ３．２ 设（Ｘ，δ）是 Ｌ预拓扑空间，Ｙ是Ｘ的非空子集．则δ｜Ｙ是Ｙ上的Ｌ预拓扑（叫做δ关于Ｙ的

相对 Ｌ预拓扑），这时称（Ｙ，δ｜Ｙ）为（Ｘ，δ）的子 Ｌ预拓扑空间（简称子空间）．若用χＹ表示Ｙ的特征函数，即
它满足χＹ（ｘ）＝１（若 ｘ∈Ｙ）或０（若 ｘ∈Ｘ－Ｙ）（本文中有时不区分集合与它的特征函数）．则当χＹ∈δ时称
（Ｙ，δ｜Ｙ）为（Ｘ，δ）的开子空间．

注 １ 局部连通的 Ｌ预拓扑空间的开子空间未必是局部连通的．取 Ｘ＝［０，１］，Ｙ＝｛０｝∪｛
１
ｎ｜ｎ∈Ｎ，

ｎ２｝（Ｎ为自然数集），Ａ＝｛Ｘ，Ｙ，｝∪｛［０，
１
ｎ）｜ｎ∈Ｎ，ｎ２｝∪｛（

１
ｎ＋２，

１
ｎ）｜ｎ∈Ｎ｝Ｊ＝｛∪Ａ１｜Ａ１
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Ａ｝．首先易见（Ｘ，Ｊ）是预拓扑空间．其次可证Ａ中的每个成员都连通，从而（Ｘ，Ｊ）是连通和局部连通的．最

后，由Ａ｜Ｙ＝｛Ｙ，｝∪｛｛０，
１
ｎ，

１
ｎ＋１，…｝｜ｎ∈Ｎ，ｎ３｝∪｛｛

１
ｎ｝｜ｎ∈Ｎ，ｎ２｝可知（Ｙ，Ｊ｜Ｙ）是（Ｘ，Ｊ）的开

子空间且０在（Ｙ，Ｊ｜Ｙ）中的所有邻域均不连通，所以（Ｙ，Ｊ｜Ｙ）不是局部连通的．
定理 ３．３ 当 Ｌ是完全分配格时，局部连通的 Ｌ预拓扑空间和连续映射构成的范畴是一个弱拓扑范

畴［７］．
证明 记Ａ是局部连通的 Ｌ预拓扑空间和连续映射构成的范畴，以下分步验证．
第一步 终结构的存在性．（ⅰ）设 Ｘ是一个集合，｛（Ｘｊ，δｊ）｝ｊ∈Ｊ是一族 Ａ对象且｛ｆｊ：Ｘｊ→Ｘ｝ｊ∈Ｊ是一

族映射，δ＝｛Ｂ∈ＬＸ｜ｊ∈Ｊ，ｆ←ｊ（Ｂ）∈δｊ｝．首先易见（Ｘ，δ）为 Ｌ预拓扑空间．下面证明（Ｘ，δ）是局部连通的
（从而（Ｘ，δ）是Ａ对象）．由定理２．３知只需证明对每个 Ａ∈δ，Ａ的任一连通分支Ｂ都属于δ．由δ定义，只
需证明（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ）∈δｊ（ｊ∈Ｊ）．设 ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ

Ｘｊ）且 ｘα（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ），［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］是（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）的连通分支．
则 ｘα［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］）且 ｆｊ：（Ｘｊ，δｊ）→（Ｘ，δ）是 Ａ态射．因为（ｆｊ）→Ｌ（［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］）是 Ａ的包含
（ｆｊ）→Ｌ（ｘα）的连通子集（见［４，定理 ２．６］）且 Ｂ是 Ａ的连通分支，故（ｆｊ）→Ｌ（［ｘα ｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］） Ｂ，即
［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ）．由 Ａ∈δ 知（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）∈δｊ．从而由定理 ２．３知（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）的连通分支
［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］属于δｊ．再由Ｃｏｐｒ（Ｌ）是 Ｌ的并生成集（因 Ｌ是完全分配格）知

（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ）＝∨｛ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ
Ｘｊ）｜ｘα（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ）｝∨｛［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］｜ｘα（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ），

ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ
Ｘｊ）｝（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ），

从而

（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ）＝∨｛［ｘα｜（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）］｜ｘα（ｆｊ）←Ｌ（Ｂ），ｘα∈Ｃｏｐｒ（Ｌ
Ｘｊ）｝∈δｊ（ｊ∈Ｊ）．

（ⅱ）对于任意Ａ对象（Ｙ，η），ｇ：（Ｘ，δ）→（Ｙ，η）是Ａ态射Ａ∈η，ｇ
←
Ｌ（Ａ）∈δＡ∈η，ｊ∈Ｊ，

（ｆｊ）←Ｌ（ｇ←Ｌ（Ａ））∈δｊＡ∈η，ｊ∈Ｊ，（ｇｆｊ）
←
Ｌ（Ａ）∈δｊｊ∈Ｊ，ｇｆｊ：（Ｘｊ，δｊ）→（Ｙ，η）是Ａ态射．

（ⅲ）终结构的惟一性．设ε是关于（Ｘ，ｆｊ，（Ｘｊ，δｊ），Ｊ）的Ａ的另一个终结构，若 ｆｊ＝ｉＸｆｊ（ｊ∈Ｊ），由

δ的定义知ｆｊ：（Ｘｊ，δｊ）→（Ｘ，δ）是Ａ态射，从而由（ⅰ）知 ｉＸ：（Ｘ，ε）→（Ｘ，δ）是Ａ态射，即对任意 Ａ∈δ有

Ａ＝ｉ←Ｘ（Ａ）∈ε．这说明δε；若 ｆｊ＝ｉＸｆｊ（ｊ∈Ｊ），由（ⅰ）及 ｉＸ：（Ｘ，ε）→（Ｘ，ε）是 Ａ态射知 ｆｊ是 Ａ态

射，即对任意 Ａ∈ε有（ｆｊ）←Ｌ（Ａ）∈δｊ，所以 Ａ∈δ，这说明εδ．所以δ＝ε．
第二步 根据Ａ的定义，易知Ａ满足纤维小性．
第三步 因为Ａ为具体范畴，所以在承载集上是单射（ｒｅｓｐ．，满射）的态射是单态射（ｒｅｓｐ．，满态射）．下

面证明单态射（ｒｅｓｐ．，满态射）是单射（ｒｅｓｐ．，满射）．
（ⅰ）设 ｆ：（Ｘ，δ）→（Ｙ，η）是单态射，下证 ｆ：Ｘ→Ｙ是单射．设 Ｚ是一个集合，ｈ′，ｋ′：Ｚ→Ｘ的映射，满

足 ｆｈ′＝ｆｋ′．容易验证（Ｚ，ＬＺ）是局部连通的 Ｌ预拓扑空间，且 ｈ′，ｋ′：（Ｚ，ＬＺ）→（Ｘ，δ）是 Ａ态射．从而
ｆｈ′，ｆｋ′：（Ｚ，ＬＺ）→（Ｙ，η）是Ａ态射，再由 ｆ：（Ｘ，δ）→（Ｙ，η）是单态射，所以 ｈ′＝ｋ′，即证 ｆ：Ｘ→Ｙ是单
射．因此在范畴Ａ中，单态射必是单射．

（ⅱ）设 ｆ：（Ｘ，δ）→（Ｙ，η）是满态射，下证 ｆ：Ｘ→Ｙ是满射．设 Ｚ是一个集合，ｈ，ｋ：Ｙ→Ｚ的映射，满足
ｈｆ＝ｋｆ．容易验证（Ｚ，ε）是局部连通的 Ｌ预拓扑空间，且 ｈ，ｋ：（Ｙ，η）→（Ｚ，ε）是 Ａ态射，其中ε＝｛０Ｚ，
１Ｚ｝．从而 ｈｆ，ｋｆ：（Ｘ，δ）→（Ｚ，ε）是Ａ态射，再由 ｆ：（Ｘ，δ）→（Ｙ，η）是满态射，所以 ｈ＝ｋ，即证 ｆ：Ｘ→Ｙ
是满射．因此在范畴Ａ中，满态射必是满射．

综上所述，Ａ是一个弱拓扑范畴．
注 ２ 类似于 Ｌ拓扑情形可定义Ｌ预拓扑的商空间．因此由定理３．３可知 Ｌ预拓扑空间的局部连通性

是一个可商的性质．
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