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避免二阶导数计算的 Ｎｅｗｔｏｎ迭代法的
一个改进
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摘要：利用Ｎｅｗｔｏｎ迭代法和微分中值定理“中值点”的渐近性，给出了Ｎｅｗｔｏｎ迭代法的一个改进．此方法不必计算

高阶导数值，但收敛速度却更高，具有至少三阶的收敛速度．最后，从数值试验可以看出，此方法是非常有效的．
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０ 引言

解算子方程 ｆ（ｘ）＝０的各种方法层出不穷，如Ｎｅｗｔｏｎ法，Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ迭代，Ｈａｌｌｅｙ迭代［１～５］等等．本文根据

微分中值定理，存在ξ∈（ａ，ｂ），使得
ｆ（ｂ）－ｆ（ａ）
ｂ－ａ ＝ｆ′（ξ），而ｌｉｍｂ→ａ

ξ－ａ
ｂ－ａ＝

１
２．因此，当 ｂ与ａ的距离无限接近

时有ξ≈ａ＋
１
２（ｂ－ａ）．即，在区间（ａ，ｂ）不太大时，中值点ξ一定在其渐近位置ａ＋

１
２（ｂ－ａ）附近，并随区

间变小而趋于其渐近位置．本文基于上述考虑，给出一种通过迭代点选取另一个点，利用两个点进行迭代求
近似根的新方法．

设 ｆ（ｘ）满足下列条件（Ａ）：
（１）ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上存在二阶导数；
（２）ｆ′（ｘ）在［ａ，ｂ］上不等于零；
（３）ｆ″（ｘ）在［ａ，ｂ］上不变号；
（４）ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０．
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为了更为直观，我们通过几何直观图来构造多点迭代法．设 ｆ（ｘ）满足条件（Ａ），当选定初值 ｘ０（仅要求

ｆ（ｘ０）ｆ″（ｘ）＞０），如图１所示，作点 Ａ的切线交ｘ轴于Ｂ（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

，０），ＡＱ线段的斜率为：

图１
Ｆｉｇ．１

ｆ（ｘ０）－ｆ（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

）

ｘ０－（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

）

，

由微分中值定理知，存在ξ∈（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

，ｘ０），使得

ｆ（ｘ０）－ｆ（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

）

ｘ０－（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

）
＝ｆ′（ξ）．

因为ξ≈ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

＋１２（ｘ０－（ｘ０－
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

））是显然成立的，

若取 ｒ∈［
１
２，１］，过点 Ｐ（ｘ０－（１－ｒ）

ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

，ｆ（ｘ０－（１－ｒ）
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

））作切线 ＰＣ平行于ＡＤ，用点 Ｐ的导数

ｆ′（ｘ０－（１－ｒ）
ｆ（ｘ０）
ｆ′（ｘ０）

）代替点 Ａ的导数，而仍用点 Ａ的迭代格式得到点Ｄ的坐标：

Ｄ（ｘ０－
ｆ（ｘ０）

ｆ′（ｘ０－（１－ｒ）
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）

）

，０）． （１）

１ 主要结果

对（１）式的分子 ｆ（ｘｋ）用 ｆ（ｘｋ）与 ｆ（ｘｋ－
ｆ（ｘｋ）

ｆ′（ｘｋ－（１－ｒ）
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）

）

）的和代替，这样就得到新的迭代公式：

ｘｋ＋１＝ｘｋ－

ｆ（ｘｋ）＋ｆ（ｘｋ－
ｆ（ｘｋ）

ｆ′（ｘｋ－（１－ｒ）
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）

）

ｆ′（ｘｋ－（１－ｒ）
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）

）
． （２）

如果令 ｕ（ｘ）＝ｘ－（１－ｒ）ｆ（ｘ）ｆ′（ｘ）；珋ｘｋ＋１＝ｗ（ｘｋ）＝ｘｋ－
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｕ），则：

ｘｋ＋１＝珋ｘｋ＋１－
ｆ（珋ｘｋ＋１）
ｆ′（ｕ（ｘ））， （３）

从而可知（２）式中迭代函数为：

（ｘ）＝ｗ（ｘ）－
ｆ（ｗ（ｘ））
ｆ′（ｕ（ｘ））． （４）

引理 １［６］ 对于迭代公式 ｘｋ＋１＝（ｘｋ），如果
（ｐ）（ｘ）在所求的根 ｘ的邻近连续，并且′（ｘ）＝

″（ｘ）＝…＝（ｐ－１）（ｘ）＝０，（ｐ）（ｘ）≠０，则该公式在 ｘ的邻近是 ｐ阶收敛的．
定理 １ 设方程 ｆ（ｘ）的根为 ｘ，函数 ｆ（ｘ）在 ｘ的邻域内有至少四阶连续导数，且 ｆ′（ｘ）≠０，则迭代

公式（２）在 ｘ的邻近至少是三阶收敛的．

证明 迭代公式（２）的迭代函数为（ｘ）＝ｗ（ｘ）－
ｆ（ｗ（ｘ））
ｆ′（ｕ（ｘ）），其中 ｗ（ｘ）＝ｘ－

ｆ（ｘ）
ｆ′（ｕ），由于方程 ｆ（ｘ）的

根为 ｘ所以 ｆ（ｘ）＝０，从而可知 ｗ（ｘ）＝ｘ，ｗ′（ｘ）＝０，ｗ″（ｘ）＝ｆ′（ｘ
）ｕ′（ｘ）

（ｆ′（ｕ（ｘ）））３
，对（ｘ）求导数得：
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′（ｘ）＝ｗ′（ｘ）－
ｆ′（ｗ（ｘ））ｗ′（ｘ）ｆ′（ｕ（ｘ））－ｆ（ｗ（ｘ））ｆ″（ｕ（ｘ））ｕ′（ｘ）

（ｆ′（ｕ（ｘ）））２ ′（ｘ）＝０， （５）

同理可得：

″（ｘ）＝（′（ｘ））′″（ｘ）＝ｗ″（ｘ）－ｗ″（ｘ）＝０． （６）
由引理知迭代公式（２）在 ｘ邻近至少是三阶收敛的．
引理 ２［７］ 假设函数 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上存在二阶导数，且满足下列条件
（１）ｆ′（ｘ）在［ａ，ｂ］上不等于零；
（２）ｆ″（ｘ）在［ａ，ｂ］上不变号；
（３）ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０；
（４）设 ｘ０∈［ａ，ｂ］，且满足条件 ｆ（ｘ０）ｆ″（ｘ０）＞０．

则由Ｎｅｗｔｏｎ迭代法 ｘｋ＋１＝ｘｋ－
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）

得到的序列｛ｘｎ｝收敛于 ｆ（ｘ）＝０的惟一根 ｘ．

定理 ２ 假设函数 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上存在二阶导数，且满足下列条件
（１）ｆ′（ｘ）在［ａ，ｂ］上不等于零；
（２）ｆ″（ｘ）在［ａ，ｂ］上不变号；
（３）ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０；
（４）设 ｘ０∈［ａ，ｂ］，且满足条件 ｆ（ｘ０）ｆ″（ｘ０）＞０．
则由多点迭代公式（２）得到的序列｛ｘｎ｝收敛于 ｆ（ｘ）＝０的惟一根 ｘ．
证明 函数 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上连续，由连续函数根的存在定理，从 ｆ（ａ）ｆ（ｂ）＜０知道 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上根

存在，又由条件 ｆ′（ｘ）≠０及 ｆ″（ｘ）的保号性知道，ｆ′（ｘ）在［ａ，ｂ］上不变号，故 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上是单调函数，
因此 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上的根 ｘ存在且惟一．

由定理条件，曲线 ｙ＝ｆ（ｘ）可有如下四种不同情况：
（ａ）ｆ（ａ）＜０，ｆ（ｂ）＞０，ｆ″（ｘ）＞０，则 ｆ′（ｘ）单调上升，ｆ′（ｂ）ｆ′（ａ）＞０；
（ｂ）ｆ（ａ）＜０，ｆ（ｂ）＞０，ｆ″（ｘ）＜０，则 ｆ′（ｘ）单调下降，ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＞０；
（ｃ）ｆ（ａ）＞０，ｆ（ｂ）＜０，ｆ″（ｘ）＞０，则 ｆ′（ｘ）单调上升，ｆ′（ａ）ｆ′（ｂ）＜０；
（ｄ）ｆ（ａ）＞０，ｆ（ｂ）＜０，ｆ″（ｘ）＜０，则 ｆ′（ｘ）单调下降，ｆ′（ｂ）ｆ′（ａ）＜０．
通过对自变量的变号或对函数的变号可以将四种情况归结为一种情况，所以我们只需对其中一种情况

证明迭代过程（２）是收敛的就可以了．
下面仅就情况（ａ）证明定理２，其余情况的证明类似．对情况（ａ）来说此时 ｆ（ｘ）＝０在［ａ，ｂ］上的根存在

且惟一，且 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调递增．首先证明，对任何初始近似 ｘ０∈（ｘ，ｂ），由迭代公式（２）求出的逐次
近似 ｘｋ都属于（ｘ，ｂ），并且单调递减．事实上，由引理 ２的证明我们可知，只要 ｕ（ｘｋ）＝ｘｋ－

（１－ｒ）
ｆ（ｘｋ）
ｆ′（ｘｋ）∈

（ｘ，ｂ），就有珋ｘｋ＋１∈（ｘ，ｂ），即珋ｘｋ＋１＜ｕ（ｘｋ）＜ｘｋ，再由（３）式得 ｘｋ＋１＜珋ｘｋ＋１．另一方面（３）

式可化为：

ｘｋ＋１－ｘ ＝珋ｘｋ＋１－ｘ －
ｆ（珋ｘｋ＋１）－ｆ（ｘ）
ｆ′（ｕ（ｘｋ））

＝珋ｘｋ＋１－ｘ －
ｆ′（ξ１）
ｆ′（ｕ（ｘｋ））

（珋ｘｋ＋１－ｘ）＝

（珋ｘｋ＋１－ｘ）（１－
ｆ′（ξ１）
ｆ′（ｕ（ｘｋ））

）， （７）

其中ξ１∈（ｘ
，珋ｘｋ＋１）（ｘ，ｕ（ｘｋ）），由 ｆ′（ｘ）单调递增且 ｆ′（ｘ）＞０知

ｆ′（ξ１）
ｆ′（ｕ（ｘｋ））

＜１，故 ｘｋ＋１－ｘ ＞０，即

ｘｋ＋１＞ｘ，因而由（２）式产生的序列｛ｘｎ｝单调递减并有下界，故ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ存在．

设ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ＝珋ｘ，（２）式两边当 ｋ→∞时，求极限得：

珋ｘ＝珋ｘ－

ｆ（珋ｘ）＋ｆ（珋ｘ－
ｆ（珋ｘ）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

）
）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

＝０， （８）
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即：

ｆ（珋ｘ）＋ｆ（珋ｘ－
ｆ（珋ｘ）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

）
）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

）
， （９）

从而可知：

ｆ（珋ｘ）＋ｆ（珋ｘ－
ｆ（珋ｘ）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

）
＝０． （１０）

由于珋ｘ，珋ｘ－
ｆ（珋ｘ）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

）
∈（ｘ，ｂ），ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ］上单调递增，且 ｆ（ｘ）＝０，

所以：

ｆ（珋ｘ）＝０；ｆ（珋ｘ－
ｆ（珋ｘ）

ｆ′（珋ｘ－（１－ｒ）
ｆ（珋ｘ）
ｆ′（珋ｘ）

）
）＝０， （１１）

所以可得：ｘ ＝珋ｘ．

２ 数值试验

例 １ 设 ｆ（ｘ）＝ｅｘ－１，求方程 ｆ（ｘ）＝０在［－２，２］上的根．（其精确计为 ｘ＝０）．
解 当 ｘ∈［－２，２］时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）０，ｆ（－２）ｆ（２）＜０，ｆ（２）ｆ″（２）＞０．取初值 ｘ０＝２，由Ｎｅｗｔｏｎ迭代

产生的近似值记为珋ｘｋ，由文［７］产生的近似值记为 ｘ·ｋ，由（２）式产生的近似值记为 ｘｋ，当 ｒ＝０．５时计算结果
见表１，当 ｒ＝０．８时计算结果见表２．

表１ ｒ＝０．５时的计算结果
Ｔａｂｌｅ１ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｒ＝０．５

ｋ 珋ｘｋ ｘ·ｋ ｘｋ
０ ２ ２ ２
１ １．１３５３３５２８３２３６６１ ０．８４９４７７８１８６４８６９ ０．４６９６３８５７９６６０４８
２ ０．４５６６４９６５５１８６１３ ０．１４０５６２８３０７９０５８ ０．００４２１７４１６１３９５６
３ ０．０９００５１８６５５６０５６ ０．００１１９８０４４６７３９４ ０．００００００００００３２９３
４ ０．００３９３５６５０５０７７８ ０．０００００００００８５８６７ ０．００００００００００００００
５ ０．０００００７７３４５２２３４ ０．００００００００００００００ ０．００００００００００００００

表２ ｒ＝０．８时的计算结果
Ｔａｂｌｅ２ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｒ＝０．８

ｋ 珋ｘｋ ｘ·ｋ ｘｋ
０ ２ ２ ２

１ １．１３５３３５２８３２３６６１ ０．８４９４７７８１８６４８６９ ０．７０７６８６５９５８８７７０

２ ０．４５６６４９６５５１８６１３ ０．１４０５６２８３０７９０５８ ０．０６０３８２０９６５０４９６

３ ０．０９００５１８６５５６０５６ ０．００１１９８０４４６７３９４ ０．００００５１４９１７１８７４

４ ０．００３９３５６５０５０７７８ ０．０００００００００８５８６７ ０．０００００００００００００３

５ ０．０００００７７３４５２２３４ ０．００００００００００００００ ０．００００００００００００００

例 ２ 设 ｆ（ｘ）＝ｘ３－２ｘ－５，求方程 ｆ（ｘ）＝０在（２，３）上的根．（其精确到十二位有效数字的实根 ｘ＝
２．０９４５５１４８１５４）．

解 当 ｘ∈（２，３）时，ｆ′（ｘ）＞０，ｆ″（ｘ）０，ｆ（２）ｆ（３）＜０，ｆ（３）ｆ″（３）＞０．取初值 ｘ０＝３，由Ｎｅｗｔｏｎ迭代产生
的近似值记为珋ｘｋ，由文［７］产生的近似值记为 ｘ·ｋ，由（２）式产生的近似值记为 ｘｋ，当 ｒ＝０．５时计算结果见表
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３，当 ｒ＝０．８时计算结果见表４．
表３ ｒ＝０．５时的计算结果

Ｔａｂｌｅ３ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｒ＝０．５
ｋ 珋ｘｋ ｘ·ｋ ｘｋ
０ ３ ３ ３

１ ２．３６ ２．２２３０２９７６００００００ ２．１２９３７６８３４６８２４９

２ ２．１２７１９６７８ ２．０９５６０８９５０５７４５４ ２．０９４５５１７１６３９５６２

３ ２．０９５１３６０３７ ２．０９４５５１４８２２９０３４ ２．０９４５５１４８１５４２３３

４ ２．０９４５５１６７４ ２．０９４５５１４８１５４２３３ ２．０９４５５１４８１５４２３３

５ ２．０９４５５１４８２ ２．０９４５５１４８１５４２３３ ２．０９４５５１４８１５４２３３

表４ ｒ＝０．８时的计算结果
Ｔａｂｌｅ４ Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｗｈｅｎｒ＝０．８

ｋ 珋ｘｋ ｘ·ｋ ｘｋ
０ ３ ３ ３

１ ２．３６ ２．２２３０２９７６００００００ ２．１８５７９２３１８０３６９８

２ ２．１２７１９６７８ ２．０９５６０８９５０５７４５４ ２．０９４７６１０８３１５１１５

３ ２．０９５１３６０３７ ２．０９４５５１４８２２９０３４ ２．０９４５５１４８１５４５１３

４ ２．０９４５５１６７４ ２．０９４５５１４８１５４２３３ ２．０９４５５１４８１５４２３３

５ ２．０９４５５１４８２ ２．０９４５５１４８１５４２３３ ２．０９４５５１４８１５４２３３

３ 结束语

从计算结果可以看出，本文的迭代方法比 Ｎｅｗｔｏｎ和文［７］中的迭代法的收敛速度明显要快，而且对于

ｒ∈［
１
２，１］，ｒ越大效果越差！对于例１，用ＭＡＴＬＡＢ程序运算格式（２），当 ｒ＜

１
２时，在 ｘｋ→ｘ

 ＝０之前迭代

格式会产生负值．
所以，格式（２）的收敛速度和 ｒ的选取有关．对于定理２中的四个条件，在 ＭＡＴＬＡＢ中通过简单的程序

即可验证．
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