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摘要：将上下解方法与单调迭代技巧应用于研究一类时滞微分方程，在正向及反向上下解两种情形下分别讨论了

该类方程周期边值问题最大最小解的存在性．
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０ 引言

本文讨论如下具有时滞的微分方程周期边值问题

ｕ′（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ（ｈ（ｔ）））， ｕ（０）＝ｕ（２π）． （１）
其中 ｆ∈Ｃ（［０，２π］×Ｒ×Ｒ，Ｒ），ｈ∈Ｃ（［０，２π］，［－ａ，２π］），ａ＞０为常数．

文献［１］在假定 ｆ关于第三变元单调，并且下解α及上解β满足α（ｔ）β（ｔ）的情形下，利用单调迭代技
巧讨论了周期边值问题（１）的最大、最小解．本文通过建立新的比较定理，获得了周期边值问题（１）的最大、最
小解．本文的方法不同于文献［１］，不要求 ｆ关于第三变元单调，结果独立于文献［１］．并且同时讨论了下解α
及上解β分别满足α（ｔ）β（ｔ）以及α（ｔ）β（ｔ）两种情形．最后为说明本文主要结果的应用，我们给出了两
个例子．

文中所用记号的含义参见文献［２～５］．

１ 比较定理

令 Ｅ＝Ｃ（［－ａ，２π］，Ｒ）∩Ｃ１（［０，２π］，Ｒ），考虑 Ｅ的子空间Ｅ０Ｅ
Ｅ０＝｛ｕ∈Ｅ：ｕ（ｔ）＝ｕ（０），ｔ∈［－ａ，０］｝．
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以下证明两个比较定理，它们是利用单调迭代技巧获得本文结果的基础．
引理 １ 假设下面的条件成立：

（１）函数 ｈ∈Ｃ（［０，２π］，［－ａ，２π］）满足不等式
ｔ－ａｈ（ｔ）ｔ， ｔ∈［０，２π］． （２）

（２）设 ｍ（ｔ）∈Ｅ∩Ｅ０满足

ｍ′（ｔ）－Ｍｍ（ｔ）－Ｎｍ（ｈ（ｔ））－γｍ． （３）
这里 Ｍ＞０，Ｎ＞０，且

γｍ＝
０， ｍ（０）ｍ（２π），

（
Ｍｔ＋１
２π

＋Ｎ）［ｍ（０）－ｍ（２π）］， ｍ（０）＞ｍ（２π）{ ．

（３）２πＮｅＭ（２π＋ａ）１．
则 ｍ（ｔ）０，ｔ∈［－ａ，２π］．

引理 ２ 假设下列条件成立：

（１）函数 ｈ∈Ｃ（［０，２π］，［－ａ，２π］）满足（２）式．
（２）设 ｍ（ｔ）∈Ｅ∩Ｅ０满足

ｍ′（ｔ）Ｍｍ（ｔ）＋Ｎｍ（ｈ（ｔ））＋珔γｍ． （４）
这里 Ｍ＞０，Ｎ＞０，且

珔γｍ＝
０， ｍ（０）ｍ（２π），

（
Ｍ（２π－ｔ）＋１

２π
＋Ｎ（２π－ｔ＋ａ）２π

）［ｍ（２π）－ｍ（０）］， ｍ（０）＜ｍ（２π）{ ．

（３）２πＮｅ２πＭ１?２．
则 ｍ（ｔ）０，ｔ∈［－ａ，２π］．

我们只证明引理 ２，因为引理 １的证明与引理 ２类似，只需将引理 ２证明中的 ｐ（ｔ）＝ｍ（ｔ）ｅ－Ｍｔ（当

ｍ（０）ｍ（２π）时）改为 ｐ（ｔ）＝ｍ（ｔ）ｅＭｔ，而将珚ｍ（ｔ）＝ｍ（ｔ）＋
２π－ｔ
２π
［ｍ（２π）－ｍ（０）］（当 ｍ（０）＞ｍ（２π））改

为珚ｍ（ｔ）＝ｍ（ｔ）＋
ｔ
２π
［ｍ（０）－ｍ（２π）］即可．

引理 ２的证明 （ⅰ）假定 ｍ（０）ｍ（２π）成立．令
ｐ（ｔ）＝ｍ（ｔ）ｅ－Ｍｔ，

由（４）式易知 ｐ（ｔ）满足
ｐ′（ｔ）Ｎｐ（ｈ（ｔ））ｅＭ（ｈ（ｔ）－ｔ）， （５）

且有 ｐ（０）＝ｍ（０）ｍ（２π）ｐ（２π）．由此可以证明 ｐ（ｔ）０，ｔ∈［－ａ，２π］．用反证法．若不然，则有以下两
种可能：

情形 １ ｐ（ｔ）０，且 ｐ（ｔ）０ｔ∈［－ａ，２π］．据（５）可知 ｐ（ｔ）是一个不减函数．注意到 ｐ（ｔ）∈Ｅ０而

ｐ（０）ｐ（２π），由此推出 ｐ（ｔ）≡Ｃ＞０．因此 ｍ（ｔ）＝ＣｅＭｔ．由于 ｍ（０）ｍ（２π），故只有 Ｃ＝０．得到矛盾．
情形 ２ 存在 ｔ′，ｔ″∈［－ａ，２π］，使得 ｐ（ｔ′）＞０而 ｐ（ｔ″）＜０．设 ｍｉｎ

［－ａ，２π］
ｐ（ｔ）＝－λ，这里λ＞０．由（５）式及

（２）式得到
ｐ′（ｔ）－λＮｅＭ（ｈ（ｔ）－ｔ）－λＮｅ２πＭ， （６）

因此，对任意 ｔ∈［－ａ，２π］，注意到２πＮｅ２πＭ１?２，故有

ｐ′（ｔ）－λ４π
＞－λ２π

． （７）

现在分以下两种情况讨论：

（ａ）ｐ（０）０．此时存在珋ｔ∈（０，２π］使得 ｐ（珋ｔ）＝ ｍｉｎ
［－ａ，２π］

ｐ（ｔ）＝－λ，在［０，ｔ］上应用中值定理，存在 ｔ∈
［０，珋ｔ］，使得

ｐ′（ｔ）＝－λ－ｐ（０）
珋ｔ－０

＜－λ２π
，
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与（７）式矛盾．
（ｂ）ｐ（０）＜０．由于 ｐ（２π）ｐ（０）＜０，存在 ｔ０∈（０，２π）使得 ｐ（ｔ０）＝０且对 ｔ∈（ｔ０，２π］有 ｐ（ｔ）＜０成立．

此时同样有下面两种情况：

（ｂ１）存在珋ｔ∈（ｔ０，２π］使得 ｐ（珋ｔ）＝ ｍｉｎ
［－ａ，２π］

ｐ（ｔ）＝－λ．于是在［ｔ０，珋ｔ］上应用中值定理，存在 ｔ１∈（ｔ０，珋ｔ）满

足

ｐ′（ｔ１）＝
ｐ（珋ｔ）－ｐ（ｔ０）
珋ｔ－ｔ０

＝ －λ
珋ｔ－ｔ０

＜－λ２π
，

仍与（７）式矛盾．
（ｂ２）如果 ｐ（ｔ）在（ｔ０，２π］上不能取得最小值－λ，则存在珋ｔ∈［０，ｔ０）使得 ｐ（珋ｔ）＝ ｍｉｎ

［－ａ，２π］
ｐ（ｔ）＝－λ．注意

到 ｐ（２π）ｐ（０），从而有珋ｔ≠０．在［０，珋ｔ］上应用中值定理，存在 ｔ２∈（０，珋ｔ）使得

ｐ′（ｔ２）＝
－λ－ｐ（０）
珋ｔ

＜－λ－ｐ（０）２π
，

据（６）式得到

－λＮｅ２πＭ＜
－λ－ｐ（０）
２π

，

因此

λ＜－２ｐ（０），
由２πＮｅ２πＭ１?２及（６）式，我们有

ｐ′（ｔ）－λＮｅ２πＭ＞２ｐ（０）Ｎｅ２πＭ
ｐ（０）
２π
， ｔ∈［０，２π］．

另一方面，在［ｔ０，２π］上应用中值定理，存在 ｔ３∈（ｔ０，２π）使得

ｐ′（ｔ３）＝
ｐ（２π）
２π－ｔ０

＜ｐ（２π）２π 
ｐ（０）
２π
，

矛盾．这证明了（ⅰ）．
（ⅱ）假定 ｍ（０）＜ｍ（２π）成立．令珚ｍ（ｔ）＝ｍ（ｔ）＋ｇ（ｔ），其中

ｇ（ｔ）＝２π－ｔ２π
［ｍ（２π）－ｍ（０）］．

则 ｇ（２π）＝０，ｇ（０）＝ｍ（２π）－ｍ（０），ｇ（ｔ）０，ｔ∈［０，２π］．对 ｔ∈［－ａ，０］，我们令 ｇ（ｔ）＝ｇ（０），因此
ｇ（ｔ）∈Ｅ０．
容易得到珚ｍ（０）＝ｍ（０）＋ｇ（０）＝ｍ（２π）＝珚ｍ（２π），且

珚ｍ′（ｔ）＝ｍ′（ｔ）＋ｇ′（ｔ）Ｍｍ（ｔ）＋Ｎｍ（ｈ（ｔ））＋

［
Ｍ（２π－ｔ）＋１

２π
＋Ｎ（２π－ｔ＋ａ）２π

］［ｍ（２π）－ｍ（０）］－
１
２π
［ｍ（２π）－ｍ（０）］＝

Ｍ珚ｍ（ｔ）＋Ｎ珚ｍ（ｈ（ｔ））－
Ｎ（２π－ｈ（ｔ））

２π
［ｍ（２π）－ｍ（０）］＋

Ｎ（２π－（ｔ－ａ））
２π

［ｍ（２π）－ｍ（０）］Ｍ珚ｍ（ｔ）＋Ｎ珚ｍ（ｈ（ｔ）），

因此，据（ⅰ）可推出珚ｍ（ｔ）０对 ｔ∈［－ａ，２π］成立．

２ 最大、最小解的存在性

本节我们应用单调迭代技巧分别讨论周期边值问题（１）的下解α（ｔ）和上解β（ｔ）满足α（ｔ）β（ｔ）以及

β（ｔ）α（ｔ）两种情形下其最大、最小解的存在性．为方便先列出如下假设条件．
（Ａ１）α（ｔ），β（ｔ）∈Ｅ∩Ｅ０满足α（ｔ）β（ｔ），ｔ∈［－ａ，２π］．
（Ａ２）α′（ｔ）ｆ（ｔ，α（ｔ），α（ｈ（ｔ）））－γα，ｔ∈［０，２π］，

β′（ｔ）ｆ（ｔ，β（ｔ），β（ｈ（ｔ）））＋γβ，ｔ∈［０，２π］，
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这里

γα＝
０， α（０）α（２π），

（
Ｍｔ＋１
２π

＋Ｎ）［α（０）－α（２π）］α（０）＞α（２π{ ），

γβ＝
０， β（０）β（２π），

（
Ｍｔ＋１
２π

＋Ｎ）［β（２π）－β（０）］，β（０）＜β（２π）{ ．

其中 Ｍ＞０，Ｎ＞０满足２πＮｅＭ（２π＋ａ）１．
（Ａ３）对于α（ｔ）珔ｕｕβ（ｔ），α（ｈ（ｔ））珋ｖｖβ（ｈ（ｔ）），ｔ∈［０，２π］，有

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）－ｆ（ｔ，珔ｕ，珋ｖ）－Ｍ（ｕ－珔ｕ）－Ｎ（ｖ－珋ｖ）．
（Ｂ１）α（ｔ），β（ｔ）∈Ｅ∩Ｅ０满足β（ｔ）α（ｔ），ｔ∈［－ａ，２π］．
（Ｂ２）α′（ｔ）ｆ（ｔ，α（ｔ），α（ｈ（ｔ）））－珔γα，ｔ∈［０，２π］，

β′（ｔ）ｆ（ｔ，β（ｔ），β（ｈ（ｔ）））＋珔γβ，ｔ∈［０，２π］，
这里

珔γα＝
０， α（０）α（２π），

（
Ｍ（２π－ｔ）＋１

２π
＋Ｎ（２π－ｔ＋ａ）２π

）［α（０）－α（２π）］，α（０）＞α（２π{ ），

珔γβ＝
０， β（０）β（２π），

（
Ｍ（２π－ｔ）＋１

２π
＋Ｎ（２π－ｔ＋ａ）２π

）［β（２π）－β（０）］，β（０）＜β（２π{ ），

其中 Ｍ＞０，Ｎ＞０，且满足２πＮｅ２πＭ１?２．
（Ｂ３）对于β（ｔ）珔ｕｕα（ｔ），β（ｈ（ｔ））珋ｖｖα（ｈ（ｔ）），ｔ∈［０，２π］，有

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）－ｆ（ｔ，珔ｕ，珋ｖ）Ｍ（ｕ－珔ｕ）＋Ｎ（ｖ－珋ｖ）．
定理１ 假定条件（Ａ１）～（Ａ３）及不等式（２）成立．则存在 Ｅ０中的单调序列｛αｎ（ｔ）｝，｛βｎ（ｔ）｝，其中α１＝

α，β１＝β，在［－ａ，２π］上分别一致地收敛于ρ（ｔ），ｒ（ｔ），并且ρ，ｒ分别是周期边值问题（１）在序区间［α，β］
中的最小、最大解．即，ρ，ｒ是（１）的解，且对任何满足α（ｔ）ｕ（ｔ）β（ｔ）的周期边值问题（１）的解 ｕ（ｔ），在
［－ａ，２π］上有

α＝α１α２…αｎ…ρｕｒ…βｎ…β２β１＝β．
定理 ２ 假定条件（Ｂ１）～（Ｂ３）及不等式（２）成立．则存在 Ｅ０中的单调序列｛αｎ（ｔ）｝，｛βｎ（ｔ）｝，其中α１＝

α，β１＝β，在［－ａ，２π］上分别一致地收敛于ρ（ｔ），ｒ（ｔ），并且ρ，ｒ分别是周期边值问题（１）在序区间［β，α］
中的最小、最大解．即，ρ，ｒ是（１）的解，且对任何满足β（ｔ）ｕ（ｔ）α（ｔ）的周期边值问题（１）的解 ｕ（ｔ），在
［－ａ，２π］上有

β＝β１β２…βｎ…ρｕｒ…αｎ…α２α１＝α．
我们只证定理２，定理１的证明与之类似．
定理２的证明 对任意η∈［β，α］＝｛ｕ∈Ｅ∩Ｅ０：β（ｔ）ｕ（ｔ）α（ｔ），ｔ∈［－ａ，２π］｝，考虑下面的线性

周期边值问题

ｕ′－Ｍｕ＝Ｎｕ（ｈ（ｔ））＋σ（ｔ），ｕ（０）＝ｕ（２π）． （８）
其中σ（ｔ）＝ｆ（ｔ，η（ｔ），η（ｈ（ｔ）））－Ｍη（ｔ）－Ｎη（ｈ（ｔ））．

显然问题（８）在［０，２π］上有惟一解并可由下式给出

ｕ（ｔ）＝ｕ（０）ｅＭｔ＋∫
ｔ

０
（Ｎｕ（ｈ（ｓ））＋σ（ｓ））ｅＭ（ｔ－ｓ）ｄｓ，

且

ｕ（０）＝ｕ（２π）＝
１

ｅ－２πＭ －１∫
２π

０
（Ｎｕ（ｈ（ｓ））＋σ（ｓ））ｅ－Ｍｓｄｓ，

而且我们可以将此解延拓到区间［－ａ，２π］上，只需令 ｕ（ｔ）＝ｕ（０），当 ｔ∈［－ａ，０］．从而这个解 ｕ∈ Ｅ０．
现在定义算子 Ａ：Ａη＝ｕ，对η∈［β，α］，这里的 ｕ是周期边值问题（８）对应于η的惟一解．如上定义的
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算子 Ａ有下列性质：
（ⅰ）β Ａβ，α Ａα．
（ⅱ）Ａ在［β，α］上单调不减．
为证（ⅰ），令 ｐ＝β－β１，其中β１ ＝Ａβ，则 ｐ（０）－ｐ（２π）＝β（０）－β（２π），由于β１（０）＝β１（２π），

并且

ｐ′＝β′－β′１ ｆ（ｔ，β（ｔ），β（ｈ（ｔ））＋珔γβ －Ｍβ１－Ｎβ１（ｈ（ｔ））－
ｆ（ｔ，β（ｔ），β（ｈ（ｔ）））＋Ｍβ（ｔ）＋Ｎβ（ｈ（ｔ）） Ｍｐ＋Ｎｐ（ｈ（ｔ））＋珔γｐ．

这里

珔γｐ＝珔γβ ＝
０， ｐ（０） ｐ（２π），

（
Ｍ（２π－ｔ）＋１

２π ＋Ｎ（２π－ｔ＋ａ）２π
）［ｐ（２π）－ｐ（０）］， ｐ（０）＜ｐ（２π）{ ．

注意到２πＮｅ２πＭ１?２，据引理２得到 ｐ（ｔ）０，ｔ∈［－ａ，２π］．因此β Ａβ．类似可证α Ａα．
为证（ⅱ），对任意η１，η２∈［β，α］，η１η２，令 ｕ１ ＝Ａη１，ｕ２ ＝Ａη２，ｐ＝ｕ１－ｕ２，由（Ｂ３）得到

ｐ′＝ｕ′１－ｕ′２ ＝Ｍｕ１＋Ｎｕ１（ｈ（ｔ））＋ｆ（ｔ，η１，η１（ｈ（ｔ）））－Ｍη１－Ｎη１（ｈ（ｔ））－
Ｍｕ２－Ｎｕ２（ｈ（ｔ））－ｆ（ｔ，η２，η２（ｈ（ｔ）））＋Ｍη２＋Ｎη２（ｈ（ｔ）） Ｍｐ＋Ｎｐ（ｈ（ｔ））．

显然有 ｐ（０）＝ｐ（２π），故由引理 ２得到 ｐ（ｔ）０，ｉ．ｅ．ｕ１ ｕ２，ｔ∈［－ａ，２π］．
现在我们定义序列｛αｎ（ｔ）｝，｛βｎ（ｔ）｝满足β１ ＝β，βｎ＝Ａβｎ－１（ｎ＝２，３，…）及α１ ＝α，αｎ＝Ａαｎ－１（ｎ＝

２，３，…）．则由 （ⅰ）及（ⅱ）我们得到

β ＝β１β２… βｎαｎ…α２α１ ＝α，ｔ∈［－ａ，２π］．
应用常规证法［１，２］容易证明｛βｎ｝，｛αｎ｝在［－ａ，２π］上单调一致地收敛于某连续函数（分别设为ρ（ｔ），ｒ（ｔ）），
即ｌｉｍ
ｎ→∞βｎ

（ｔ）＝ρ（ｔ），ｌｉｍｎ→∞αｎ
（ｔ）＝ｒ（ｔ）．从而ρ，ｒ是周期边值问题（１）在 Ｅ０中的解．

由归纳法易证对于周期边值问题（１）的满足β ｕα的任一解ｕ均满足不等式ββｎ ｕαｎ
α，ｔ∈［－ａ，２π］．从而说明ρ，ｒ分别是周期边值问题（１）的在［β，α］上的最小、最大解．定理证毕．

３ 应用

以下给出两个例子说明本文定理１及定理２的应用．
例 １ 考虑下面的周期边值问题

ｕ′（ｔ）＝－１１０（－｜ｓｉｎｔ｜＋ｕ－２）
５－ １
１６πｅ２π

２（ｕ（ｔ－（４π２－２π）））２＋
１

４πｅ２π
２，

ｕ（０）＝ｕ（２π）
{

．
（９）

其中 ｈ（ｔ）＝ｔ－（４π２－２π）∈ Ｃ（［０，２π］，［－（４π２－２π），４π－４π２］），ａ＝４π２－２π ＞０，且有 ｔ－ａ
ｈ（ｔ） ｔ，ｔ∈［０，２π］．令

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＝－１１０（－｜ｓｉｎｔ｜＋ｕ－２）
５－ １
１６πｅ２π

２ｖ２＋
１

４πｅ２π
２，

α（ｔ）≡２，β（ｔ）≡３，可以证明周期边值问题（９）在［α，β］上有最小、最大解，它们分别可以作为某迭代序列
的极限而得到．

证明 易见α及β满足条件（Ａ１）．现在我们检查条件（Ａ２），事实上，

ｆ（ｔ，α（ｔ），α（ｈ（ｔ）））＝
１
１０（｜ｓｉｎｔ｜）

５０＝α′（ｔ），

ｆ（ｔ，β（ｔ），β（ｈ（ｔ）））＝－
１
１０（－｜ｓｉｎｔ｜＋１）

５－ ５
１６πｅ２π

２０＝β′（ｔ）．

为验证（Ａ３），对任意 ２珔ｕ ｕ３，２珋ｖ ｖ３，注意到

ｆｕ ＝－
１
２（－｜ｓｉｎｔ｜＋ｕ－２）

４－
１
２，ｆｖ＝－

１
８πｅ２π

２ｖ－
３

８πｅ２π
２．
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取 Ｍ ＝ １２，Ｎ＝
３

８πｅ２π
２，满足不等式２πＮｅＭ（２π＋ａ） ＝２π

３
８πｅ２π

２ｅ
１
２４π

２

＝ ３４＜１．且有

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）－ｆ（ｔ，珔ｕ，珋ｖ）＝－
１
１０（－｜ｓｉｎｔ｜＋ｕ－２）

５－ １
１６πｅ２π

２ｖ２＋
１

４πｅ２π
２ ＋

１
１０（－｜ｓｉｎｔ｜＋珔ｕ－２）

５＋ １
１６πｅ２π

２珋ｖ２－
１

４πｅ２π
２

－１２（ｕ－珔ｕ）－
３

８πｅ２π
２（ｖ－珋ｖ），

于是（Ａ３）成立．于是本例的结论可由定理１推出．
例 ２ 考虑下面周期边值问题

ｕ′（ｔ）＝ １８π ｜
ｔ
２π ＋

ｕ｜３－ １
３２π２

｜ｕ－ｕ（ｔｅ－ｔ）｜２，

ｕ（０）＝ｕ（２π
{

）

（１０）

这里 ｈ（ｔ）＝ｔｅ－ｔ，而

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）＝ １８π ｜
ｔ
２π ＋

ｕ｜３－ １
３２π２

｜ｕ－ｖ｜２．

显然，ｕ＝０不是周期边值问题（１０）的解．令α（ｔ）≡０，β（ｔ）≡－１，满足β（ｔ）α（ｔ）．我们证明周期边值
问题（１０）在［β，α］上有最小、最大解，它们同样可以分别作为某迭代序列的极限而得到．

证明 易见条件（Ｂ１）成立．现在验证（Ｂ２），事实上

ｆ（ｔ，α（ｔ），α（ｈ（ｔ）））＝
１
８π ｜

ｔ
２π ｜

３０＝α′（ｔ），

ｆ（ｔ，β（ｔ），β（ｈ（ｔ）））＝－
１
８π ｜

ｔ
２π －

１｜３０＝β′（ｔ）．

为证（Ｂ３），对任意的 －１珔ｕ ｕ０，－１珋ｖ ｖ０，由于ｓ｜
ｔ
２π ＋

ｓ｜３ ＝３｜ｔ２π＋
ｓ｜２３，ｓ｜

［－

（ｓ－ｘ）２］＝－２（ｓ－ｘ）２，及ｘ
［－（ｓ－ｘ）２］＝２（ｓ－ｘ）２．于是我们有

ｆ（ｔ，ｕ，ｖ）－ｆ（ｔ，珔ｕ，珋ｖ）＝
１
８π ｜

ｔ
２π ＋

ｕ｜３－ １
３２π２

｜ｕ－ｖ｜２－１８π ｜
ｔ
２π ＋珔

ｕ｜３＋ １
３２π２

｜珔ｕ－珋ｖ｜２

１
８π
·３（ｕ－珔ｕ）＋

１
３２π２

·２［（ｕ－珔ｕ）＋（ｖ－珋ｖ）］
７
１６π
（ｕ－珔ｕ）＋

１
１６π２

（ｖ－珋ｖ），

取 Ｍ ＝ ７
１６π
，Ｎ＝ １

１６π２
，满足

２πＮｅ２πＭ ＝
１
８π
ｅ
７
８ ＜ １２，

故（Ｂ３）成立．因此我们的结论可由定理２推出．
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