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摘要：研究了一类不稳定非线性Ｓｃｈｒ̈ｏｄｉｎｇｅｒ方程初边值问题的有限差分方法，证明了差分格式的两个离散守恒律，
用能量方法得到了差分解的收敛性和稳定性．给出了数值算例．
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０ 引言

非线性Ｓｃｈｒ̈ｏｄｉｎｇｅｒ在非线性光纤光学、等离子体物理等领域有着广泛的应用．近年来，关于不稳定介质
中孤子现象的研究引起了众多科学工作者的兴趣，文献［１］引入了方程 ｉｕｘ＋ｕｔｔ＋２｜ｕ｜２ｕ＋εｕｘｔ ＝
０（ε１），用来描述变化的波列中某些不稳定性，并得到了解的一系列守恒律．文献［２，３］研究了此类方程
的一些精确解．

本文在有限区域 Ｑ＝［０，１］×［０，Ｔ］上考虑如下问题：
ｉｕｘ＋ｕｔｔ＋εｕｘｔ＋ｆ（｜ｕ｜２）ｕ＝０，（０＜ε１）， （１）

ｕ（ｘ，０）＝（ｘ），ｕｔ（ｘ，０）＝Ψ（ｘ）， （２）

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（１，ｔ）＝０． （３）
其中，ｕ（ｘ，ｔ）为复值函数，ｆ（ｓ），（ｘ），Ψ（ｘ）是给定的实值函数，ｉ２ ＝－１．该问题有着如下的守恒关系［４］：

Ｅ１ ＝（ｉｕｘ，ｕ）＋‖ｕｔ‖２＋∫
１

０
Ｆ（｜ｕ｜２）ｄｘ＝ｃｏｎｓｔ， （４）

Ｅ２ ＝ε（ｉｕｘ，ｕ）＋２Ｉｍ（ｕ，ｕｔ）＝ｃｏｎｓｔ． （５）

其中，Ｆ（ｓ）＝∫
ｓ

０
ｆ（ｒ）ｄｒ，Ｉｍ，Ｒｅ分别表示虚部和实部．
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本文对问题（１）～（３）构造了３层隐式差分格式，用能量方法证明了差分格式满足两个离散守恒律，并
证明了差分格式的收敛性和稳定性．

１ 差分格式及其守恒律

对平面区域 Ｑ作网格剖分，ｘｊ＝ｊｈ（ｊ＝０，１，…Ｊ），ｔｎ ＝ｎτ（ｎ＝０，１，…Ｎ），其中 Ｊｈ＝１，Ｎτ ＝Ｔ；Ｊ，

Ｎ都是正整数．记 ｕｎｊ＝ｕ（ｘｊ，ｔｎ），ｕｎ＝｛ｕｎｊ｝Ｊｊ＝０表示第 ｎ时间层上的网格函数．本文中的 Ｃ表示不依赖于

ｈ，τ的正常数，在不同的地方可取不同的值．
引进如下差分记号：

（ｗｎｊ）ｘ＝
ｗｎｊ＋１－ｗｎｊ
ｈ ，（ｗｎｊ）^ｘ ＝

ｗｎｊ＋１－ｗｎｊ－１
２ｈ ，（ｗｔ）ｎｊ ＝

ｗｎ＋１ｊ －ｗｎｊ
τ

，（ｗｎｊ）^ｔ＝
ｗｎ＋１ｊ －ｗｎ－１ｊ
２τ

，

（ｗｎｊ）珋ｔ＝
ｗｎｊ－ｗｎ－１ｊ
τ

，（ｖｎ，ｗｎ）＝∑
Ｊ－１

ｊ＝０
ｖｎｊ珔ｗｎｊｈ，‖ｗｎ‖２ ＝（ｗｎ，ｗｎ），‖ｗ‖ ＝ｓｕｐ

ｊ
｜ｗｎｊ｜．

对于方程（１）～（３）提出如下差分格式：

１
２ｉ（ｕ

ｎ＋１
ｊ ＋ｕｎ－１ｊ ）^ｘ＋（ｕｎｊ）ｔ珋ｔ＋ε（ｕ

ｎ
ｊ）^ｘ珋ｔ＋

Ｆ（｜ｕｎ＋１ｊ ｜２）－Ｆ（｜ｕｎ－１ｊ ｜２）
｜ｕｎ＋１ｊ ｜２－｜ｕｎ－１ｊ ｜２

·
ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ

２ ＝０，

ｊ＝１，…Ｊ－１，ｎ＝１，…Ｎ－１； （６）
ｕ０ｊ＝ｊ，ｕ１ｊ＝ｕ－１ｊ ＋２τΨｊ，ｊ＝０，…Ｊ； （７）

ｕｎ０ ＝ｕ
ｎ
Ｊ＝０，ｎ＝１，…Ｎ． （８）

对于方程（６），令 ｎ＝０，与（７）联立即可消掉 ｕ－１ｊ．
引理 １ 对满足齐次边界条件的网格函数｛ｕｊ｝，｛ｖｊ｝有下列等式成立：

（ⅰ）Ｒｅ（ｉｕ^ｘ，ｕ）＝（ｉｕ^ｘ，ｕ）； （ⅱ）Ｒｅ（ｕ^ｘ，ｕ）＝Ｒｅ（ｕ，ｕ^ｘ）＝０；
（ⅲ）Ｒｅ（ｕ^ｘ，ｖ）＝－Ｒｅ（ｖ^ｘ，ｕ）； （ⅳ）Ｒｅ（ｉｕ^ｘ，ｖ）＝（ｉｖ^ｘ，ｕ）．

证明 令复值网格函数 ｕｊ＝ｕ１ｊ＋ｉｕ２ｊ，其中 ｕ１ｊ，ｕ２ｊ为满足齐次边界条件的实值网格函数．易于验证上
述结论成立．

同理可得下述引理．
引理 ２ 对满足齐次边界条件的网格函数｛ｕｊ｝，｛ｖｊ｝有下列等式成立：

（ⅰ）Ｉｍ（ｕ，ｖ）＝－Ｉｍ（ｖ，ｕ）； （ⅱ）Ｉｍ（ｕ^ｘ，ｖ）＝Ｉｍ（ｖ^ｘ，ｕ）；
（ⅲ）（ｕ^ｘ，ｖ）＝－（ｖ^ｘ，ｕ）； （ⅳ）Ｉｍ（ｕ^ｘ，ｕ）＝－（ｉｕ^ｘ，ｕ）．

定理 １ 差分格式（６）～（８）满足如下守恒关系：
Ｅｎ１ ＝Ｅｎ－１１ ＝… ＝Ｅ０１， （９）

Ｅｎ２ ＝Ｅｎ－１２ ＝… ＝Ｅ０２． （１０）
其中

Ｅｎ１ ＝
１
２［（ｉｕ

ｎ＋１
ｘ^ ，ｕｎ＋１）＋（ｉｕｎｘ^，ｕｎ）］＋‖ｕ

ｎ
ｔ‖２＋ｈ２∑

Ｊ

ｊ＝１
Ｆ（｜ｕｎ＋１ｊ ｜２），

Ｅｎ２ ＝２Ｉｍ（ｕ
ｎ
ｔ，ｕｎ＋１）－ε２［（ｉｕ

ｎ＋１
ｘ^ ，ｕｎ＋１）＋（ｉｕｎｘ^，ｕｎ）］．

证明 （６）式两边与（ｕｎｊ＋ｕｎ－１ｊ ）ｔ做内积，取实部，并应用引理可得：
第１项

１
２τ
Ｒｅ（ｉｕｎ＋１ｘ^ ＋ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ＋１－ｕｎ－１）＝

１
２τ
Ｒｅ［（ｉｕｎ＋１ｘ^ ，ｕｎ＋１）－（ｉｕｎ＋１ｘ^ ，ｕｎ－１）＋

（ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ＋１）－（ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ－１）］＝
１
２τ
［（ｉｕｎ＋１ｘ^ ，ｕｎ＋１）－（ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ－１）］； （１１）

第２项
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１
τ
３Ｒｅ（ｕｎ＋１－２ｕｎ＋ｕｎ－１，ｕｎ＋１－ｕｎ－１）＝

１
τ
３（‖ｕｎ＋１－ｕｎ‖２－‖ｕｎ－ｕｎ－１‖２）＝

１
τ
（‖ｕｎｔ‖２－‖ｕｎ－１ｔ ‖２）； （１２）

第３项

ε
２τ２
Ｒｅ（ｕｎ＋１ｘ^ －ｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ＋１－ｕｎ－１）＝０； （１３）

第４项

ｈＲｅ∑
ｊ

Ｆ（｜ｕｎ＋１ｊ ｜２）－Ｆ（｜ｕｎ－１ｊ ｜２）
｜ｕｎ＋１ｊ ｜２－｜ｕｎ－１ｊ ｜２

·
ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ

２ ·（珔ｕｎ＋１ｊ －珔ｕｎ－１ｊ ）＝

ｈ
２∑ｊ［Ｆ（｜ｕ

ｎ＋１
ｊ ｜２）－Ｆ（｜ｕｎ－１ｊ ｜２）］． （１４）

综合上述４项可得

Ｅｎ１ ＝
１
２［（ｉｕ

ｎ＋１
ｘ^ ，ｕｎ＋１）＋（ｉｕｎｘ^，ｕｎ）］＋‖ｕ

ｎ
ｔ‖２＋ｈ２∑ｊ［Ｆ（｜ｕ

ｎ＋１
ｊ ｜２）＋Ｆ（｜ｕｎｊ｜２）］＝

１
２［（ｉｕ

ｎ
ｘ^，ｕｎ）＋（ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ－１）］＋‖ｕｎ－１ｔ ‖２＋ｈ２∑ｊ［Ｆ（｜ｕ

ｎ
ｊ｜２）＋Ｆ（｜ｕｎ－１ｊ ｜２）］＝Ｅｎ－１１ ．

（１５）
由上式递推即得

Ｅｎ１ ＝Ｅｎ－１１ ＝… ＝Ｅ０１．
（６）式两边与 ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ 做内积，取虚部可得：
第２项

Ｉｍ（ｕｎｔ珋ｔ，ｕ
ｎ＋１＋ｕｎ－１）＝Ｉｍ［τ２（ｕｎｔ珋ｔ，ｕ

ｎ
ｔ珋ｔ）＋２（ｕ

ｎ
ｔ珋ｔ，ｕ

ｎ）］＝２Ｉｍ（ｕｎｔ珋ｔ，ｕ
ｎ）＝

２
τ
Ｉｍ（ｕｎｔ－ｕｎ－１ｔ ，ｕｎ＋１－τｕ

ｎ
ｔ）＝

２
τ
Ｉｍ［（ｕｎｔ，ｕｎ＋１）－（ｕｎ－１ｔ ，ｕｎ）］； （１６）

第３项

ε
２τ
Ｉｍ（ｕｎ＋１ｘ^ －ｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ＋１＋ｕｎ－１）＝－ε２τ

［（ｉｕｎ＋１ｘ^ ，ｕｎ＋１）－（ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ－１）］； （１７）

第１项和第４项为０．
综合上述４项可得

Ｅｎ２ ＝２Ｉｍ（ｕ
ｎ
ｔ，ｕｎ＋１）－ε２［（ｉｕ

ｎ＋１
ｘ^ ，ｕｎ＋１）＋（ｉｕｎｘ^，ｕｎ）］＝

２Ｉｍ（ｕｎ－１ｔ ，ｕｎ）－ε２［（ｉｕ
ｎ
ｘ^，ｕｎ）＋（ｉｕｎ－１ｘ^ ，ｕｎ－１）］＝Ｅｎ－１２ ． （１８）

由上式递推即得

Ｅｎ２ ＝Ｅｎ－１２ ＝… ＝Ｅ０２．
证毕．

易见，Ｅｎ１，Ｅｎ２是对（４），（５）式的数值模拟．

２ 差分格式的收敛性和稳定性

设 ｖｎｊ ＝ｕ（ｘｊ，ｔｎ），则有

１
２ｉ（ｖ

ｎ＋１
ｊ ＋ｖｎ－１ｊ ）^ｘ＋（ｖｎｊ）ｔ珋ｔ＋ε（ｖ

ｎ
ｊ）^ｘ^ｔ＋

Ｆ（｜ｖｎ＋１ｊ ｜２）－Ｆ（｜ｖｎ－１ｊ ｜２）
｜ｖｎ＋１ｊ ｜２－｜ｖｎ－１ｊ ｜２

·
ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ ＝Ｒｎｊ．

其中，Ｒｎｊ为截断误差，显然 Ｒｎｊ ＝Ｏ（ｈ２＋τ２）．
定理 ２ 设 ｕ（ｘ，ｔ）∈ Ｃ３

，４（Ｑ），ｆ′（ｓ）∈ Ｃ１，则守恒差分格式（６）～（８）的解收敛到定解问题（１）～（３）
的解，且收敛阶为 Ｏ（ｈ２＋τ２）．

第３期 王 震，等：ＮＬＳ方程的守恒数值格式及其收敛性分析 ３



证明 设

ｅｎｊ ＝ｖｎｊ－ｕｎｊ，Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）＝Ｆ（｜ｕｎ＋１ｊ ｜２）－Ｆ（｜ｕｎ－１ｊ ｜２）／｜ｕｎ＋１ｊ ｜２－｜ｕｎ－１ｊ ｜２，
则有

１
２ｉ（ｅ

ｎ＋１
ｊ ＋ｅｎ－１ｊ ）^ｘ＋（ｅｎｊ）ｔ珋ｔ＋ε（ｅ

ｎ
ｊ）^ｘ^ｔ＝Ｒｎｊ－［Ｇ（ｖｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ －Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·

ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ
２ ］． （１９）

上式两边与（ｅｎｊ＋ｅｎ－１ｊ ）ｔ做内积，取实部可得：
等号右端

－ｈＲｅ∑
ｊ
［Ｇ（ｖｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ －Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·

ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ
２ ］（珋ｅｎｊ＋珋ｅｎ－１ｊ ）ｔ＝

－ｈＲｅ∑
ｊ
［Ｇ（ｖｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ －Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ ＋Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ ］－

Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·
ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ

２ ］（珋ｅｎｊ＋珋ｅｎ－１ｊ ）ｔ Ｃ（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ－１‖２＋‖ｅｎｔ‖２＋‖ｅｎ－１ｔ ‖２）； （２０）

Ｒｅ（Ｒｎ，ｅｎｔ＋ｅｎ－１ｔ ） Ｃτ（‖Ｒｎ‖２＋‖ｅｎｔ‖２＋‖ｅｎ－１ｔ ‖２）． （２１）
左端各项与（１１）～（１３）的处理方式相同，可得

１
２［（ｉｅ

ｎ＋１
ｘ^ ，ｅｎ＋１）－（ｉｅｎ－１ｘ^ ，ｅｎ－１）］＋‖ｅ

ｎ
ｔ‖２－‖ｅｎ－１ｔ ‖２

Ｃτ（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ－１‖２＋‖ｅｎｔ‖２＋‖ｅｎ－１ｔ ‖２）． （２２）
（１９）式两边与 ｅｎ＋１ｊ ＋ｅｎ－１ｊ 做内积，取虚部并注意到 ｆ′（ｓ）∈ Ｃ１，可得：
等号右端

－ｈＩｍ∑
ｊ
［Ｇ（ｖｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ －Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ ＋Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·

ｖｎ＋１ｊ ＋ｖｎ－１ｊ
２ －

Ｇ（ｕｎ＋１ｊ ）·
ｕｎ＋１ｊ ＋ｕｎ－１ｊ

２ ］（珋ｅｎ＋１ｊ ＋珋ｅｎ－１ｊ ） Ｃ（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ－１‖２）； （２３）

Ｉｍ（Ｒｎ，ｅｎ＋１＋ｅｎ－１） Ｃτ（‖Ｒｎ‖２＋‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ－１‖２）． （２４）
左端各项与（１６），（１７）的处理方式相同，可得

２Ｉｍ［（ｅｎｔ，ｅｎ＋１）－（ｅｎ－１ｔ ，ｅｎ）］－ε２［（ｉｅ
ｎ＋１
ｘ^ ，ｅｎ＋１）－（ｉｅｎ－１ｘ^ ，ｅｎ－１）］ Ｃτ（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ－１‖２）． （２５）

（２２）×ε＋（２５），然后两端对 ｎ从１到 Ｎ－１求和，得
２Ｉｍ（ｅＮ－１ｔ ，ｅＮ）＋ε‖ｅＮ－１ｔ ‖２ Ｃ（‖ｅ０‖２＋‖ｅ１‖２＋‖ｅ０ｔ‖２＋‖ｅ１ｔ‖２＋ｈ４＋τ４）＋

Ｃτ∑
Ｎ－１

ｎ＝１
（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎｔ‖２）． （２６）

由 ｅｎ＋１ｊ －ｅｎｊ ＝τ（ｅｎｊ）ｔ，两边同乘以珋ｅｎ＋１ｊ ＋珋ｅｎｊ，然后对 ｊ求和取实部，得

‖ｅＮ‖２ Ｃ‖ｅ１‖２＋Ｃτ∑
Ｎ－１

ｎ＝１
（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎｔ‖２）． （２７）

因为

２｜Ｉｍ（ｅＮ－１ｔ ，ｅＮ）｜ε２‖ｅ
Ｎ－１
ｔ ‖２＋２

ε
‖ｅＮ‖２， （２８）

（２８）式代入（２６）＋（２７）×（１＋２
ε
），可得

ε
２‖ｅ

Ｎ－１
ｔ ‖２＋‖ｅＮ‖２ Ｃ（‖ｅ０‖２＋‖ｅ１‖２＋‖ｅ０ｔ‖２＋‖ｅ１ｔ‖２＋ｈ４＋τ４）＋

Ｃτ∑
Ｎ－１

ｎ＝１
（‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎｔ‖２）． （２９）

由初值条件易于验证

‖ｅ０‖２＋‖ｅ１‖２＋‖ｅ０ｔ‖２＋‖ｅ１ｔ‖２ ＝Ｏ（ｈ４＋τ４）． （３０）
由（２９），（３０）并应用离散的Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式可得
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‖ｅＮ－１ｔ ‖ ＋‖ｅＮ‖ Ｃ（ｈ２＋τ２）． （３１）
证毕．

类似地，可以证明差分格式的稳定性．
定理 ３ 在定理２的条件下，守恒差分格式（６）～（８）的解依平方模稳定．

３ 数值实验

考虑如下算例：

取 ｑ＝２，α ＝２，β ＝２；ｘｌ＝２０，ｘｍ ＝－２０；ｔ∈［０，１］，精确解为
［２，３］

Ｕ（ｘ，ｔ）＝ｂｓｅｃｈ（ｂａ（ｘ－ｖｔ））ｅｘｐ（ｉ（ｋｘ－Ωｔ））．

其中

ｋ＝２，Ω ＝３，ｖ＝４，ε ＝０．１１；
ａ２ ＝ｖ２＋εｖ，ｂ２ ＝ｋ＋Ω２＋εｋΩ．

初边值条件相应得到．利用本文所给格式进行计算，结果如图１，图２所示．由计算结果可见该格式的有效性．

图１ 取不同值时的误差图像

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅｅｒｒｏｒｉｍａｇｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓ

图２ 精确解与数值解的图像比较

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｐｒｅｃｉｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ
（下转第２２页）
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