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摘要：Ｎｅｕｍａｎｎ边值问题描述了在边界点处梯度为零的大量物理现象。本文利用锥上的不动点指数定理研究了带
有函数系数 ｋ（ｔ）的非线性二阶Ｎｅｕｍａｎｎ边值问题 ｕ″（ｔ）＋ｋ（ｔ）ｕ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），０≤ｔ≤１，ｕ′（０）＝ｕ′（１）＝０的正
解。主要结论表明，只要非线性项在某些有界集合上的增长速度 是适当的，该问题就具有 ｎ个正解，其中 ｎ是一
个任意的自然数。
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０ 引言

Ｎｅｕｍａｎｎ边值问题描述了梯度在边界点处为零的一类重要的物理现象。由于这类现象广泛出现于工程
问题中，因此非线性Ｎｅｕｍａｎｎ问题的研究受到了普遍的重视［１７］。鉴于工程技术主要关注正解，因而其正解

存在性与多解性的研究近年来十分活跃［２，３，５７］。

本文考察下列非线性变系数二阶Ｎｅｕｍａｎｎ边值问题的正解

（Ｐ）
－ｕ″（ｔ）＋ｋ（ｔ）ｕ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），０≤ｔ≤１，
ｕ′（０）＝ｕ′（１）＝０{ 。

这里问题（Ｐ）的正解是指该问题满足 ｕ（ｔ）＞０，０≤ｔ≤１的解。这一问题的特点是 ｕ（ｔ）项的系数 ｋ（ｔ）为函
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数，而以往对问题（Ｐ）的研究工作都要求系数 ｋ（ｔ）≡ｋ为一个正常数。
本文通过引入新的控制函数研究问题（Ｐ），主要工具是锥上的 ＧｕｏＬａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍ不动点指数定理。结

论表明 只要非线性项 ｆ（ｔ，ｕ）其定义域的某些有界集合上的增长速度 ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ是适当的，问题（Ｐ）必然具
有 ｎ个正解，其中 ｎ是一个任意的自然数。此外还考察了当 ｕ→０和 ｕ→∞时增长速度 ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ存在极限
情况下的正解存在性。文末将给出两个例子说明我们的改进是正确的。值得注意的是，本文中非线性项的

增长速度是受系数 ｋ（ｔ）控制的，这样的结论还未见诸于文献。文中参考了处理边值问题的局部化方法，有
关工作可参见［５１０］。

１ 预备工作

除非特别声明，本文始终假设：ｆ：［０，１］×［０，＋∞）→［０，＋∞）连续，ｋ：［０，１］→［０，＋∞）连续并且设

β＞０，其中β＝ｍａｘ０≤ｔ≤１
ｋ（ｔ）。

设 Ｃ［０，１］是具有范数‖ｕ‖＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１

｜ｕ（ｔ）｜的Ｂａｎａｃｈ空间。我们从考察下列常系数二阶非线性Ｎｅｕｍａｎｎ

边值问题入手

（Ｐ′）
－ｕ″（ｔ）＋βｕ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），０≤ｔ≤１，

ｕ′（０）＝ｕ′（１）＝０{ 。

记 Ｇ（ｔ，ｓ）为 ｆ（ｔ，ｕ）≡０时问题（Ｐ′）的Ｇｒｅｅｎ函数，即

Ｇ（ｔ，ｓ）＝

ｃｏｓｈ（槡β（１－ｔ））ｃｏｓｈ（槡βｓ）
槡βｓｉｎｈ槡β

， ０≤ｓ≤ｔ≤１，

ｃｏｓｈ（槡βｔ）ｃｏｓｈ（槡β（１－ｓ））
槡βｓｉｎｈ槡β

， ０≤ｔ≤ｓ≤１









 ，

其中ｓｉｎｈｔ＝１２［ｅ
ｔ－ｅ－ｔ］，ｃｏｓｈｔ＝１２［ｅ

ｔ＋ｅ－ｔ］。显然，Ｇ（ｔ，ｓ）＞０，０≤ｔ，ｓ≤１。本文始终记

ｍ＝ ｍｉｎ
０≤ｔ，ｓ≤１

Ｇ（ｔ，ｓ），Ｍ＝ｍａｘ
０≤ｔ，ｓ≤１

Ｇ（ｔ，ｓ），σ＝ｍＭ－１。

于是，０＜σ＜１。简单计算可得

ｍ＝ １
槡βｓｉｎｈ槡β

，Ｍ＝２ｃｏｓｈ槡β＋１
２槡βｓｉｎｈ槡β

，σ＝
２

２ｃｏｓｈ槡β＋１
。

易知下列集合 Ｋ是Ｃ［０，１］中的一个非负函数锥，
Ｋ＝｛ｕ∈Ｃ＋［０，１］：ｕ（ｔ）≥σ‖ｕ‖，０≤ｔ≤１｝。

又记Ω（ｃ）＝｛ｕ∈Ｋ：‖ｕ‖＜ｃ｝，Ω（ｃ）＝｛ｕ∈Ｋ：‖ｕ‖＝ｃ｝。
定义算子 Ｔ为

（Ｔｕ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ，０≤ ｔ≤１，ｕ∈ Ｋ。

引理 １．１ （１）Ｔ：Ｋ→ Ｋ是全连续的。
（２）如果 ｕ ∈ Ｋ是Ｔ的一个非零不动点，则 ｕ 是问题（Ｐ）的正解。
证明 （１）任取 ｕ∈ Ｋ。因β－ｋ（ｔ）≥０，０≤ ｔ≤１，可知

βｕ（ｔ）－ｋ（ｔ）ｕ（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））≥０，０≤ ｔ≤１。
由此推出

（Ｔｕ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ≥

∫
１

０
ｍ［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ＝

ｍＭ－１∫
１

０
Ｍ［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ≥

σ ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ＝σ‖Ｔｕ‖。
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进而 Ｔ：Ｋ→ Ｋ。利用ＡｒｚｅｌａＡｓｃｏｌｉ定理可以证明 Ｔ是一个全连续算子。
（２）容易核验问题（Ｐ）等价于积分方程

ｕ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ，０≤ ｔ≤１，ｕ∈ Ｋ。

注意到 Ｔｕ ＝ｕ 并且０≠ ｕ ∈Ｋ，立刻得到所证结论。
为了寻找 Ｔ在Ｋ中的非零不动点，需要使用下列有关锥上不动点指数的ＧｕｏＬａｋｓｈｍｉｋａｎｔｈａｍ定理。
引理 １．２ 设 Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，Ｋ是Ｘ中的锥，Ｔ：Ｋ→ Ｋ是一个全连续算子。
（１）如果对于任何 ｕ∈Ω（ｃ）及任何０＜λ≤１都有λＴｕ≠ ｕ，则不动点指数 ｉ（Ｔ，Ω（ｃ），Ｋ）＝１。
（２）如果 ｉｎｆ

ｘ∈Ω（ｃ）
‖Ｔｕ‖ ＞０并且对于任何 ｕ∈Ω（ｃ）及任何λ≥１都有λＴｕ≠ ｕ，则不动点指数 ｉ（Ｔ，

Ω（ｃ），Ｋ）＝０。
引入下列控制函数作为辅助工具

φ（ｔ，ｒ）＝ｍａｘ｛ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ：ｕ∈［σｒ，ｒ］｝，

ψ（ｔ，ｒ）＝ｍｉｎ｛ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ：ｕ∈［σｒ，ｒ］｝。
在几何中，φ（ｔ，ｒ）和ψ（ｔ，ｒ）分别描述了非线性项 ｆ（ｔ，ｕ）在线段｛ｔ｝×［σｒ，ｒ］上的最大增长速度和最小增
长速度。

２ 主要结论

为了行文方便采用如下记法：如果 ｕ（ｔ）≤ ｖ（ｔ），０≤ ｔ≤１并且 ｕ（ｔ） ｖ（ｔ），则记 ｕ（ｔ） ｖ（ｔ），０≤
ｔ≤１。此外设［ｃ］表示 ｃ的整数部分。
定理 ２．１ 假设存在两个正数 ａ，ｂ使得φ（ｔ，ａ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１并且ψ（ｔ，ｂ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。则

问题（Ｐ）至少有一个正解 ｕ ∈ Ｋ满足ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝＜‖ｕ‖ ＜ｍａｘ｛ａ，ｂ｝。
定理 ２．２ 假设存在 ｎ＋１个正数 ａ１ ＜ａ２ ＜… ＜ａｎ＋１使得下列条件之一满足：

（１）φ（ｔ，ａ２ｋ－１） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１，ｋ＝１，２，…［
ｎ＋２
２ ］，并且ψ（ｔ，ａ２ｋ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１，ｋ＝１，

２，…［ｎ＋１２ ］。

（２）ψ（ｔ，ａ２ｋ－１） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１，ｋ＝１，２，…［
ｎ＋２
２ ］，并且φ（ｔ，ａ２ｋ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１，ｋ＝１，２，

…［
ｎ＋１
２ ］。

则问题（Ｐ）至少有 ｎ个正解ｕｋ ∈ Ｋ，ｋ＝１，２，…ｎ满足ａｋ＜‖ｕｋ‖ ＜ａｋ＋１。

当 ｋ（ｔ）≡ ｋ为常数时有下列新结论。

推论 ２．１ 假设 ｋ（ｔ）≡ ｋ＞０并且存在两个正数 ａ，ｂ使得φ（ｔ，ａ） ｋ，０≤ ｔ≤１并且ψ（ｔ，ｂ） ｋ，
０≤ ｔ≤１。则问题（Ｐ）至少有一个正解 ｕ ∈ Ｋ满足ｍｉｎ｛ａ，ｂ｝＜‖ｕ‖ ＜ｍａｘ｛ａ，ｂ｝。

推论 ２．２ 假设 ｋ（ｔ）≡ ｋ＞０并且存在 ｎ＋１正数 ａ１ ＜ａ２ ＜…ａｎ＋１使得下列条件之一满足：

（１）φ（ｔ，ａ２ｉ－１） ｋ，０≤ ｔ≤１，ｉ＝１，２，…［
ｎ＋２
２ ］并且ψ（ｔ，ａ２ｉ） ｋ，０≤ ｔ≤１，ｉ＝１，２，…［

ｎ＋１
２ ］。

（２）ψ（ｔ，ａ２ｉ－１） ｋ，０≤ ｔ≤１，ｉ＝１，２，…［
ｎ＋２
２ ］并且φ（ｔ，ａ２ｉ） ｋ，０≤ ｔ≤１，ｉ＝１，２，…［

ｎ＋１
２ ］。

则问题（Ｐ）至少有 ｎ个正解ｕｋ ∈ Ｋ，ｋ＝１，２，…ｎ满足ａｋ＜‖ｕｋ‖ ＜ａｋ＋１。
定理２．１和推论２．１说明问题（Ｐ）至少有一个正解，只要非线性项 ｆ（ｔ，ｕ）在矩形［０，１］×［σａ，ａ］上的

最大增长速度φ（ｔ，ａ）和在矩形［０，１］×［σｂ，ｂ］上的最小增长速度ψ（ｔ，ｂ）都是适当的。不过在定理２．１中
这个增长速度是受函数 ｋ（ｔ）控制的，而在推论２．１中这个增长速度是受常数 ｋ控制的。

下面证明定理２．１．定理２．２及其余两个推论均可直接从定理２．１导出。
定理２．１的证明 容易看出 ａ≠ ｂ。不失一般性，设 ａ＜ｂ。
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首先证明对于任何 ｕ∈Ω（ａ）及０＜λ≤１都有λＴｕ≠ ｕ。若不然，则存在珔ｕ∈Ω（ａ）及０＜珋λ≤
１使得珋λＴ珔ｕ＝珔ｕ。就是说珔ｕ（ｔ）应满足方程：

（Ｐ″）
－珔ｕ″（ｔ）＋β珔ｕ（ｔ）＝珋λ［β珔ｕ（ｔ）－ｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ）＋ｆ（ｔ，珔ｕ（ｔ））］，０≤ ｔ≤１，

珔ｕ′（０）＝珔ｕ′（１）＝０{ 。

整理上述等式可得

－珔ｕ″（ｔ）＋（１－珋λ）β珔ｕ（ｔ）＋珋λｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ）＝珋λｆ（ｔ，珔ｕ（ｔ）），０≤ ｔ≤１。
因为０＜σａ＝σ‖珔ｕ‖≤珔ｕ（ｔ）≤ ａ，０≤ ｔ≤１，从条件φ（ｔ，ａ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１知有 ｆ（ｔ，珔ｕ（ｔ））≤φ（ｔ，

ａ）珔ｕ（ｔ）≤ ｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ），ｆ（ｔ，珔ｕ（ｔ）） ｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ），０≤ ｔ≤ １。注意到∫
１

０
珔ｕ″（ｔ）ｄｔ＝珔ｕ′（１）－珔ｕ′（０）＝０并且

∫
１

０
ｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ）ｄｔ≥σａ∫

１

０
ｋ（ｔ）ｄｔ＞０，从０到１对上述等式两边积分可得

（１－珋λ）β∫
１

０
珔ｕ（ｔ）ｄｔ＋珋λ∫

１

０
ｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ）ｄｔ＝珋λ∫

１

０
ｆ（ｔ，珔ｕ（ｔ））ｄｔ＜珋λ∫

１

０
ｋ（ｔ）珔ｕ（ｔ）ｄｔ。

换句话说（１－珋λ）βσａ≤（１－珋λ）β∫
１

０
珔ｕ（ｔ）ｄｔ＜０。因为１－珋λ≥０并且βσａ＞０，这是不可能的。根据引理１．１（１）

和１．２（１）知 ｉ（Ｔ，Ω（ａ），Ｋ）＝１。
其次设 ｕ∈Ω（ｂ），则０＜σｂ＝σ‖ｕ‖≤ ｕ（ｔ）≤ ｂ，０≤ ｔ≤１。从条件ψ（ｔ，ｂ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤

１知
ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））≥ψ（ｔ，ｂ）ｕ（ｔ）≥ ｋ（ｔ）ｕ（ｔ）≥σｂｋ（ｔ）， ０≤ ｔ≤１，

因为β ＝ｍａｘ０≤ｔ≤１
ｋ（ｔ）＞０，可知存在 ｄ＞０及０≤μ ＜ν≤１使得 ｋ（ｔ）≥ ｄ，μ≤ ｔ≤ν。这就推出

ｉｎｆ
ｕ∈Ω（ｂ）

‖Ｔｕ‖ ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ω（ｂ）

ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）［βｕ（ｓ）－ｋ（ｓ）ｕ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））］ｄｓ≥

ｉｎｆ
ｕ∈Ω（ｂ）

ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｕ（ｓ））ｄｓ≥σｂｍａｘ

０≤ｔ≤１∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ≥

σｂ∫
ν

μ

ｍｋ（ｓ）ｄｓ≥ ｍσｂ∫
ν

μ

ｄｄｓ＝ｍσｂｄ（ν－μ）＞０。

下面证明对于任何 ｕ∈Ω（ｂ）及任何λ≥１都有λＴｕ≠ ｕ。如若不然，则存在珘ｕ∈Ω（ｂ）及珓λ≥１使
得珓λＴ珘ｕ＝珘ｕ。即珘ｕ（ｔ）应满足下列微分方程：

（Ｐ）
－珘ｕ″（ｔ）＋（１－珓λ）β珘ｕ＋珓λｋ（ｔ）珘ｕ（ｔ）＝珓λｆ（ｔ，珘ｕ（ｔ）），０≤ ｔ≤１，

珘ｕ′（０）＝珘ｕ′（１）＝０{ 。

因为珘ｕ∈Ω（ｂ），根据条件ψ（ｔ，ｂ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１可知

ｆ（ｔ，珘ｕ（ｔ））≥ψ（ｔ，ｂ）珘ｕ（ｔ）≥ ｋ（ｔ）珘ｕ（ｔ），ｆ（ｔ，珘ｕ（ｔ）） ｋ（ｔ）珘ｕ（ｔ），０≤ ｔ≤１。
对（Ｐ）中的等式两边积分可得

（１－珓λ）β∫
１

０
珘ｕ（ｔ）ｄｔ＋珓λ∫

１

０
ｋ（ｔ）珘ｕ（ｔ）ｄｔ＝珓λ∫

１

０
ｆ（ｔ，珘ｕ（ｔ））ｄｔ＞珓λ∫

１

０
ｋ（ｔ）珘ｕ（ｔ）ｄｔ。

换句话说（１－珓λ）βσｂ≥（１－珓λ）β∫
１

０
珘ｕ（ｔ）ｄｔ＞０。因为１－珓λ≤０并且βσｂ＞０，这是不可能的。根据引理１．１（１）

和１．２（２）知 ｉ（Ｔ，Ω（ｂ），Ｋ）＝０。
利用度数的可加性，

ｉ（Ｔ，Ω（ｂ）＼珚Ω（ａ），Ｋ）＝ｉ（Ｔ，Ω（ｂ），Ｋ）－ｉ（Ｔ，Ω（ａ），Ｋ）＝－１。
根据Ｋｒｏｎｅｃｈｅｒ存在定理，算子 Ｔ至少有一个不动点ｕ ∈Ω（ｂ）＼珚Ω（ａ）。
综上所述，根据引理１．１（２），问题（Ｐ）至少有一个正解 ｕ ∈ Ｋ并且ａ＜‖ｕ‖ ＜ｂ。

３ 涉及增长速度极限的结论

本节考察涉及增长速度 ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ的极限的情况。设极限函数：
Ｆ０（ｔ）＝ｌｉｍ

ｕ→＋０
ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ， Ｆ∞（ｔ）＝ ｌｉｍ

ｕ→＋∞
ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ，
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Φ０（ｔ）＝ｌｉｍ
ｒ→＋０φ

（ｔ，ｒ）， Φ∞（ｔ）＝ ｌｉｍ
ｒ→＋∞φ

（ｔ，ｒ），

Ψ０（ｔ）＝ｌｉｍ
ｒ→＋０ψ

（ｔ，ｒ）， Ψ∞（ｔ）＝ ｌｉｍ
ｒ→＋∞ψ

（ｔ，ｒ）。

结论表明当上述极限函数存在时，问题（Ｐ）仍可能存在正解。
本节需要使用下列假设。

（Ａ１）存在０＜ｃ１ ＜ｃ２ ＜＋∞使得

ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ≤ ｋ（ｔ），０＜ｕ≤ ｃ１；ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ≥ ｋ（ｔ），ｃ２≤ ｕ＜＋∞。
（Ａ２）存在０＜ｃ１ ＜ｃ２ ＜＋∞使得

ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ≥ ｋ（ｔ），０＜ｕ≤ ｃ１；ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ≤ ｋ（ｔ），ｃ２≤ ｕ＜＋∞。
定理 ３．１ 假设下列条件之一成立：

（１）（Ａ１）并且Φ０（ｔ） ｋ（ｔ），Ψ∞（ｔ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。

（２）（Ａ２）并且Φ０（ｔ） ｋ（ｔ），Ψ∞（ｔ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。

（３）（Ａ１）并且 Ｆ０（ｔ） ｋ（ｔ），Ｆ∞（ｔ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。

（４）（Ａ２）并且 Ｆ０（ｔ） ｋ（ｔ），Ｆ∞  ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。
则问题（Ｐ）至少有一个正解 ｕ ∈ Ｋ。

推论 ３．１ 假设 ｋ（ｔ）≡ ｋ＞０并且下列条件之一成立：

（１）（Ａ１）并且Φ０（ｔ） ｋ，Ψ∞（ｔ） ｋ，０≤ ｔ≤１。

（２）（Ａ２）并且Φ０（ｔ） ｋ，Ψ∞（ｔ） ｋ，０≤ ｔ≤１。

（３）（Ａ１）并且 Ｆ０（ｔ） ｋ，Ｆ∞（ｔ） ｋ，０≤ ｔ≤１。

（４）（Ａ２）并且 Ｆ０（ｔ） ｋ，Ｆ∞（ｔ） ｋ，０≤ ｔ≤１。
则问题（Ｐ）至少有一个正解 ｕ ∈ Ｋ。

定理３．１的证明 首先证明情况 （１）。根据假设 ｌｉｍ
ｒ→＋∞φ

（ｔ，ｒ） ｋ（ｔ）并且 ｌｉｍ
ｒ→＋∞ψ

（ｔ，ｒ） ｋ（ｔ），利用

（Ａ１）可知存在０＜ａ＜ｂ＜＋∞使得φ（ａ，ｔ）≤ ｋ（ｔ）并且ψ（ｂ，ｔ）≥ ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。同时还可要求φ（ｔ，

ａ） ｋ（ｔ），ψ（ｔ，ｂ） ｋ（ｔ），０≤ ｔ≤１。于是根据定理２．１即可获得所证结论．
下面证明情况（３）。直接计算可得
Ｆ０（ｔ）＝ｌｉｍｓｕｐ

ｕ→＋０
ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ＝ｌｉｍ

ｒ→＋０
ｓｕｐ
０＜ｕ≤ｒ

ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ≥ ｌｉｍｉｎｆ
ｒ→＋０

ｓｕｐ
σｒ≤ｕ≤ｒ

ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ＝

ｌｉｍｉｎｆ
ｒ→＋０

Φ（ｔ，ｒ）＝ｌｉｍ
ｒ→＋０
Φ（ｔ，ｒ）＝Φ０（ｔ）；

Ｆ∞（ｔ）＝ｌｉｍｉｎｆ
ｕ→＋∞

ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ＝ ｌｉｍ
ｒ→＋∞

ｉｎｆ
ｒ≤ｕ＜＋∞

ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ≤ｌｉｍｓｕｐ
ｒ→＋∞

ｉｎｆ
ｒ≤ｕ≤σ

－１ｒ
ｆ（ｔ，ｕ）?ｕ＝ｌｉｍｓｕｐ

ｒ→＋∞
Ψ（ｔ，σ－１ｒ）＝

ｌｉｍ
ｒ→＋∞

Ψ（ｔ，σ－１ｒ）＝ ｌｉｍ
ｒ→＋∞

Ψ（ｔ，ｒ）＝Ψ∞（ｔ）。

现在可以从假设（３）推出（１）并且因此获得所证结论。
情况 （２）的证明类似于情况 （１），情况 （４）的证明类似于情况（３）。

４ 两个例子

例子 ４．１ 设 ｋ（ｔ）≡１，ｆ（ｔ，ｕ）＝（１－ｕ
２）ｕ

１＋ｕ２
ｓｉｎπｔ＋

２ｕ３

１＋ｕ２
。考察相应的问题（Ｐ）。

因为 Ｆ０（ｔ）＝ｓｉｎπｔ≤１，Ｆ∞（ｔ）＝２－ｓｉｎπｔ≥１，０≤ ｔ≤１，根据推论３．１（３），该问题有一个正解

ｕ ∈ Ｋ。但是因为ｍａｘ
０≤ｔ≤１

Ｆ０（ｔ）＝１，ｍｉｎ
０≤ｔ≤１

Ｆ∞（ｔ）＝１，这一结论不能从现有文献中推出。例子４，１说明即使当

ｋ（ｔ）≡ ｋ时我们的改进也是真实的。

例子 ４．２ 设 ｋ（ｔ）＝１６ｔ４，ｆ（ｔ，ｕ）＝ １５ｔ
４ｕ

１＋槡ｕ
＋１７ｔ

４ｕ３

１＋ｕ２
。考察相应的问题（Ｐ）。 （下转第１８页）
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（上接第１４页）
因为 Ｆ０（ｔ）＝１５ｔ４ ＜ｋ（ｔ），Ｆ∞（ｔ）＝１７ｔ４ ＞ｋ（ｔ），０＜ｔ≤１，根据定理３．１（３），该问题有一个正解

ｕ ∈ Ｋ。由于 ｋ（ｔ）是函数，文献中没有类似的结论。
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