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摘要：对索赔到达为复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程的风险模型进行了推广，研究了带有干扰条件下保单到达为参数α
的Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，运用鞅论的方法得出了多险种风险模型下破产概率满足的Ｌｕｎｄｂｅｒｇ不等式和一般公式。
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１ 模型的引入

从古典风险模型出发，人们对该模型进行了许多推广，得到了许多经典结果［１，２］，文献［３］讨论了保险公
司按照单位时间常数速率取得保单，索赔次数为复合 ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程单风险模型下的破产概率。本
文在文献［３］的基础上，进一步考虑了保险公司风险经营的多元化，讨论了多险种风险模型，并且把保单到
达过程推广到Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，同时基于保险公司在实际经营中收益所具有不确定性，在［３］的基础上建立了干
扰风险模型，从而使得该模型更具有实际意义。

以下随机变量都定义在概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）上，令

Ｕ（ｔ）＝ｕ＋∑
ｎ

ｌ＝１
ｃｌＱｌ（ｔ）－∑

ｎ

ｌ＝１
∑
Ｎｌ（ｔ）

ｊ＝１
Ｘｌｊ＋σＷ（ｔ）， （１）

其中，ｕ＝Ｕ（０）表示保险公司的初始资本；ｃｌ表示第ｌ类风险每张保单收到的保费（ｌ＝１，２，…，ｎ）；｛Ｑｌ（ｔ）；

ｔ≥０｝表示保险公司在（０，ｔ）内收到的第 ｌ类风险保单数，服从参数为αｌ的 Ｐｏｉｓｓｏｎ过程，假定Ｅ［Ｑｌ（ｔ）］＝

αｌｔ；｛Ｎｌ（ｔ）；ｔ≥０｝表示第ｌ类风险理赔到达过程，服从参数为λｌ，ρ的复合ＰｏｉｓｓｏｎＧｅｏｍｅｔｒｉｃ过程，假定
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Ｅ［Ｎｌ（ｔ）］＝
αｌｔ
１－ρ

；Ｘｌｊ表示第ｌ类风险第ｊ次索赔额，且独立同分布。假定 Ｅ［Ｘｌｊ］＝ｐｌ，（ｌ＝１，２，…，ｎ）；

｛Ｗ（ｔ）；ｔ≥０｝为一标准维纳过程，表示保险公司不确定的收益和支付，σ为大于零的常数，表示扰动强度。
假定｛Ｑｌ（ｔ）；ｔ≥０｝，｛Ｎｌ（ｔ）；ｔ≥０｝，｛Ｘｌｊ｝，｛Ｗ（ｔ）；ｔ≥０｝相互独立。

类似单险种破产模型，可以定义相应的多险种破产时刻和破产概率［５，６］。破产时刻为：Ｔｕ ＝

ｉｎｆ｛ｔ｜Ｕ（ｔ）＜０｝；初始盈余为 ｕ的情况下，保险公司的最终破产概率为ψ（ｕ）＝Ｐｒ（Ｔｕ＜∞｜Ｕ（０）＝ｕ）。

２ 获利过程的性质

定义｛Ｓ（ｔ）；ｔ≥０｝为获利过程，即有
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∑
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则 Ｅ［Ｓ（ｔ）］＝∑
ｎ

ｌ＝１
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１－ρ

）ｔ，因此，当∑
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）≤０时，容易证明破产一定会发生。所以本文仅考
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）＞０的情况。令∑
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ｎ
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，则称θ（θ＞０）为相对安全附加。

引理 ２１ 获利过程｛Ｓ（ｔ）；ｔ≥ ０｝具有以下性质：Ｓ（０）＝０；｛Ｓ（ｔ）；ｔ≥０｝具有平稳独立增量。
定理 ２１ 对获利过程｛Ｓ（ｔ）；ｔ≥ ０｝，存在函数 ｇ（ｒ），使得

Ｅ［ｅ－ｒＳ（ｔ）］＝ｅｔｇ（ｒ）。 （３）
证明
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ｎ

ｌ＝１
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ｎ
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ＭＸｌ（ｒ）－１
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＋１２σ
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取

ｇ（ｒ）＝∑
ｎ

ｌ＝１
αｌ（ｅ－ｒｃｌ－１）＋∑

ｎ

ｌ＝１
λｌ
ＭＸｌ（ｒ）－１
１－ρＭＸｌ（ｒ）

＋１２σ
２ｒ２， （４）

则式（３）得证。
定理 ２２ 方程

∑
ｎ

ｌ＝１
αｌ（ｅ－ｒｃｌ－１）＋∑

ｎ

ｌ＝１
λｌ
ＭＸｌ（ｒ）－１
１－ρＭＸｌ（ｒ）

＋１２σ
２ｒ２＝０ （５）

存在惟一正解 ｒ＝Ｒ，称 Ｒ为调节系数，称方程（５）为调节系数方程。
证明 由式（４）知

ｇ′（０）＝∑
ｎ

ｌ＝１
（λｌαｌ１－ρ

－ｃｌαｌ）＜０，ｇ″（０）＝∑
ｎ

ｌ＝１
αｌｃ２ｌ＋∑

ｎ

ｌ＝１
λｌ
Ｅ［Ｘｌ］２（１－ρ）＋２ρｐ

２
ｌ

（１－ρ）
２ ＞０，

故曲线 ｇ（ｒ）在 ｒ＞０内是下凹的，进而只要理赔 Ｘｌｊ以正概率取足够大的值，ｇ′（ｒ）将一直为正，从而 ｇ（ｒ）在

ｒ＞０内有惟一极小值点，于是 ｇ（ｒ）＝０存在惟一正解 Ｒ。

３ 破产概率

对于获利过程｛Ｓ（ｔ）；ｔ≥０｝，定义 Ｆｓｔ＝σ｛Ｓ（ｖ）；ｖ≤ｔ｝。

引理 ３１ Ｔｕ是Ｆ
ｓ
ｔ的停时。

定理 ３１ ｛Ｍｕ（ｔ），Ｆ
ｓ
ｔ；ｔ≥０｝是鞅，其中 Ｍｕ（ｔ）＝

ｅ－ｒ（ｕ＋Ｓ（ｔ））

ｅｔｇ（ｒ）
。

证明 易知 Ｍｕ（ｔ）是 Ｆ
ｓ
ｔ可测的，并且 Ｍｕ（ｔ）是可积的，对任意的 ｒ≤ｔ有
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Ｅ［Ｍｕ（ｔ）｜Ｆ
ｓ
ｖ］＝Ｅ［

ｅ－ｒ（ｕ＋Ｓ（ｔ））

ｅｔｇ（ｒ） ｜Ｆｓｖ］＝Ｅ［
ｅ－ｒ（ｕ＋Ｓ（ｖ））

ｅｖｇ（ｒ）
ｅ－ｒ（Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｖ））

ｅ（ｔ－ｖ）ｇ（ｒ） ｜Ｆ
ｓ
ｖ］＝

Ｍｕ（ｖ）Ｅ［
ｅ－ｒ（Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｖ））

ｅ（ｔ－ｖ）ｇ（ｒ） ｜Ｆ
ｓ
ｖ］＝Ｍｕ（ｖ）。

定理 ３２ 对于任意实数 ｒ，最终破产概率满足

ψ（ｕ）≤ ｅ
－ｒｕＧ（ｒ）， （６）

其中 Ｇ（ｒ）＝Ｅ［ｓｕｐ
ｔ≥０
｛ｅｘｐ［ｔｇ（ｒ）］｝］。

证明 对任意固定常数 ｔ０，ｔ０∧Ｔｕ为有界停时，从而由鞅的停时定理可得

ｅ－ｒｕ＝Ｅ［Ｍｕ（０）］＝Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ∧ｔ０）］＝
Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ）｜Ｔｕ≤ ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ≤ｔ０）＋Ｅ［Ｍｕ（ｔ０）｜Ｔｕ＞ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ＞ｔ０）≥
Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ）｜Ｔｕ≤ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ≤ｔ０），

所以有 Ｐｒ（Ｔｕ≤ｔ０）＝
ｅ－ｒｕ

Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ）｜Ｔｕ＜ｔ０］≤
ｅ－ｒｕ

ｉｎｆ
０≤ｔ≤ｔ０

ｅｘｐ［－ｔｇ（ｒ）］＝ｅ
－ｒｕ ｓｕｐ
０≤ｔ≤ｔ０

｛ｅｘｐ［ｔｇ（ｒ）］｝，

对上式两边取期望并令 ｔ０→∞，则式（６）得证。
为了得出更为准确的不等式，通常选择最大的 ｒ作为Ｌｕｎｄｂｅｒｇ指数 Ｒ。
定义 令 Ｒ＝ｓｕｐ｛ｒ｜Ｇ（ｒ）＜∞｝，其中 Ｇ（ｒ）＝Ｅ［ｓｕｐ

ｔ≥０
｛ｅｘｐ［ｔｇ（ｒ）］｝］，则称 Ｒ为此模型的Ｌｕｎｄｂｅｒｇ指数。

在此模型中，Ｇ（ｒ）在 ｒ＝Ｒ处间断，从而得到一个很完美的Ｌｕｎｄｂｅｒｇ不等式ψ（ｕ）≤ｅ
－Ｒｕ。

下面就Ｌｕｎｄｂｅｒｇ不等式作出如下推广：
定理 ３３ ０＜ε＜Ｒ，有

ψ（ｕ）≤Ｇ（Ｒ－ε）ε
－（Ｒ－ε）ｕ， （７）

其中 Ｇ（Ｒ－ε）＜∞。
证明 由式（６）有ψ（ｕ）≤ｅ

－ｒｕＧ（ｒ），其中 ｒ≤Ｒ。由定义知 Ｇ（ｒ）＝Ｅ［ｓｕｐ
ｔ≥ ０
｛ｅｘｐ［ｔｇ（ｒ）］｝］＜∞，从而对于

每个满足０＜ε＜Ｒ的ε，０＜Ｒ－ε＜Ｒ，将式（６）中的 ｒ换成Ｒ－ε，显然式（７）仍成立。
定理 ３４ 在初始资本为 ｕ的条件下，最终破产概率为

ψ（ｕ）＝
ｅ－Ｒｕ

Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔｕ）｜Ｔｕ＜∞］
。 （８）

证明 Ｔｕ为破产时刻，对于固定的时刻 ｔ０，Ｔｕ∧ｔ０是有界停时。由有界停时定理知：

ｅ－ｒｕ＝Ｍｕ（０）＝Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ∧ｔ０）］＝
Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ∧ｔ０）｜Ｔｕ≤ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ≤ｔ０）＋Ｅ［Ｍｕ（Ｔｕ∧ｔ０）｜Ｔｕ＞ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ＞ｔ０），

在上式中，取 ｒ＝Ｒ，得
ｅ－Ｒｕ＝Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔｕ）｜Ｔｕ≤ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ≤ｔ０）＋Ｅ［ｅ－ＲＵ

（Ｔｕ）｜Ｔｕ＞ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ＞ｔ０）， （９）
若 Ｉ（Ａ）表示集合 Ａ的示性函数，有

０≤Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔｕ）｜Ｔｕ＞ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ＞ｔ０）＝Ｅ［ｅ－ＲＵ
（Ｔｕ）Ｉ（ｔ＞ｔ０）］≤Ｅ［ｅ－ＲＵ

（ｔ０）Ｉ（Ｕ（ｔ０）≥０）］，
由于０≤ｅ－ＲＵ（ｔ０）Ｉ（Ｕ（ｔ０）≥０）≤１，根据大数定理可证当 ｔ０→∞时，Ｕ（ｔ０）→∞（几乎处处），由控制收敛定理，
有 ｌｉｍ
ｔ０→∞
Ｅ［ｅ－ＲＵ（Ｔｕ）｜Ｔｕ＞ｔ０］Ｐｒ（Ｔｕ＞ｔ０）＝０（几乎处处），从而当 ｔ０→∞时，式（９）即可化为式（８）。
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