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广义（Ｒ，Ｓ）对称矩阵反问题的最小二乘解
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摘要：讨论了广义（Ｒ，Ｓ）对称矩阵反问题的最小二乘解，得到了解存在的充要条件及通式，并研究了最佳逼近问
题，给出了解的具体表达式。
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矩阵反问题在科学和工程技术中有着广泛的应用，关于这方面的研究已取得许多进展［１５］，文献［３］系统
研究了（Ｒ，Ｓ）对称矩阵反问题，本文研究一类更广泛的特型矩阵－广义（Ｒ，Ｓ）对称矩阵反问题。

本文用 Ｒｎ×ｍ表示ｎ×ｍ阶实矩阵的全体，用Ｒｎ（ｋ）表示所有非平凡 ｎ阶ｋ次单位矩阵，用ζ表示ｎ×ｍ
阶广义（Ｒ，Ｓ）对称矩阵的全体，Ａ表示矩阵 Ａ的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ广义逆。在 Ｒｎ×ｍ上定义矩阵Ａ与Ｂ的内

积〈Ａ，Ｂ〉＝ｔｒ（ＢＡ），则由此内积导出的范数‖Ａ‖＝ 〈Ａ，Ａ槡 〉是矩阵的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，并且 Ｒｎ×ｍ构成一
个完备的内积空间。

定义 １ 设 Ｒ，Ｓ分别为ｎ，ｍ阶非平凡ｋ次单位矩阵，若 Ａ∈Ｒｎ×ｍ满足ＲＡＳ＝Ａ，则称矩阵 Ａ为广义
（Ｒ，Ｓ）对称矩阵。若 Ｒ，Ｓ分别为ｎ，ｍ阶２次单位矩阵，则广义（Ｒ，Ｓ）对称矩阵就是（Ｒ，Ｓ）对称矩阵。

显然矩阵集合ζ与矩阵Ｒ，Ｓ有关，全文假定矩阵 Ｒ，Ｓ是给定的。
本文讨论如下问题：

问题 Ⅰ 给定 Ｘ∈Ｒｍ×ｑ，Ｖ∈Ｒｎ×ｑ，求珚Ａ∈ζ使得σ（Ｘ，Ｖ）＝ｍｉｎＡ∈ζ‖
ＡＸ－Ｖ‖。

问题 Ⅱ 给定 Ｂ∈Ｒｎ×ｍ，求珟Ａ∈ζ，使得‖珟Ａ－Ｂ‖＝ｉｎｆＡ∈ζ‖
Ａ－Ｂ‖。

同时给出了 ＡＸ＝Ｖ有广义（Ｒ，Ｓ）对称矩阵解的充要条件和解（若存在）的表达式。
若 Ｒ，Ｓ分别为ｎ，ｍ阶２次单位矩阵，则问题Ⅰ和Ⅱ就是（Ｒ，Ｓ）对称矩阵反问题，文献［３］中的很多结

果即为本文相应结论的特例。
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１ 预备知识

为了方便，首先简述一下 ｋ次非平凡单位矩阵的性质：如果 Ｒ∈Ｒｎ（ｋ），那么存在矩阵 Ｐｉ∈Ｃｎ×ｒｉ使得

ＰＨｉＰｉ＝Ｉｒｉ，ＲＰｉ＝ｗｉＰｉ，这里 ｗｉ为ｋ次单位根，即

ｗｉ＝ｃｏｓ２ｉπ／ｋ＋ｊｓｉｎ２ｉπ／ｋ，ｉ＝１，…，ｋ。

令 ｗ１，…，ｗｋ为ｋ次单位根，Ｒ∈Ｒｎ（ｋ），设 ｗｉ１，…，ｗｉｓ为Ｒ的两两不同的特征根，这里１≤ｉ１≤…≤ｉｓ≤ｋ，

令 ｒｉｊ＝ｄｉｍ［珔ｈ（ｗｉｊ）］，这里珔ｈ（ｗｉｊ）表示对应于特征值 ｗｉｊ的特征子空间，ｊ＝１，…，ｓ。

因为 Ｒ可以对角化且Ｒ≠±Ｉｎ，所以 ｒｉｊ≥１且 ｒｉ１＋…＋ｒｉｓ＝ｎ。令｛Ｐ
ｊ
１，…，Ｐ

ｊ
ｒｉｊ
｝为珔ｈ（ｗｉｊ），１≤ｊ≤ｓ的

一组标准正交基。并令

Ｐｊ＝（ｐｊ１…ｐ
ｊ
ｒｉｊ
）（ｎ×ｒｉｊ阶矩阵）， （１１）

则有 ＲＰｊ＝ｗｉｊＰｊ且Ｐ
Ｈ
ｊＰｊ＝Ｉｒｉｊ

，ｊ＝１，…，ｓ。

若令

Ｐ^ｊ＝
ＰＨｊ（Ｉ－ｗｉ１Ｒ

ｋ－１）…（Ｉ－ｗｉｊ－１Ｒ
ｋ－１）（Ｉ－ｗｉｊ＋１Ｒ

ｋ－１）…（Ｉ－ｗｉｓＲ
ｋ－１）

（１－ｗｉ１ｗ
ｋ－１
ｉｊ
）…（１－ｗｉｊ－１ｗ

ｋ－１
ｉｊ
）（１－ｗｉｊ＋１ｗ

ｋ－１
ｉｊ
）…（１－ｗｉｓｗ

ｋ－１
ｉｊ
）
， （１２）

则

Ｐ^ｊ１Ｐｊ２＝
Ｉｒｊ１
， 当 ｊ１＝ｊ２时，

０， 当 ｊ１≠ｊ２
{

时，
这里１≤ｊ１，ｊ２≤ｓ。 （１３）

因为 Ｒ∈Ｒｎ（ｋ），故有
Ｐ^ｊＲ＝ｗｉｊＰ^ｊ，（ｊ＝１，…，ｓ），

Ｒ＝（Ｐ１…Ｐｓ）

ｗｉ１Ｉｒｉ１


ｗｉｓＩｒｉ











ｓ

Ｐ^１


Ｐ^









ｓ

。 （１４）

特别地，若 Ｒ为正规矩阵，有

Ｒ＝（Ｐ１…Ｐｓ）

ｗｉ１Ｉｒｉ１


ｗｉｓＩｒｉ











ｓ

ＰＨ１


ＰＨ









ｓ

。

设矩阵 Ｒ，Ｓ分别为ｎ阶和ｍ阶ｋ次非平凡单位矩阵，由（１４）式可知

Ｒ＝（Ｐ１…Ｐｓ）

ｗｉ１Ｉｒｉ１


ｗｉｓＩｒｉ











ｓ

Ｐ^１


Ｐ^









ｓ

， （１５）

Ｓ＝（Ｑ１…Ｑｔ）

ｗｊ１Ｉｒｊ１


ｗｊｔＩｒｊ











ｔ

Ｑ^１


Ｑ^









ｔ

， （１６）

其中 ｗｉａｗｊｂ分别是Ｒ和Ｓ的特征值；ｒｉａ＝ｄｉｍ（珔ｈ（ｗｉａ）），ｒｊｂ＝ｄｉｍ（珔ｈ（ｗｊｂ））；Ｉｒｉａ
，Ｉｒｊｂ
分别为ｒｉａ，ｒｊｂ阶单位矩阵；

Ｐａ，Ｑｂ如（１１）定义；^Ｐａ，^Ｑｂ定义如（１２）式。这里 ａ＝１，…，ｓ，ｂ＝１，…，ｔ。

任意矩阵 Ａ∈Ｃｎ×ｍ，都可以表示成下面的分块形式
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Ａ＝（Ｐ１…Ｐｓ）
Ａ１１ … Ａ１ｔ
  

Ａｓ１ … Ａ









ｓｔ

Ｑ^１


Ｑ^









ｔ

， （１７）

ＲＡＳ＝（Ｐ１…Ｐｓ）

ｗｉ１Ａ１１ｗｊ１ … ｗｉ１Ａ１ｔｗｊｔ
  

ｗｉｓＡｓ１ｗｊ１ … ｗｉｓＡｓｔｗｊ











ｔ

Ｑ^１


Ｑ^









ｔ

。

当 ｓ＝ｔ＝ｋ时矩阵Ａ可表示为

Ａ＝（Ｐ１…Ｐｋ）
Ａ１１ … Ａ１ｋ
  

Ａｋ１ … Ａ









ｋｋ

Ｑ^１


Ｑ^









ｋ

， （１８）

ＲＡＳ＝（Ｐ１…Ｐｋ）
ｗ１Ａ１１ｗ１ … ｗ１Ａ１ｋｗｋ
  

ｗｋＡｋ１ｗ１ … ｗｋＡｋｋｗ









ｋ

Ｑ^１


Ｑ^









ｋ

。 （１９）

引理 １１ 若 Ｒ∈Ｒｎ（ｋ），Ｓ∈Ｒｍ（ｋ）都有 ｋ个两两不同的特征值，即 ｓ＝ｔ＝ｋ，则 Ａ∈ζ当且仅当

Ａ＝（Ｐ１…Ｐｋ）

０ … Ａ１，ｋ－１ ０
  

Ａｋ－１，１ … ０ ０
０ … ０ Ａ











ｋｋ

Ｑ^１


Ｑ^









ｋ

， （１１０）

如果 Ｒ，Ｓ均为正规矩阵，则 Ａ＝（Ｐ１…Ｐｋ）

０ … Ａ１，ｋ－１ ０
  

Ａｋ－１，１ … ０ ０
０ … ０ Ａ











ｋｋ

ＱＨ１


ＱＨ









ｋ

，这里 Ａａ，ｋ－ａ＝ＰＨａＡＰｋ－ａ，（ａ＝

１，…，ｋ－１），且 Ａｋｋ＝ＰＨｋＡＰｋ。
下文讨论的 Ｒ，Ｓ皆为具有ｋ个两两不同的特征值的非平凡ｋ次单位矩阵，并且均为正规矩阵。

２ 问题Ⅰ的解

引理 ２１ 给定 Ｘ∈Ｒｍ×ｑ，Ｖ∈Ｒｎ×ｑ，则‖ＡＸ－Ｖ‖＝ｍｉｎ在 Ｒｎ×ｑ上有解，其通解为
Ａ＝ＶＸ ＋Ｅ（Ｉ－ＸＸ），其中 Ｅ∈Ｒｎ×ｍ， （２１）

并且ｍｉｎ‖ＡＸ－Ｖ‖＝‖Ｖ（Ｉ－ＸＸ）‖。
引理 ２２ 给定 Ｘ∈Ｒｍ×ｑ，Ｖ∈Ｒｎ×ｑ，那么 ＡＸ＝Ｖ在Ｒｎ×ｑ上有解的充要条件是ＶＸＸ＝Ｖ，其解如同

（２１）式。
定理 ２１ 设 Ａ∈ζ，Ｘ＝Ｑ１Ｘ１＋…＋ＱｋＸｋ，其中 Ｘａ＝Ｑ

Ｈ
ａＸ；Ｖ＝Ｐ１Ｖ１＋…＋ＰｋＶｋ，其中 Ｖｂ＝ＰＨｂＶ，则

（１）存在 Ａ∈ζ，使得 ＡＸ＝Ｖ有解的充要条件为
Ｖａ（Ｉ－Ｘｋ－ａＸｋ－ａ）＝０，Ｖｋ（Ｉ－ＸｋＸｋ）＝０。 （２２）

并且当（２２）式成立时其通解可表示为

Ａ＝（Ｐ１…Ｐｋ）

０ … Ｖ１Ｘｋ－１＋Ｅ１Γｋ－１ ０
  

Ｖｋ－１Ｘ１ ＋Ｅｋ－１Γ１ … ０ ０

０ … ０ ＶｋＸｋ＋ＥｋΓ













ｋ

ＱＨ１


ＱＨ









ｋ

， （２３）

其中 Ｅｋ为任意矩阵，Γｋ＝Ｉ－ＸｋＸｋ。
（２）问题Ⅰ可解当且仅当珚Ａ形如（２３）式，若条件满足，则最小值为

σ（Ｘ，Ｖ） (＝ ‖∑ｋ－１
ａ＝１
Ｖａ（Ｉ－Ｘｋ－ａＸｋ－ａ）‖２＋‖Ｖｋ（Ｉ－ＸｋＸｋ）‖ )２

１
２
。
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证明 （１）‖ＡＸ－Ｖ‖２＝‖（Ｐ１…Ｐｋ）ＨＡ（Ｑ１…Ｑｋ）（Ｑ１…Ｑｋ）ＨＸ－（Ｐ１…Ｐｋ）ＨＶ‖２＝

∑
ｋ－１

ａ＝１
‖Ａａ，ｋ－ａＸｋ－ａ－Ｖａ‖２＋‖ＡｋｋＸｋ－Ｖｋ‖２， （２４）

所以 ＡＸ＝Ｖ当且仅当Ａａ，ｋ－ａＸｋ－ａ＝Ｖａ，（ａ＝１，…，ｋ－１）；ＡｋｋＸｋ＝Ｖｋ，由引理２２得 ＶａＸｋ－ａＸｋ－ａ＝Ｖａ，（ａ＝
１，…，ｋ－１）；ＶｋＸｋＸｋ＝Ｖｋ，这时 Ａａ，ｋ－ａ＝ＶａＸｋ－ａ＋ＥａΓｋ－ａ，（ａ＝１，…，ｋ－１）；Ａｋｋ＝ＶｋＸｋ＋ＥｋΓｋ。

（２）由（２４）式得

‖ＡＸ－Ｖ‖２＝‖Ａ１，ｋ－１Ｘｋ－１－Ｖ１‖２＋…＋‖Ａｋ－１，１Ｘ１－Ｖｋ－１‖２＋‖ＡｋｋＸｋ－Ｖｋ‖２，

所以‖ＡＸ－Ｖ‖＝ｍｉｎ等价于‖Ａａ，ｋ－ａＸｋ－ａ－Ｖａ‖＝ｍｉｎ，（ａ＝１，…ｋ－１）；‖ＡｋｋＸｋ－Ｖｋ‖＝ｍｉｎ，
由引理２１知上式的通解如同（２３）式，且

ｍｉｎ‖Ａａ，ｋ－ａＸｋ－ａ－Ｖａ‖＝Ｖａ（Ｉ－Ｘｋ－ａＸｋ－ａ），（ａ＝１，…，ｋ－１）；

ｍｉｎ‖ＡｋｋＸｋ－Ｖｋ‖＝Ｖｋ（Ｉ－ＸｋＸｋ）。
证毕。

３ 问题Ⅱ解的表达式

引理 ３１ 若 Ｌ∈Ｒｐ×ｑ，Γ∈Ｒｑ×ｑ，其中Γ２＝Γ＝ΓＨ，则ｍｉｎ‖Ｌ－ＭΓ‖＝‖Ｌ（Ｉ－Γ）‖。
证明 Ｌ－ＭΓ＝Ｌ（Ｉ－Γ）＋（Ｌ－Ｍ）Γ，

因为 Ｌ（Ｉ－Γ）（（Ｌ－Ｍ）Γ）Ｈ＝０，所以‖Ｌ－ＭΓ‖２＝‖ Ｌ（Ｉ－Γ）‖２＋‖（Ｌ－Ｍ）Γ‖( ２，合理选取 Ｍ使
得‖（Ｌ－Ｍ）Γ‖２＝０，则ｍｉｎ‖Ｌ－ＭΓ‖＝Ｌ（Ｉ－Γ），证毕。

定理 ３１ 令 Ｂ＝（Ｐ１…Ｐｋ）
Ｂ１１ … Ｂ１ｋ
  

Ｂｋ１ … Ｂ









ｋｋ

ＱＨ１


ＱＨ









ｋ

，则

ｍｉｎ‖Ｂ－Ａ‖２＝∑
ｋ－１

ａ＝１
‖（Ｂａ，ｋ－ａＸｋ－ａ－Ｖａ）Ｘｋ－ａ‖２＋‖（ＢｋｋＸｋ－Ｖｋ）Ｘｋ‖２＋‖Ｂ１１‖２＋…＋

‖Ｂ１，ｋ－２‖２＋‖Ｂ１ｋ‖２＋…＋‖Ｂｋ１‖２＋…＋‖Ｂｋ，ｋ－１‖２，

并且达到最小值时当且仅当

珟Ａ＝（Ｐ１…Ｐｋ）

０ … Ｖ１Ｘｋ－１＋Ｂ１，ｋ－１Γｋ－１ ０
  

Ｖｋ－１Ｘ１ ＋Ｂｋ－１，１Γ１ … ０ ０

０ … ０ ＶｋＸｋ＋ＢｋｋΓ













ｋ

ＱＨ１


ＱＨ









ｋ

，

其中Γｋ＝Ｉ－ＸｋＸｋ。
证明 由已知得

Ａ＝（Ｐ１…Ｐｋ）

０ … Ａ１，ｋ－１ ０
  

Ａｋ－１，１ … ０ ０
０ … ０ Ａ











ｋｋ

ＱＨ１


ＱＨ









ｋ

，

有 ‖Ｂ－Ａ‖＝（Ｐ１…Ｐｋ）

Ｂ１１ … Ｂ１，ｋ－１－Ａ１，ｋ－１ Ｂ１ｋ
  

Ｂｋ－１，１－Ａｋ－１，１ … Ｂｋ－１，ｋ－１ Ｂｋ－１，ｋ
Ｂｋ１ … Ｂｋ，ｋ－１ Ｂｋｋ－Ａ











ｋｋ

ＱＨ１


ＱＨ









ｋ

，

所以 ‖Ｂ－Ａ‖２＝∑
ｋ－１

ａ＝１
‖Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ－ＥａΓｋ－ａ‖２＋‖Ｂｋｋ－ＶｋＸｋ－ＥｋΓｋ‖２＋

‖Ｂ１１‖２＋…＋‖Ｂ１，ｋ－２‖２＋‖Ｂ１ｋ‖２＋‖Ｂｋ１‖２＋…＋‖Ｂｋ，ｋ－１‖２，

因为‖Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ－ＥａΓｋ－ａ‖２＝‖（Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ）（Ｉ－Γｋ－ａ）＋（Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ－Ｅａ）Γｋ－ａ‖２＝

‖（Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ）ＸａＸｋ－ａ＋（Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ－Ｅａ）Γｋ－ａ‖２， （下转第５７页）
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上式达到最小值，只需 Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ＝Ｅａ，（ａ＝１，…，ｋ－１），类似可得 Ｂｋｋ－ＶｋＸｋ＝Ｅｋ。
也就得到

ＥａΓｋ－ａ＝（Ｂａ，ｋ－ａ－ＶａＸｋ－ａ）Γｋ－ａ＝Ｂａ，ｋ－ａΓｋ－ａ，ＥｋΓｋ＝（Ｂｋｋ－ＶｋＸｋ）ΓＸｋ＝ＢｋｋΓｋ，

证毕。
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