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摘要：使用发生函数方法和计算技巧，利用第一类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数和第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数分别给出广义 ｍ阶Ｂｅｌｌ数和广义 ｍ
阶有序Ｂｅｌｌ数的计算公式，同时也给出它们的递推公式．
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Ｂｅｌｌ数、有序Ｂｅｌｌ数在组合数学、函数论、理论物理及近似计算等方面均有广泛的应用，由于其计算较复
杂，近年来，对它们的研究一直受到学者的关注［１～７］．文［４］给出了与 Ｂｅｌｌ数及有序 Ｂｅｌｌ数有关的几个恒等
式，文［５］给出了有序 Ｂｅｌｌ数的渐近计数公式，文［６］给出了 Ｂｅｌｌ数的 Ｈａｎｋｅｌ矩阵的一般表示，但高阶 Ｂｅｌｌ
数、高阶有序Ｂｅｌｌ数的计算却是一个更复杂的问题．本文给出广义 ｍ阶 Ｂｅｌｌ数、广义 ｍ阶有序 Ｂｅｌｌ数的概
念（包括高阶概念），研究它们分别与Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数之间的关系，得到广义 ｍ阶Ｂｅｌｌ数、有序Ｂｅｌｌ数的一般计算公
式，推广了文［４］中有关Ｂｅｌｌ数及有序Ｂｅｌｌ数的相关结果，同时得到它们的递推公式．所得公式结构简明，使
用方便．

文章用Ｒ表示实数集合，用Ｎ表示正整数集合．

１ 定义和引理

定义 １ 有序Ｂｅｌｌ数珓ｂ（ｎ）是［ｎ］全部有序划分数，即珓ｂ（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｋ！Ｓ（ｎ，ｋ），其中 Ｓ（ｎ，ｋ）是第二类升

阶Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数［７］．
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当 ｎ分别为０，１，２，３，４，５，１０时，珓ｂ（ｎ）的值分别为１，１，３，１３，７５，５１４，１０２２４７６０８．
引理 １［７］ 设 ｂ（ｎ）为Ｂｅｌｌ数，则其指数发生函数为

∑
∞

ｎ＝０

ｂ（ｎ）
ｎ！ｘ

ｎ＝ｅｅ
ｘ－１．

引理 ２［７］ 设珓ｂ（ｎ）是有序Ｂｅｌｌ数，则其指数发生函数为

∑
∞

ｎ＝０

珓ｂ（ｎ）
ｎ！ｘ

ｎ＝ １
２－ｅｘ．

定义 ２ 设 ｍ∈Ｒ（实数），广义 ｍ阶Ｂｅｌｌ数 ｂ（ｍ）（ｎ）和广义 ｍ阶有序Ｂｅｌｌ数珓ｂ（ｍ）（ｎ）分别由下列展式给
出：

ｅｅ
ｘ

( )－１ ｍ＝∑
∞

ｎ＝０

ｂ（ｍ）（ｎ）
ｎ！ ｘｎ， （１）

１
２－ｅ( )ｘ ｍ

＝∑
∞

ｎ＝０

珓ｂ（ｍ）（ｎ）
ｎ！ ｘｎ． （２）

其中，ｂ（０）（０）＝珓ｂ（０）（０）＝１，珓ｂ（０）（ｎ）＝ｂ（０）（ｎ）＝０（ｎ１）；ｂ（１）（ｎ）＝ｂ（ｎ）为 Ｂｅｌｌ数，珓ｂ（１）（ｎ）＝珓ｂ（ｎ）为有序
Ｂｅｌｌ数．

注 本定义的广义数对应的无穷矩阵和是一类特殊的 ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒＲｉｏｒｄａｎａｒｒａｙ［９］，自然也是一类特殊的
ＨｓｕＲｉｏｒｄａｎａｒｒａｙ［１０］．当 ｍ为正整数时，定义２即为高阶Ｂｅｌｌ数和高阶有序Ｂｅｌｌ数定义．

定义 ３ 第一类无符号Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数
ｎ[ ]ｋ是指，对任意未定元 ｘ有

∑
ｎ

ｋ＝１

ｎ[ ]ｋｘｋ＝ｘ（ｘ＋１）（ｘ＋２）…（ｘ＋ｎ－１），（ｎ＝１，２，…）．
引理 ３［８］ 第一类无符号Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数的指数发生函数为

∑
ｎ

ｎ＝０

ｎ[ ]ｋｘ
ｎ

ｎ！＝
１
ｋ！ｌｏｇ

１
１－( )ｘ

ｋ

，（ｋ０）．

引理 ４［４］ 设｛ａｎ｝∞０，｛ｂｎ｝∞０，｛ｃｎ｝∞０ 是三数列，其指数发生函数分别为 Ａ（ｘ），Ｂ（ｘ），Ｃ（ｘ），ｓ（ｎ，ｋ）是第
一类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数［８］，且

ｂｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ａｋ，（ｎ０），ｃｎ＝∑

ｎ

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋａｋ，（ｎ０），
则

Ｂ（ｘ）＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｘ））， （３）

Ｃ（ｘ）＝Ａｌｏｇ １
１－( )ｘ． （４）

引理 ５［８］ （Ｓｔｉｒｌｉｎｇ反演公式）

ａｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ｂｋｂｎ＝∑

ｎ

ｋ＝０
Ｓ（ｎ，ｋ）ａｋ．

２ 广义 ｍ阶Ｂｅｌｌ数的计算公式

定理 １ 设 ｍ∈Ｒ，ｎ∈Ｎ，则

（ⅰ）ｂ（ｍ）（ｎ）＝ｍｎ－∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ｂ（ｍ）（ｋ），ｂ（ｍ）（０）＝１；

（ⅱ）ｂ（ｍ）（ｎ）＝ｎ！∑
ｎ－１

ｋ＝０

ｎ－１( )ｋ
ｍｋ＋１
（ｋ＋１）！－∑

ｎ－１

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋｂ（ｍ）（ｋ），ｂ（ｍ）（０）＝１；
（ⅲ）ｂ（ｍ）（ｎ）＝∑

ｎ

ｋ＝０
ｍｋＳ（ｎ，ｋ）（ｎ＝０，１，２，…）．

证 （ⅰ）令 ｂｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ｂ（ｍ）（ｋ），ｍ∈Ｒ，ｎ为非负整数，由（１）式知｛ｂ（ｍ）（ｎ）｝∞ｎ＝０的指数发生函数为

Ａ（ｘ）＝ ｅｅ
ｘ

( )－１ ｍ，所以，结合（３）式得｛ｂｎ｝∞０ 的指数发生函数为
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Ｂ（ｘ）＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｘ））＝（ｅｘ）ｍ＝∑
∞

ｎ＝０

ｍｎ
ｎ！ｘ

ｎ，

所以，对 ｎ０有

∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）ｂ（ｍ）（ｋ）＝ｍｎ， （５）

故（ⅰ）成立．

（ⅱ）令 ｃｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋｂ（ｍ）（ｋ），同理结合（４）式，得｛ｃｎ｝∞０ 的指数发生函数
Ｃ（ｘ）＝Ａｌｏｇ １

１－( )ｘ ＝ ｅｘ１－( )ｘ ｍ＝ｅｍｘ∑
∞

ｒ＝０
ｘｒ＝∑

∞

ｋ＝０

（ｍｘ）ｋ
ｋ！ ∑

∞

ｒ＝０
ｘ( )ｒ ｋ＝１＋∑

∞

ｋ＝１

（ｍｘ）ｋ
ｋ！·

１
（１－ｘ）ｋ＝

１＋∑
∞

ｋ＝０

ｍｋ＋１
（ｋ＋１）！∑

∞

ｎ＝０

ｎ＋ｋ( )ｋ
ｘｎ＋ｋ( )＋１ ＝１＋∑

∞

ｋ＝０
∑
∞

ｊ＝ｋ

ｊ( )ｋ ｍｋ＋１
（ｋ＋１）！ｘ

ｊ( )＋１ ＝

１＋∑
∞

ｊ＝０
∑
ｊ

ｋ＝０

ｊ( )ｋ ｍｋ＋１
（ｋ＋１( )）！ｘｊ＋１＝１＋∑∞ｎ＝１ ∑ｎ－１ｋ＝０ ｎ－１( )ｋ

ｍｋ＋１
（ｋ＋１( )）！ｘｎ，

即当 ｎ＝０时，ｃｎ＝１，此时 ｂ
（ｍ）（０）＝１；当 ｎ１时，

ｃｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋｂ（ｍ）（ｋ）＝ｎ！∑
ｎ－１

ｋ＝０

ｎ－１( )ｋ
ｍｋ＋１
（ｋ＋１）！．

故（ⅱ）成立．
（ⅲ）由引理５，对（５）式取Ｓｔｉｒｌｉｎｇ反演即得．定理证毕．

３ 广义 ｍ阶有序Ｂｅｌｌ数的计算公式

定理 ２ 设 ｍ∈Ｒ，ｎ∈Ｎ，则

（ⅰ）珓ｂ（ｍ）（ｎ）＝
ｍ＋ｎ－１( )ｎ

ｎ！－∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）珓ｂ（ｍ）（ｋ），珓ｂ（ｍ）（０）＝１；

（ⅱ）珓ｂ（ｍ）（ｎ）＝ｎ！∑
ｎ

ｋ＝０
（－１）ｎ－ｋ２ｋ

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｍ
ｎ－( )ｋ －∑

ｎ－１

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋ珓ｂ（ｍ）（ｋ），珓ｂ（ｍ）（０）＝１；
（ⅲ）珓ｂ（ｍ）（ｎ）＝∑

ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！Ｓ（ｎ，ｋ），（ｎ＝０，１，２，…）．

证 （ⅰ）令 ｂｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）珓ｂ（ｍ）（ｋ），ｍ∈Ｒ，ｎ为非负整数，而由（２）式知 珓ｂ（ｍ）（ｎ{ }）∞

ｎ＝０的指数发生函数

为 Ａ（ｘ）＝ １
２－ｅ( )ｘ ｍ

，故结合（３）式得 ｂ{ }ｎ ∞
０ 的指数发生函数为

Ｂ（ｘ）＝Ａ（ｌｏｇ（１＋ｘ））＝ １
（１－ｘ）ｍ＝∑

∞

ｎ＝０

ｍ＋ｎ－１( )ｎ
ｘｎ，

所以，对 ｎ０有

∑
ｎ

ｋ＝０
ｓ（ｎ，ｋ）珓ｂ（ｍ）（ｋ）＝ｎ！

ｍ＋ｎ－１( )ｎ
， （６）

故（ⅰ）成立．

（ⅱ）令 ｃｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋ珓ｂ（ｍ）（ｋ），同理结合（４）式得 ｃ{ }ｎ ∞
０ 的指数发生函数为

Ｃ（ｘ）＝Ａｌｏｇ １
１－( )ｘ ＝ １－ｘ

１－２( )ｘ
ｍ

＝ ∑
∞

ｋ＝０

ｍ( )ｋ（－１）ｋｘ( )ｋ ∑
∞

ｎ＝０

ｍ＋ｎ－１( )ｎ
２ｎｘ( )ｎ ＝

∑
∞

ｎ＝０
∑
ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
２ｋ

ｍ
ｎ－( )ｋ（－１）ｎ－( )ｋ ｘｎ，

即当 ｎ０时，有
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ｃｎ＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ[ ]ｋ珓ｂ（ｍ）（ｋ）＝ｎ！∑
ｎ

ｋ＝０
（－１）ｎ－ｋ２ｋ

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｍ
ｎ－( )ｋ．

故（ⅱ）成立．
（ⅲ）由引理５，对（６）式取Ｓｔｉｒｌｉｎｇ反演即得．定理证毕．
注 在定理１、定理２中取 ｍ＝１，可得到文［４］中有关Ｂｅｌｌ数及有序Ｂｅｌｌ数的相关结果．

４ 两广义Ｂｅｌｌ数的递推公式

定理 ３ 设 ｍ∈Ｒ，ｎ为非负整数，则

（ⅰ）ｂ（ｍ＋１）（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ( )ｋｂ（ｍ）（ｋ）ｂ（ｎ－ｋ）；
（ⅱ）ｂ（ｍ）（ｎ＋１）＝ｍ∑

ｎ

ｋ＝０

ｎ( )ｋｂ（ｍ）（ｋ）．
证 （ⅰ）由定义２的（１）式即得．
（ⅱ）由定理１的（ⅲ），并结合第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数性质［８］，有

ｂ（ｍ）（ｎ＋１）＝∑
ｎ＋１

ｋ＝０
ｍｋＳ（ｎ＋１，ｋ）＝∑

ｎ＋１

ｋ＝０
ｍｋＳ（ｎ，ｋ－１）＋∑

ｎ

ｋ＝０
ｋｍｋＳ（ｎ，ｋ）， （７）

而

∑
ｎ＋１

ｋ＝０
ｍｋＳ（ｎ，ｋ－１）＝ｍ∑

ｎ＋１

ｋ＝１
ｍｋ－１Ｓ（ｎ，ｋ－１）＝ｍ∑

ｎ

ｋ＝０
ｍｋＳ（ｎ，ｋ）＝ｍｂ（ｍ）（ｎ）， （８）

再由（１）式及定理２，有

∑
∞

ｎ＝０
∑
ｎ

ｋ＝０
ｍｋＳ（ｎ，ｋ）ｘ

ｎ

ｎ！＝ ｅ
ｅｘ( )－１ ｍ．

上式两边对 ｍ求导并同乘以ｍ，有

∑
∞

ｎ＝０
∑
ｎ

ｋ＝０
ｋｍｋＳ（ｎ，ｋ）ｘ

ｎ

ｎ！＝ｍ ｅ
ｅｘ( )－１ ｍ（ｅｘ－１）＝ｍ∑

∞

ｎ＝０

ｂ（ｍ）（ｎ）
ｎ！ ｘｎ ∑

∞

ｎ＝０

ｘｎ
ｎ！( )－１ ＝

ｍ ∑
∞

ｎ＝０
∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ( )ｋｂ（ｍ）（ｋ）ｘ
ｎ

ｎ！－∑
∞

ｎ＝０
ｂ（ｍ）（ｎ）ｘ

ｎ

ｎ( )！，
即

∑
ｎ

ｋ＝０
ｋｍｋＳ（ｎ，ｋ）＝ｍ ∑

ｎ

ｋ＝０

ｎ( )ｋｂ（ｍ）（ｋ）－ｂ（ｍ）（ｎ( )）， （９）

将（８），（９）式代入（７）即得．定理证毕．
由定理３容易得到：

ｂ（ｍ）（０）＝１，ｂ（ｍ）（１）＝ｍ，ｂ（ｍ）（２）＝ｍ（ｍ＋１），ｂ（ｍ）（３）＝ｍ（ｍ２＋３ｍ＋１）．
定理 ４ 设 ｍ∈Ｒ，ｎ为非负整数，则

（ⅰ）珓ｂ（ｍ＋１）（ｎ）＝∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ( )ｋ珓ｂ（ｍ）（ｋ）珓ｂ（ｎ－ｋ）；
（ⅱ）珓ｂｍ＋１（ｎ）＝

１
２ｍ
珓ｂｍ（ｎ＋１）＋ｍ珓ｂ（ｍ）（ｎ( )）；

（ⅲ）珓ｂ（ｍ）（ｎ＋１）＝２ｍ∑
ｎ

ｋ＝０

ｎ( )ｋ珓ｂ（ｍ）（ｋ）珓ｂ（ｎ－ｋ）－ｍ珓ｂ（ｍ）（ｎ）．
证 （ⅰ）由（２）式即得．
（ⅱ）由定理２的（ⅲ），并结合第二类Ｓｔｉｒｌｉｎｇ数性质，有

珓ｂ（ｍ）（ｎ＋１）＝∑
ｎ＋１

ｋ＝１

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！Ｓ（ｎ，ｋ－１）＋∑

ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！ｋＳ（ｎ，ｋ）＝

∑
ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ
ｋ( )＋１

（ｋ＋１）！Ｓ（ｎ，ｋ）＋∑
ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！ｋＳ（ｎ，ｋ）＝
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ｍ∑
ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！Ｓ（ｎ，ｋ）＋２∑

ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！ｋＳ（ｎ，ｋ）， （１０）

而

∑
ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１( )ｋ
ｋ！ｋＳ（ｎ，ｋ）＝ｍ∑

ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ－１
ｋ( )－１

ｋ！Ｓ（ｎ，ｋ）＝

ｍ∑
ｎ

ｋ＝０

ｍ＋ｋ( )ｋ
－
ｍ＋ｋ－１( )[ ]ｋ

ｋ！Ｓ（ｎ，ｋ）＝

ｍ［珓ｂ（ｍ＋１）（ｎ）－珓ｂ（ｍ）（ｎ）］， （１１）
所以，由定理２的（ⅲ）、（１０）及（１１）式有

珓ｂ（ｍ）（ｎ＋１）＝２ｍ珓ｂ（ｍ＋１）（ｎ）－ｍ珓ｂ（ｍ）（ｎ），
即得结论．

（ⅲ）结合本定理（ⅰ），（ⅱ）即得．证毕．
由定理４容易得到：珓ｂ（ｍ）（０）＝１，珓ｂ（ｍ）（１）＝ｍ，珓ｂ（ｍ）（２）＝ｍ２＋２ｍ，珓ｂ（ｍ）（３）＝ｍ３＋６ｍ２＋６ｍ等等数值．

致谢：作者对审稿人提出的建议表示衷心的感谢！
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