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摘要：在油藏数值模拟中，多孔介质可压缩可混溶驱动问题的数学模型是由两个非线性抛物方程耦合而成．对压
力方程采用修正的对称有限体积方法，对饱和度方程提出一种修正的特征对称有限体积方法．证明了格式的收敛
性，并给出了最优 Ｈ１模误差估计．
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０ 引言

在多孔介质中，可压缩可混溶驱动问题可用如下数学模型描述：

ｄ（ｃ）ｐ
ｔ
－·（ａ（ｃ）ｐ）＝ｑ， ｘ∈Ω，ｔ＞０， （０．１ａ）


ｃ
ｔ
＋ｂ（ｃ）ｐ

ｔ
＋ｕ·ｃ－·（Ｄ（ｘ）ｃ）＝（ｃ－ｃ）ｑ， ｘ∈Ω，ｔ＞０， （０．１ｂ）

ｕ＝－ａ（ｃ）ｐ， ｘ∈Ω，ｔ＞０， （０．１ｃ）
ｃ（ｘ，０）＝ｃ０（ｘ）， ｘ∈Ω （０．１ｄ）

ｐ（ｘ，０）＝ｐ０（ｘ）， ｘ∈Ω （０．１ｅ















）

此处 ｃ＝ｃ１＝１－ｃ２，ａ（ｃ）＝
ｋ（ｘ）
μ（ｃ）

，ｂ（ｃ）＝（ｘ）ｃ１｛ｚ１－∑
２

ｊ＝１
ｚｊｃｊ｝，ｄ（ｃ）＝（ｘ）∑

２

ｊ＝１
ｚｊｃｊ．ｃｉ表示混合液体第ｉ个
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分量的饱和度，ｚｉ是压缩常数因子第ｉ个分量．ｋ＝ｋ（ｘ）为多孔介质的渗透率，μ＝μ（ｃ）为流体的粘性系数，

（ｘ）为岩石的孔隙度，Ｄ＝（ｘ）ｄｍＩ是扩散矩阵，ｑ（ｘ，ｔ）为产量，ｃ（ｘ，ｔ）在注入井（ｑ＜０）等于１，在生产井

（ｑ＞０）等于 ｃ．ΩＲ２代表油藏占据的区域，假定Ω为有界单连通区域且其边界Ω充分光滑．假定没有流
体越过边界：ｕ·ｎ＝０，ｘ∈Ω，（Ｄｃ－ｕｃ）·ｎ＝０，ｘ∈Ω．函数 ｐ（ｘ，ｔ）为混合流体内的压力，ｕ＝－ａ（ｃ）

ｐ是混合流体的达西速度．
对可压缩可混溶驱动问题，Ｄｏｕｇｌａｓｓ和Ｒｏｂｅｒｔ提出其数学模型并研究了半离散化方法［１，２］．袁益让对此模

型提出并分析了特征有限元方法［３］和差分法［４］．有限体积法也是解偏微分方程的一种重要方法，它的主要
优点是 保持物理量的局部守恒性，然而一般情况下由它形成的线性系统中系数矩阵却是非对称的，芮洪兴

对椭圆问题和抛物问题提出了修正的对称有限体积方法［５］．本文对（０．１ｂ）提出一种修正的特征对称有限体
积方法，结合对（０．１ａ）应用修正的对称有限体积方法，并给出最优 Ｈ１模误差估计．

１ 格式的建立

对（０．１）中系数的假设记为

（Ｒ）
０＜ｄｄ（ｘ）ｄ，０＜ａａ（ｃ）ａ，０＜（ｘ），０＜ｂｂ（ｃ）ｂ，

｜ｃ（ｘ，ｔ）｜Ｋ，｜ｑ（ｘ，ｔ）｜Ｋ，｜
ａ
ｃ
｜，｜

２ａ
ｃ２
｜，｜ｂ
ｃ
｜，｜ｄ
ｃ
｜Ｋ{ ，

其中 ｄ，ｄ，ａ，ａ，，，ｂ，ｂ，Ｋ是正常数，并且假设 Ｄ（ｘ）＝（ｄｉｊ（ｘ））２×２对称正定，ａ（ｃ）关
于 ｃＬｉｐｓｃｈｉｔｚ连续．

对于饱和度 ｃ与压力ｐ，分别做Ω的三角形正则剖分Ｔｃ，ｈ和Ｔｐ，ｈ，ｈｃ和ｈｐ分别为所有三角单元Ｋｃ，Ｋｐ
的最大边长．其次构造相应的对偶剖分 Ｔｃ，ｈ和Ｔｐ，ｈ，对每一内部节点 ｚｉ，我们构造相应的对偶单元 Ｖｉ如下：
以 ｚｉ为顶点的三角单元 ，选择内点 ＱＫ（重心或外心），取与 ｚｉ相邻节点线段的中点，依次连接，得到一围绕
ｚｉ的多边形区域Ｖｉ．Π（ｉ）是所有与 ｚｉ点相邻的三角形节点的集合，用 Ｍｃ，Ｍｐ分别表示剖分Ｔｃ，ｈ和Ｔｐ，ｈ的所
有内部节点个数．

引入对饱和度的特征线修正方法．考虑（０．１ｂ）的双曲部分
ｃ
ｔ
＋ｕ·ｃ，令τ表示方向（ｕ１，ｕ２，）∈

Ω×Ｊ的单位向量，设ψ（ｘ）＝［｜ｕ（ｘ）｜
２＋（ｘ）２］１?２＝［ｕ１（ｘ）２＋ｕ２（ｘ）２＋（ｘ）２］１?２，则有

ψ
ｃ
τ
＝

ｃ
ｔ
＋ｕ·ｃ． （１．１）

将时间 Ｊ划分为０＝ｔ０＜ｔ１＜…＜ｔＮ＝Ｔ，Δｔ＝ｔｎ－ｔｎ－１．对Ω×Ｊ上的函数ｆ，记 ｆｎ（ｘ）＝ｆ（ｘ，ｔｎ），用τ
方向的一个向后差商逼近（ｃｎ?τ）（ｘ）＝（ｃ?τ）（ｘ，ｔｎ）如下

ｃｎ

τ
（ｘ）

ｃｎ（ｘ）－ｃｎ－１（ｘ－ｕ（ｘ）
（ｘ）Δ

ｔ）

Δｔ １＋｜ｕ（ｘ）｜２?（ｘ）槡 ２
． （１．２）

若令珋ｘ＝ｘ－（ｕ（ｘ）?（ｘ））Δｔ，珋ｆ（ｘ）＝ｆ（珋ｘ），则有

ψ
ｃｎ

τ

ｃｎ－珋ｃｎ－１

Δｔ
． （１．３）

定义有限元空间 Ｓｌ，ｈ＝｛ｖ∈Ｃ０（Ω）：ｖ｜Ｋｌ是线性的，Ｋｌ∈Ｔｌ，ｈ｝，ｌ＝ｃ，ｐ，Ｓ
ｌ，ｈ
０ ＝Ｓｌ

，ｈ∩Ｈ１０（Ω）．记ｔｐｎ＝

ｐｎ－ｐｎ－１

Δｔ
，对（０．１）的全离散修正的特征对称有限体积法可描述为：ｃ０ｈ∈Ｓｃ

，ｈ
０ 是 ｃ０（ｘ）的近似，满足‖ｃ０ｈ－

ｃ０‖ｓＣｈ２－ｓｃ ‖ｃ０‖２，ｓ＝０，１，ｐ０ｈ∈Ｓｐ
，ｈ
０ 是 ｐ０（ｘ）的近似，满足‖ｐ０ｈ－ｐ０‖ｓＣｈ２－ｓｐ ‖ｐ０‖２，ｓ＝０，１．求ｃ

ｎ
ｈ∈

Ｓｃ，ｈ０ ，ｐ
ｎ
ｈ∈Ｓｐ，ｈ０ （ｎ＝１，…Ｎ），使得对 ｉ＝１，…Ｍｐ，有

∫Ｖｐｉ
ｄ（ｃｎ－１ｈ ）ｔｐ

ｎ
ｈｄｘ－∫Ｖｐｉ（珔Ａ

ｎ－１
ｈ ｐ

ｎ
ｈ）·ｎｄｓ＝∫Ｖｐｉ

ｑｎｄｘ＋∫Ｖｐｉ（Ａ
ｎ－１
ｈ －珔Ａｎ－１ｈ ）ｐｎ－１ｈ ·ｎｄｓ， （１．４）

其中记 Ａｎ－１ｈ ＝ａ（ｃｎ－１ｈ ），定义珔Ａｎ－１ｈ ｜Ｋｐ ＝珔Ａ
ｎ－１
ｈＫｐ
，珔Ａｎ－１ｈＫｐ ＝

１
ｍｅａｓ（Ｋｐ）∫Ｋｐ

ａ（ｃｎ－１ｈ （ｘ））ｄｘ，对 ｉ＝１，…Ｍｃ，有
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∫Ｖｃｉ

ｃｎｈ－ｃ^ｎ－１ｈ
Δｔ

ｄｘ＋∫Ｖｃｉ
ｂ（ｃｎ－１ｈ ）ｔｐ

ｎ
ｈｄｘ－∫Ｖｃｉ（珚Ｄｃ

ｎ
ｈ）·ｎｄｓ＝

∫Ｖｃｉ

（ｃｎ－１ｈ －ｃｎ－１ｈ ）ｑｎｄｘ＋∫Ｖｃｉ（Ｄ－珚Ｄ）ｃ
ｎ－１
ｈ ·ｎｄｓ， （１．５）

其中 ｃ^ｎ－１ｈ （ｘ）＝ｃｎ－１ｈ （^ｘ）＝ｃｎ－１ｈ （ｘ－
ｕｎ－１ｈ （ｘ）
（ｘ）Δ

ｔ），珚Ｄ｜Ｋｃ ＝珚ＤＫｃ，珚ＤＫｃ ＝
１

ｍｅａｓ（Ｋｃ）∫Ｋｃ
Ｄ（ｘ）ｄｘ，

ｕｎ－１ｈ ＝－ａ（ｃｎ－１ｈ ）ｐｎ－１ｈ ． （１．６）
求解步骤是这样的：先给出浓度和压力的初值 ｃ０ｈ，ｐ０ｈ，然后令 ｎ＝１，求解（１．４）获得 ｐ１ｈ，进而求解（１．５）得
到 ｃ１ｈ，代入（１．６）得到 ｕ１ｈ，再令 ｎ＝２，３，…，依次求解（１．４）、（１．５）和（１．６）即可计算出（ｐ

ｎ
ｈ，ｃｎｈ，ｕｎｈ）．

２ 若干引理

定义空间 Ｘｈ ＝｛χ∈ Ｌ
∞：χ ｜Ｋｌ ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ，Ｋｌ∈ Ｔｌ，ｈ｝，ＸＢ ＝｛χ∈ Ｌ

∞：χ ｜Ｖｉ ＝ｃｏｎｓｔａｎｔ，Ｖｉ∈

Ｔｌ，ｈ｝．定义算子 Ｉｈ：Ｃ（珚Ω）→ ＸＢ，Ｉｈχ ＝χ（ｚｉ）ｏｎＶｉ∈ Ｔ

ｌ，ｈ；ｚｉ∈ Ｖｉ；Ｐ０ｈ：Ｃ（珚Ω）→ Ｘｈ，Ｐ０ｈχ ＝χ（ＱＫｌ），

Ｋｌ∈ Ｔｌ，ｈ，ｌ＝ｃ，ｐ．
引理 ２．１［６］ 如果 Ｄ＝（ｄｉｊ）２×２满足 ｄｉｊ∈ Ｘｈ（１ ｉ，ｊ２），则有

－∑
Ｍ

ｉ＝１∫ＶｉＤｃ·ｎｄｓχ（ｚｉ）＝∫ΩＤｃ·χｄｘ， ｃ，χ∈ Ｓ
ｈ
０． （２．１）

命题 ２．１［７］

－∑
Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ（珔Ａ
ｎ－１
ｈ ｐ

ｎ
ｈ）·ｎｄｓχ（ｚｉ）＝∫Ω（Ａｎ－１ｈ ｐｎｈ）·ｘｄｘ， ｐｈ，χ∈ Ｓ

ｐ，ｈ
０ ． （２．２）

－∑
Ｍｃ

ｉ＝１∫Ｖｃｉ珚Ｄｃ
ｎ
ｈ·ｎｄｓχ（ｚｉ）＝∫ΩＤｃｎｈ·χｄｘ， ｃｈ，χ∈ Ｓ

ｃ，ｈ
０ ． （２．３）

由命题２．１可知（１．４），（１．５）系数矩阵是对称的．

引理 ２．２［８］ 定义 Ｄｈ ＝（Ｐ０ｈｄｉｊ）２×２，ｄｈ（ｃｈ，χ）＝∫ΩＤｈｃｈ·χｄｘ，存在正常数 Ｃ１，β１，成立
｜ｄｈ（λ，χ）｜ Ｃ１‖λ‖１‖χ‖１，λ，χ∈ Ｓ

ｈ
０， （２．４）

ｄｈ（χ，χ）β１‖χ‖
２
１，χ∈ Ｓ

ｈ
０． （２．５）

引理 ２．３［８］ 定义范数‖χ‖ｈ ＝（Ｉｈχ，Ｉｈχ）
１
２ ＝（∑

Ｖｉ∈Ｔ

ｈ

χ
２（ｚｉ）｜Ｖｉ｜）

１
２， χ ＝（χ，Ｉｈχ）

１
２．

（ⅰ）在空间 Ｓｈ０，‖·‖和‖·‖ｈ等价，即存在与 ｈ无关的常数Ｃ２，Ｃ３使得

Ｃ２‖χ‖ｈ‖χ‖ Ｃ３‖χ‖ｈ，χ∈ Ｓ
ｈ
０． （２．６）

（ⅱ）如果 Ｔｈ 是重心对偶剖分，那么（χ，Ｉｈλ）＝（Ｉｈχ，λ），λ，χ∈ Ｓ
ｈ
０，且‖·‖与 · 等价．

引理 ２．４［９］ 定义双线性形式 ａｈ（ｃ；ｐ，Ｉｈχ）＝－ ∑
Ｖｐｉ∈Ｔ


ｐ，ｈ
∫Ｖｐｉａ（ｃ）ｐ·ｎＩｈχｄｓ，ｐ，χ∈ Ｓ

ｐ，ｈ
０ ，

ｂｈ（ｃ，Ｉｈχ）＝－ ∑
Ｖｃｉ∈Ｔ


ｃ，ｈ
∫ＶｃｉＤｃ·ｎＩｈχｄｓ，ｃ，χ∈ Ｓ

ｃ，ｈ
０ ，

引入投影算子珓ｐ∈ Ｓｐ
，ｈ
０ ，珓ｃ∈ Ｓｃ

，ｈ
０ 分别满足下述格式：

ａｈ（ｃ；ｐ－珓ｐ，Ｉｈχ）＝０，χ∈ Ｓ
ｐ，ｈ
０ ， （２．７）

ｂｈ（ｃ－珓ｃ，Ｉｈχ）＝０，χ∈ Ｓ
ｃ，ｈ
０ ． （２．８）

在正则剖分 Ｔｐ，ｈ和Ｔｃ，ｈ的条件下，若 ｐ，ｃ∈ Ｈ２（Ω），则存在与 ｐ，ｃ，ｈｐ，ｈｃ无关的正常数Ｃ，使得

‖ｃ－珓ｃ‖１＋‖（ｃ－珓ｃ）ｔ‖１ Ｃｈｃ｛‖ｃ‖２＋‖ｃｔ‖２｝， （２．９）

‖ｐ－珓ｐ‖１＋‖（ｐ－珓ｐ）ｔ‖１ Ｃｈｐ｛‖ｐ‖２＋‖ｐｔ‖２｝． （２．１０）
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３ 误差估计

记ξ
ｎ＝ｃｎ－珓ｃｎ，ζ

ｎ＝珓ｃｎ－ｃｎｈ，θｎ＝ｐｎ－珓ｐｎ，η
ｎ＝珓ｐｎ－ｐｎｈ，有 ｃｎ－ｃｎｈ＝ξ

ｎ＋ζ
ｎ，ｐｎ－ｐｎｈ＝θｎ＋η

ｎ．
首先考察压力方程，由（０．１ａ），（１．４）和（２．７）得

∫Ｖｐｉ
ｄ（ｃｎ－１ｈ ）ｔη

ｎｄｘ－∫Ｖｐｉ（珔Ａ
ｎ－１
ｈ η

ｎ）·ｎｄｓ＝

∫Ｖｐｉ

（ｄ（ｃｎ－１ｈ ）－ｄ（ｃｎ））ｔ珓ｐｎｄｘ－∫Ｖｐｉ
ｄ（ｃｎ）ｔθｎｄｘ＋∫Ｖｐｉ

ｄ（ｃｎ）（ｔｐｎ－
ｐｎ

ｔ
）ｄｘ＋

∫Ｖｐｉ（Ａ
ｎ－１
ｈ －珔Ａｎ－１ｈ ）η

ｎ－１·ｎｄｓ＋Δｔ∫Ｖｐｉ（Ａ
ｎ－１
ｈ －珔Ａｎ－１ｈ ）ｔ珓ｐｎ·ｎｄｓ－

∫Ｖｐｉ（Ａ
ｎ－１
ｈ －Ａｎ）珓ｐｎ·ｎｄｓ． （３．１）

（３．１）两边同乘以ｔη
ｎ
ｉ（即取检验函数），并对 ｉ求和，得到

∑
Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ
ｄ（ｃｎ－１）ｔη

ｎｄｘｔη
ｎ
ｉ－∫Ｖｐｉ珔Ａ

ｎ－１
ｈ η

ｎ·ｎｄｓｔη( )ｎｉ ＝Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３＋Ｔ４＋Ｔ５＋Ｔ６． （３．２）

（３．２）右端各项与（３．１）右端各项相对应，由（２．２）和引理２．３，估计（３．２）左端项，

∑
Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ
ｄ（ｃｎ－１）ｔη

ｎｄｘｔη
ｎ
ｉ－∑

Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ珔Ａ
ｎ－１
ｈ η

ｎ·ｎｄｓｔη
ｎ
ｉ

Ｃ４‖ｔη
ｎ‖２＋ １２Δｔ

［（Ａｎ－１ｈ η
ｎ
ｈ，η

ｎ）－（Ａｎ－１ｈ η
ｎ－１，η

ｎ－１）］． （３．３）

下面分别估计（３．２）右端项 Ｔ１，…Ｔ６．

｜Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３｜ Ｃ｛［‖ｔ珓ｐｎ‖∞（‖ξ
ｎ－１‖ ＋‖ζ

ｎ－１‖ ＋‖ｃｎ－ｃｎ－１‖）＋

‖ｔθｎ‖ ＋‖ｔｐｎ－
ｐｎ

ｔ‖
］‖ｔη

ｎ‖｝． （３．４）

参见文献［７］，
｜Ｔ４｜ Ｃｈｐ‖η

ｎ－１‖‖ｔη
ｎ‖ε‖ｔη

ｎ‖２＋Ｃ‖η
ｎ－１‖２， （３．５）

｜Ｔ５｜ε‖ｔη
ｎ‖２＋ＣΔｔ２

１
Δｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１
‖ｐｔ‖２

１ｄ( )ｘ． （３．６）

Ｔ６ ＝－∑
Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ（Ａ
ｎ－１
ｈ －Ａｎ）珓ｐｎ·ｎｄｓｔη

ｎ
ｉ＝－∑

Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ（ａ（ｃ
ｎ－１
ｈ ）－ａ（ｃｎ））珓ｐｎ·ｎｄｓｔη

ｎ
ｉ．

记 Ａ（ａ（ｃｎ－１ｈ ）－ａ（ｃｎ）；珓ｐｎ，Ｉｈｔη
ｎ）＝－∑

Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ（ａ（ｃ
ｎ－１
ｈ ）－ａ（ｃｎ））珓ｐｎ·ｎｄｓｔη

ｎ
ｉ．

作归纳假设（Ｃ）：ｓｕｐ
０ｎＮ

‖η
ｎ‖∞  Ｋ．

选择初始逼近 ｐ０，ｈ，使η
０ ＝０，方程两端乘以Δｔ并对时间求和，将ε‖ｔη

ｎ‖２
Δｔ移到左端，可得

∑
ｎ

ｊ＝１
‖ｔη

ｊ‖２
Δｔ＋（Ａｎ－１ｈ η

ｎ，η
ｎ）

Ｃ｛∑
ｎ

ｊ＝１
［‖η

ｊ－１‖２＋‖ζ
ｊ－１‖２］Δｔ＋ｈ４ｃ＋ｈ４ｐ∫

ｔｎ

０
‖ｐｔ‖２

２ｄｔ＋

（Δｔ２）∫
ｔｎ

０
［‖ｐｔｔ‖２＋‖ｐｔ‖２

１＋‖ｃｔ‖２］ｄｔ｝＋

∑
ｎ

ｊ＝１
Ａ（ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）；珓ｐｊ，Ｉｈｔη

ｊ）ΔＴ． （３．７）

对上式最后一项应用［３］中的分析技巧进行处理，能够避免损失一个 ｈｐ因子．注意到
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∑
ｎ

ｊ＝１
Ａ（ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）；珓ｐｊ，Ｉｈｔη

ｊ）Δｔ＝

Ａ（ａ（ｃｎ－１ｈ ）－ａ（ｃｎ）；珓ｐｎ，Ｉｈη
ｎ）－∑

ｎ

ｊ＝１
｛Ａ（ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）；ｔ珓ｐｊ，Ｉｈη

ｊ－１）＋

Ａ（ｔ［ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）］；珓ｐｊ，Ｉｈη
ｊ－１）｝Δｔ－Ａ（ａ（ｃ０ｈ）－ａ（ｃ１）；珓ｐ１，Ｉｈη

０）， （３．８）

｜Ａ（ａ（ｃｎ－１ｈ ）－ａ（ｃｎ）；珓ｐｎ，Ｉｈη
ｎ）｜＝｜－∑

Ｍｐ

ｉ＝１∫Ｖｐｉ（ａ（ｃ
ｎ－１
ｈ ）－ａ（ｃｎ））珓ｐｎ·ｎｄｓη

ｎ
ｉ｜

Ｃ‖珓ｐｎ‖∞｛‖ζ
ｎ－１‖ ＋‖ξ

ｎ－１‖ ＋‖ｃｎ－ｃｎ－１‖｝‖η
ｎ‖， （３．９）

｜∑
ｎ

ｊ＝１
Ａ（ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）；ｔ珓ｐｊ，Ｉｈη

ｊ－１）Δｔ｜

Ｃ∑
ｎ

ｊ＝１
‖ｔ珓ｐｊ‖∞｛‖ζ

ｊ－１‖ ＋‖ξ
ｊ－１‖ ＋‖ｃｊ－ｃｊ－１‖｝‖η

ｊ－１‖Δｔ， （３．１０）

ｔ［ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）］＝
１
Δｔ
ａ
ｃ
（珋ｃｊ－１ｈ）（ｃｊ－１ｈ －ｃｊ－２ｈ）－

ａ
ｃ
（珋ｃｊ）（ｃｊ－ｃｊ－１{ }） ＝

１
Δｔ
ａ
ｃ
（珋ｃｊ－１ｈ）（ｃｊ－１ｈ －ｃｊ－２ｈ －ｃｊ＋ｃｊ－１）＋ 

ａ
ｃ
（珋ｃｊ－１ｈ）－

ａ
ｃ
（珋ｃｊ[ ]）（ｃｊ－ｃｊ－１{ }），

（３．１１）
此处珋ｃｊ－１ｈ ∈［ｃｊ－１ｈ，ｃｊ－１ｈ］，珋ｃｊ∈［ｃｊ－１，ｃｊ］，

ｃｊ－１ｈ －ｃｊ－２ｈ －ｃｊ＋ｃｊ－１ ＝－（ζ＋ξ）
ｊ－１＋（ζ＋ξ）

ｊ－２－（ｃｊ－２ｃｊ－１＋ｃｊ－２）＝

－（ｔζ
ｊ－１＋ｔξ

ｊ－１）Δｔ－
２ｃ
ｔ２
（珋ｔｊ－１）（Δｔ２），珋ｔｊ－１∈［ｔｊ－１，ｔｊ］；

ａ
ｃ
（珋ｃｊ－１ｈ）－

ａ
ｃ
（珋ｃｊ） Ｃ｜珋ｃｊ－１ｈ －珋ｃｊ｜ Ｃ｛｜（ζ＋ξ）

ｊ－２｜＋｜（ζ＋ξ）
ｊ－１｜＋Δｔ｝．

由（３．８）～（３．１１）有

∑
ｎ

ｊ＝１
Ａ（ａ（ｃｊ－１ｈ）－ａ（ｃｊ）；珓ｐｊ，Ｉｈｔη

ｊ）Δｔ

Ｃ｛∑
ｎ

ｊ＝１
［‖η

ｊ－１‖２＋‖ζ
ｊ－１‖２］Δｔ＋ｈ４ｃ＋（Δｔ）２｝＋

ε‖η
ｎ‖２＋ε∑

ｎ

ｊ＝１
‖ｔζ

ｊ－１‖２
Δｔ． （３．１２）

由（３．７）和（３．１２）最后得

∑
ｎ

ｊ＝１
‖ｔη

ｊ‖２
Δｔ＋‖η

ｎ‖２
１ Ｃ∑

ｎ

ｊ＝１
［‖η

ｊ－１‖２
１＋‖ζ

ｊ－１‖２］Δｔ＋ｈ４ｃ＋ｈ４ｐ＋（Δｔ）{ }２ ＋ε∑
ｎ

ｊ＝１
‖ｔζ

ｊ－１‖２
Δｔ．

（３．１３）
此处常数 Ｃ依赖于归纳法的界Ｋ．

再考察饱和度方程，由（０．１ｂ），（１．５）和（２．３）得

∫Ｖｃｉ
ｔζ

ｎｄｘ－∫Ｖｃｉ（珚Ｄζ
ｎ）·ｎｄｓ＝

∫Ｖｃｉ

［
ｃｎ－ｃ^ｎ－１

Δｔ －（
ｃｎ

ｔ＋
ｕｎ－１ｈ ·ｃｎ）］ｄｘ－∫Ｖｃｉ

ξ
ｎ－ξ

ｎ－１

Δｔ
ｄｘ－∫Ｖｃｉ

ζ
ｎ－１－ζ^

ｎ－１

Δｔ
ｄｘ－

∫Ｖｃｉ

［ｃｎ－１ｈ －ｃｎ－１ｈ －（ｃｎ－ｃｎ）］ｑｎｄｘ－∫Ｖｃｉ

［ｂ（ｃｎ）ｐ
ｎ

ｔ－
ｂ（ｃｎ－１ｈ ）

ｐｎｈ－ｐｎ－１ｈ
Δｔ

］ｄｘ－

∫Ｖｃｉ
ξ

ｎ－１－ξ^
ｎ－１

Δｔ
ｄｘ＋∫Ｖｃｉ

（ｕｎ－１ｈ －ｕｎ）·ｃｎｄｘ＋

∫Ｖｃｉ（Ｄ－珚Ｄ）ζ
ｎ－１·ｎｄｓ＋Δｔ∫Ｖｃｉ（Ｄ－珚Ｄ）ｔ珓ｃ

ｎ·ｎｄｓ． （３．１４）

（３．１４）两边同乘以ｔζ
ｎ
ｉ（即取检验函数），并对 ｉ求和，得到
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∑
Ｍｃ

ｉ＝１∫Ｖｃｉ
ｔζ

ｎｄｘｔζ
ｎ
ｉ－∫Ｖｃｉ珚Ｄζ

ｎ·ｎｄｓｔζ( )ｎｉ ＝Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３＋Ｉ４＋Ｉ５＋Ｉ６＋Ｉ７＋Ｉ８＋Ｉ９． （３．１５）
（３．１５）右端各项与（３．１４）右端各项相对应，由（２．３）和引理２．３，估计（３．１５）左端项，

∑
Ｍｃ

ｉ＝１∫Ｖｃｉ
ｔζ

ｎｄｘｔζ
ｎ
ｉ－∑

Ｍｃ

ｉ＝１∫Ｖｃｉ珚Ｄζ
ｎ·ｎｄｓｔζ

ｎ
ｉ

Ｃ５‖ｔζ
ｎ‖２＋ １２Δｔ

［（Ｄζ
ｎ，ζ

ｎ）－（Ｄζ
ｎ－１，ζ

ｎ－１）］． （３．１６）

下面分别估计（３．１５）右端项 Ｉ１，…Ｉ９，参见文献［３］和［１０］，有

｜Ｉ１｜ε‖ｔζ
ｎ‖２＋ＣΔｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１‖
２ｃ
τ２‖ｄτ， （３．１７）

｜Ｉ２｜ Ｃｈ４ｃ
１
Δｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１
‖ｃｔ‖２

１ｄｔ＋ε‖ｔζ
ｎ‖２， （３．１８）

｜Ｉ３｜ Ｃ‖ζ
ｎ－１‖２＋ε‖ｔζ

ｎ‖２， （３．１９）

｜Ｉ４｜ Ｃ‖ζ
ｎ－１‖２＋Ｃｈ４ｃ＋ＣΔｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１
‖ｃｔ‖２ｄｔ＋ε‖ｔζ

ｎ‖２， （３．２０）

｜Ｉ５｜ Ｃ‖ζ
ｎ－１‖２＋Ｃ（ｈ４ｃ＋ｈ４ｐ）＋ＣΔｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１
［‖ｐｔｔ‖２＋‖ｃｔ‖２］ｄｔ＋Ｃ‖ｔη

ｎ‖２＋ε‖ｔζ
ｎ‖２，

（３．２１）
｜Ｉ６｜ Ｃ‖ξ

ｎ－１‖２＋ε‖ｔζ
ｎ‖２ Ｃｈ２ｃ＋ε‖ｔζ

ｎ‖２， （３．２２）

｜Ｉ７｜ Ｃ（‖η
ｎ－１‖２＋‖ζ

ｎ－１‖２
１）＋ＣΔｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１
［‖ｃｔ‖２＋‖ｐｔ‖２

１］ｄｔ＋

Ｃ｛ｈ２ｃ＋ｈ２ｐ＋（Δｔ）２｝＋ε‖ｔζ
ｎ‖２， （３．２３）

参见文献［５］，
｜Ｉ８｜ Ｃｈｃ‖ζ

ｎ－１‖‖ｔζ
ｎ‖ Ｃ‖ζ

ｎ－１‖２＋ε‖ｔζ
ｎ‖２， （３．２４）

｜Ｉ９｜ ＣΔｔ‖ｔ珓ｃｎ‖‖ｔζ
ｎ‖ ＣΔｔ∫

ｔｎ

ｔｎ－１
‖ｃｔ‖２

１ｄｔ＋ε‖ｔζ
ｎ‖２． （３．２５）

选择初始逼近 ｃ０，ｈ，使ζ
０ ＝０，方程两端乘以Δｔ，对时间步长累加，由（３．１６）～（３．２５），得到

∑
ｎ

ｊ＝１
Δｔ‖ｔζ

ｊ‖２＋（Ｄζ
ｎ，ζ

ｎ）

Ｃ∑
ｎ

ｊ＝１
Δｔ｛‖ｔη

ｊ‖２＋‖ζ
ｊ‖２

１＋‖η
ｊ－１‖２｝＋Ｃ｛ｈ２ｃ＋ｈ２ｐ＋ｈ４ｃ∫

ｔｎ

０
‖ｃｔ‖２

１ｄｔ｝＋

Ｃ（Δｔ）２∫
ｔｎ

０
［‖ｃｔ‖２＋‖ｃττ‖

２＋‖ｃｔ‖２
１＋‖ｐｔｔ‖２＋‖ｐｔ‖２

１］ｄｔ． （３．２６）

将（３．２６）式与（３．１３）式合并，注意到（Ｄζ
ｎ，ζ

ｎ）等价于‖ζ
ｎ‖２

１．应用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，我们有

∑
ｎ

ｊ＝１
｛‖ｔη

ｊ‖２＋‖ｔζ
ｊ‖２｝Δｔ＋‖η

ｎ‖２
１＋‖ζ

ｎ‖２
１ Ｃ｛（Δｔ）２＋ｈ２ｃ＋ｈ２ｐ｝． （３．２７）

下面证明归纳假设（Ｃ）成立．在（３．２７）的结论下，有

‖η‖０，∞  Ｃｈ－１ｐ‖η‖１ Ｃｈｐ－１（Δｔ＋ｈｃ＋ｈｐ） Ｃ（ｈｐ－１Δｔ＋ｈ－１ｐｈｃ＋１）． （３．２８）
设空间和时间的剖分参数满足下述关系：ｈｃ＝ｏ（ｈｐ），Δｔ＝ｏ（ｈｐ），则显然归纳假设（Ｃ）成立．

利用三角不等式以及引理２．４可以得到下面的定理：
定理３．１ 设｛ｃ，ｐ｝是问题（０．１）的精确解，｛ｃｎｈ，ｐｎｈ｝为全离散特征对称有限体积元格式（１．４）～（１．６）

的解，假设条件（Ｒ）成立，空间和时间剖分参数满足 ｈｃ＝ｏ（ｈｐ），Δｔ＝ｏ（ｈｐ），则存在与 ｈｃ，ｈｐ，Δｔ无关的
常数 Ｃ，使得

ｓｕｐ
ｎ
｛‖ｃｎ－ｃｎｈ‖１＋‖ｐｎ－ｐ

ｎ
ｈ‖１｝ Ｃ（ｈｃ＋ｈｐ＋Δｔ）． （３．２９）

６ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷
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