
收稿日期：２００６０４１２
基金项目：国家自然科学基金资助项目（１０４７１０７９；１００７１０４４）
作者简介：李志涛（１９７８ ），男，博士研究生，研究方向：科学计算与应用软件．

文章编号：１６７１９３５２（２００７）０４００１９０５

多孔介质中可混溶流体驱动的动态

网格特征混合有限元方法
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（山东大学 数学与系统科学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：结合变网格和特征有限元方法来处理多孔介质中可混溶流体驱动模型问题．在不同的时间层采用不同的有

限元空间，在需要时可以进行加密或稀疏网格，进行基函数调整．并对算法做出了误差估计．
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０ 引言

考虑多孔介质中可混溶流体驱动模型是耦合的非线性偏微分方程组的初边值问题，该问题可转化为压

力方程和浓度方程，压力方程是椭圆的，浓度方程是对流占优的抛物线方程：

·ｕ＝－· ａ（ｘ，ｃ）( )ｐ ＝ｑ， （ｘ，ｔ）∈Ω×Ｊ， （０．１）

（ｘ）
ｃ
ｔ
－·（Ｄｃ）＋ｕ·ｃ＝ｇ（ｘ，ｔ，ｃ），（ｘ，ｔ）∈Ω×Ｊ． （０．２{ ）

其中ΩＲ２，Ｊ＝［０，Ｔ］．ｐ，ｕ分别是混合流体的压力和达西速度．ａ（ｘ，ｃ）＝（ａ１（ｘ，ｃ），ａ２（ｘ，ｃ））是混合流
体的渗透率．ｑ＝ｑ（ｘ，ｔ）是外部流速．是介质粘性，ｃ是注入液体的浓度，ｇ是已知函数．

Ｄ＝Ｄ（ｘ，ｕ）＝（ｘ）ｄｍＩ＋｜ｕ｜（ｄｌＥ（ｕ）＋ｄｔＥ⊥（ｕ[ ]）），Ｅ（ｕ）＝ ｕｉｕｊ?｜ｕ｜( )２ ２×２，Ｅ⊥ ＝Ｉ－Ｅ．

ｄｍ是分子扩散系数，ｄｌ，ｄｔ分别是纵向和横向弥散系数，令σ＝Ｄｃ，初始边界条件：
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ｕ·ｖ＝０， （ｘ，ｔ）∈Γ×Ｊ， （０．３）

σ·ｖ＝０， （ｘ，ｔ）∈Γ×Ｊ， （０．４）
ｃ（ｘ，０）＝ｃ０（ｘ）， ｘ∈Ω． （０．５

{
）

假设条件Ａ：０ｋ１ａ（ｘ，ｐ）ｋ２，ａ，Ｄ，ｇ满足一致 ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，

ｕ∈Ｌ∞（Ｊ，Ｈｋ＋２（Ω）），ｃ∈Ｌ∞ Ｊ，Ｈｋ＋２（Ω( )），
２ｃ
ｌ２∈

Ｌ２（ｌ２），ｕ
ｔ∈

Ｌ２（ｌ２），ｃ
ｔ∈

Ｌ２（ｌ２）．

若 ｄｍ≠０时，Ｄ是一致正定的，并且可逆，Ｄ－１（ｘ，ｕ）是一致有界的．

为了保证解的存在惟一性 ∫Ωｐｄｘ＝０，∫Ωｑ（ｘ）ｄｘ＝０．
对于求解依赖于时间的偏微分方程，变网格有限元法可以根据实际计算的问题的需要，对不同时刻的

空间区域采用不同的有限元网格，加密或变疏局部网格，调整基函数，往往比固定网格具有更好的逼近效

果，而且在整体上不增加计算量．变网格有限元方法，国内外已有许多文献：Ｒ．Ｂｏｎｎｅｒｏｔ和Ｐ．ｊａｍｅｔ首先在文
献［１］提出变网格有限元方法，［２］研究了基本的变网格方法；［３，４］研究了线性抛物型方程初边值问题及变
动区域的变网格方法；［５，６］用变网格有限元方法处理了其它一些类型问题．特征有限元方法对于对流占优
问题是有效的方法．［７］利用变网格特征有限元方法对对流占优问题进行了讨论．［８］利用动态网格方法讨
论了多孔介质中可混溶流体驱动模型问题．本文结合变网格和特征有限元方法来处理多孔介质中可混溶流
体驱动模型问题．

１ 变网格特征混合元格式

令 Ｗ ＝ ｗ｜ｗ∈ Ｈ（ｄｉｖ；Ω），ｗ·ｖ＝０在Γ( )上 ，Ｖ＝Ｌ２（Ω）｛ｖ｜ｖ＝常数｝，Ψ ＝Ｌ２（Ω）．

令ψ（ｘ，ｕ）＝ 
２（ｘ）＋｜ｕ（ｘ，ｔ）｜[ ]２ １?２，τ ＝τ（ｘ，ｕ）表示（ｘ）

ｃ
ｔ＋

ｕ·ｃ的特征方向，则


τ ＝ψ

－１


ｔ＋

ｕ·( ) ，

（０．２）可表示为形式：

ψ（ｘ，ｕ）
ｃ
τ－

·（ＤＣ）＝ｇ（ｘ，ｔ，ｃ）， （ｘ，ｔ）∈Ω ×Ｊ． （１．１）

则（０．１）～（０．５）的弱形式为：求解｛ｐ，ｕ｝：Ｊ→ Ｖ×Ｗ，｛ｃ，σ｝：Ｊ→Ψ ×Ｗ满足
（ｄｉｖｕ，ｖ）＝（ｑ，ｖ）， ｖ∈ Ｖ， （１．２）
ａ－１（ｘ，ｃ）ｕ，( )ｗ －（ｐ，ｄｉｖｗ）＝０， ｗ∈ Ｗ， （１．３）

ψ（ｘ，ｕ）
ｃ
τ
，( )ψ －（ｄｉｖσ，ψ）＝（ｇ，ψ），ψ∈Ψ， （１．４）

（Ｄ－１σ，ｗ）＋（ｃ，ｄｉｖｗ）＝０， ｗ∈ Ｗ． （１．５）
将 Ｊ＝［０，Ｔ］进行剖分Δｔ＝Ｔ?Ｎ，Ｎ是整数Ｊｎ ＝［ｔｎ，ｔｎ＋１］，我们将在 ｔｎ处逼近解，ｎ＝０，１，…Ｎ．

ψ ｘ，ｕｎ＋( )１ｃ
ｎ＋１

τ ≈ψ ｘ，ｕｎ＋( )１ ｃｎ＋１－珋ｃｎ
｜ｘ－珋ｘ｜２＋Δｔ( )２ １?２ ＝（ｘ）

ｃｎ＋１－珋ｃｎ
Δｔ

，珋ｘ＝ｘ－
ｕｎ＋１

（ｘ）Δ
ｔ．

对Ω进行拟正则三角剖分或四边形剖分，在时间层 ｔｎ处关于压力方程建立 ＲａｖｉａｒｔＴｈｏｍａｓＶｎ×Ｗｎ

Ｖ×Ｗ单元直径为 ｈｎｐ，指数为 ｋｈ，建立ＲａｖｉａｒｔＴｈｏｍａｓ空间Ψｎ×ＺｎΨ ×Ｚ单元为 ｈ
ｎ
ｃ，指数为 ｌｎ，令 ｋ＝

ｍｉｎ
ｎ
｛ｋｎ｝，ｈｐ＝ｍａｘ

ｎ
｛ｈｎｐ｝，ｌ＝ｍｉｎ

ｎ
｛ｌｎ｝，ｈｃ＝ｍａｘ

ｎ
｛ｈｎｃ｝．

则空间具有下列逼近性质：

ｉｎｆ
ｖｈ∈Ｖｎ
‖ｖ－ｖｈ‖Ｖ Ｋｈ

ｓ
ｐ‖ｖ‖ｓ， １ ｓ ｋ＋１，ｖ∈ Ｖ， （１．６）

ｉｎｆ
ｗｈ∈Ｗｎ

‖ｗ－ｗｈ‖Ｗ Ｋｈ
ｓ
ｐ（‖ｗ‖ｓ＋‖ｄｉｖｗ‖ｓ），１ ｓ ｋ＋１，ｗ∈ Ｗ， （１．７）

ｉｎｆ
ψｈ∈Ψｎ

‖ψ－ψｈ‖Ψ  Ｋｈ
ｓ
ｃ‖ψ‖ｓ， １ ｓ ｌ＋１，ψ∈Ψ， （１．８）
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ｉｎｆ
ｚｈ∈Ｚｎ
‖ｚ－ｚｈ‖Ｗ Ｋｈ

ｓ
ｃ（‖ｚ‖ｓ＋‖ｄｉｖｚ‖ｓ）， １ ｓ ｌ＋１，ｚ∈ Ｗ． （１．９）

（Ｐ，Ｕ；Ｃ，∑）逼近｛ｐ，ｕ；ｃ，σ｝，Ｃ０是 ｃ０（ｘ）在Ψ０空间上的椭圆投影，∑０是σ０（ｘ）＝Ｄ（ｘ，ｕ０）ｃ０在 Ｚ０空
间上的椭圆投影．则（０．１）～（０．５），（１．１）的逼近形式为：

（１）假定 Ｃｎ已知，求解｛Ｐｎ，Ｕｎ｝∈Ｖｎ×Ｖｎ满足：
（ｄｉｖＵｎ，ｖｈ）＝（ｑｎ，ｖｈ），ｖｈ∈Ｖｎ， （１．１０）

（ａ－１（ｘ，Ｃｎ）Ｕｎ，ｗｈ）－（ｐｎ，ｄｉｖｗｈ）＝０，ｗｈ∈Ｗｎ， ｎ＝０，１…Ｎ－１． （１．１１）

（２）当 Ｕｎ已知，求解｛Ｃｎ＋１，∑ｎ＋１｝∈Ψｎ＋１×Ｚｎ＋１满足：

（^Ｃｎ－Ｃｎ），ψ( )ｈ ＝０，ψｈ∈Ψｎ＋１， （１．１２）


Ｃｎ＋１－Ｃ^

～

ｎ

Δｔ
，ψ( )ｈ －（ｄｉｖ∑ｎ＋１，ψｈ）＝（ｇ（ｘ，ｔ，^Ｃｎ），ψｈ），ｖｈ∈Ψｎ＋１， （１．１３）

（Ｄ－１（Ｕｍ）∑ｎ＋１，ｚｈ）＋（Ｃｎ＋１，ｄｉｖｚｈ）＝０，ｚｈ∈Ｚｎ＋１， ｎ＝０，１…Ｎ－１． （１．１４）
其中：

Ｃ＝Ｃ^ｎ（珓ｘ），珓ｘ＝ｘ－
Ｕｎ
（ｘ）Δ

ｔ，珋ｘ＝ｘ－
ｕｎ＋１

（ｘ）Δ
ｔ． （１．１５）

２ 误差估计

我们引进椭圆投影

（１）求解｛Ｒｎｐ，Ｒｎｕ｝：Ｊ→Ｖｎ×Ｗｎ满足
（ｄｉｖＲｎｕ，ｖｈ）＝（ｑ，ｖｈ），ｖｈ∈Ｖｈ， （２．１）

（ａ－１（ｃ）Ｒｎｕ，ｗｈ）－（Ｒｎｐ，ｄｉｖｗｈ）＝０，ｗｈ∈Ｗｎ． （２．２）
（２）求解｛Ｒｎｃ，Ｒｎσ｝：Ｊ→Ψｎ×Ｚｎ满足

（ｄｉｖＲｎσ，ψｈ）＝（ｄｉｖσ，ψｈ），ψｈ∈Ψｎ， （２．３）
（Ｄ－１（ｕ）Ｒｎσ，ｚｈ）＋（Ｒｎｃ，ｄｉｖｚｈ）＝０，ｚｈ∈Ｚｎ． （２．４）

由［９，１０］知（２．１）～（２．４）有惟一解，并且成立：

‖ｕ－Ｒｎｕ‖＋‖ｐ－Ｒｎｐ‖Ｋｈｋ＋１ｐ ‖ｐ‖ｋ＋２，ｔ∈Ｊ， ｎ＝０，１…Ｎ，

‖σ－Ｒｎσ‖＋‖ｃ－Ｒｎｃ‖Ｋｈｌ＋１ｃ ‖ｃ‖ｌ＋２，ｔ∈Ｊ， ｎ＝０，１，…Ｎ．
由（１．１０），（１．１１），（２．２）可知：

（ｄｉｖ（Ｕｎ－Ｒｎｕｎ），ｖｈ）＝０，ｖｈ∈Ｖｎ，

（ａ－１（Ｃｎ）（Ｕｎ－Ｒｎｕｎ），ｗｈ）－（ｐｎ－Ｒｎｐｎ，ｄｉｖｗｈ）＝ （ａ
－１（ｃｎ）－ａ－１（Ｃｎ））Ｒｎｕｎ，ｗ( )ｈ ，ｗｈ∈Ｗｎ．

由Ｂｒｅｚｚｉ引理可知：

‖Ｕｎ－Ｒｎｕｎ‖＋‖ｐｎ－Ｒｎｐｎ‖Ｋ‖Ｒｎｕｎ‖∞‖ｃｎ－Ｃｎ‖， ０ｎＮ． （２．５）
令

ｅｎ＝Ｃｎ－Ｒｎｃｎ，εｎ＝ｃｎ－Ｒｎｃｎ，αｎ＝∑ｎ－Ｒｎσｎ，βｎ＝σｎ－Ｒｎσｎ， ｎ＝０，１…Ｎ，

ｅ^ｎ＝Ｃ^ｎ－Ｒｎ＋１ｃｎ，ε^ｎ＝ｃｎ－Ｒｎ＋１ｃｎ，α^ｎ＝∑^ｎ－Ｒｎ＋１σｎ，β^ｎ＝σｎ－Ｒｎ＋１σｎ， ｎ＝０，１…Ｎ．
利用（１．１３），（１．１４），（２．３）式可知：


ｅｎ＋１－珓ｅ^ｎ
Δｔ

，ψ( )ｈ －（ｄｉｖαｎ＋１，ψｈ）＝ψ（ｘ，ｕｎ＋１）ｃｎ＋１τ
－
ｃｎ＋１－珋ｃｎ
Δｔ

，ψ( )ｈ ＋εｎ＋１－ε^ｎ
Δｔ

，ψ( )ｈ ＋
（ｇ（ｘ，ｔ，^Ｃｎ）－ｇ（ｘ，ｔ，ｃｎ＋１），ψｈ）＋

Ｒｎ＋１珓ｃｎ－珓ｃｎ
Δｔ

，ψ( )ｈ －

Ｒｎ＋１珋ｃｎ－珋ｃｎ
Δｔ

，ψ( )ｈ ＋珓ｃｎ－珋ｃｎ
Δｔ

，ψ( )ｈ ． （２．６）

由（１．１４），（２．４）可得：
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（Ｄ－１（Ｕｎ）αｎ＋１，ｚｈ）＋（ｅｎ＋１，ｄｉｖｚｈ）＝（（Ｄ－１（ｕｎ＋１）－Ｄ－１（Ｕｎ））Ｒｎ＋１σｎ＋１，ｚｈ）． （２．７）
取ψｈ＝ｅｎ＋１，ｚｈ＝αｎ＋１．将（２．６），（２．７）式合并得：


ｅｎ＋１－珓ｅｎ
Δｔ

，ｅｎ( )＋１ ＋（Ｄ
－１（Ｕｎ）ｎ＋１，ｎ＋１）＝

ψ（ｘ，ｕ
ｎ＋１）ｃ

ｎ＋１

τ
－
ｃｎ＋１－珋ｃｎ
Δｔ

，ｅｎ( )＋１ ＋
εｎ＋１－珋εｎ
Δｔ

，ｅｎ( )＋１ ＋

（ｇ（ｘ，ｔ，^Ｃｎ）－ｇ（ｘ，ｔ，ｃｎ＋１），ｅｎ＋１）＋（（Ｄ－１（ｕｎ＋１）－Ｄ－１（Ｕｎ））Ｒｎ＋１σｎ＋１，αｎ＋１）＋


Ｒｎ＋１珓ｃｎ－珓ｃｎ
Δｔ

，ｅｎ( )＋１ －
Ｒｎ＋１珋ｃｎ－珋ｃｎ
Δｔ

，ｅｎ( ){ }＋１ ＋
珓ｃｎ－珋ｃｎ
Δｔ

，ｅｎ( )＋１ ＝

Ｔ１＋Ｔ２＋Ｔ３＋Ｔ４＋Ｔ５＋Ｔ６．

Ｔ１｜‖ｅｎ＋１‖２＋ｋΔｔ‖
２ｃ
τ２‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ２）
， （２．８）

Ｔ２｜ｋ‖ｅｎ＋１‖
２＋Δｔ－２‖εｎ＋１－珋ε^ｎ‖( )２ ， （２．９）

Ｔ３｜ ｋ‖ ｅ^ｎ‖
２＋‖ε^ｎ‖２＋Δｔ∫

ｔｎ＋１

ｔｎ

ｃ
ｔ

２

ｄｔ＋‖ｅｎ＋１‖( )２ ， （２．１０）

Ｔ４｜ ｋｈ
２（ｋ＋１）
ｐ ‖ｐ‖２

Ｌ∞（Ｈｋ＋２）＋ｈ２
（ｌ＋１）
ｃ ‖ｃ‖２

Ｌ∞（Ｈｌ＋２）＋Δｔ∫
ｔｎ＋１

ｔｎ

ｕ
ｔ

２

ｄｔ＋‖ｅｎ‖( )２ ＋ε‖αｎ＋１‖２，

（２．１１）
Ｔ５｜ ｋ‖ｅｎ＋１‖

２＋Δｔ－２ｈ２（ｌ＋１）ｃ ‖ｃ‖２
Ｌ∞（Ｊｌ＋２( )） ， （２．１２）

Ｔ６｜ ｋｈ
２（ｋ＋１）
ｐ ‖ｐ‖２

Ｌ∞（Ｈｋ＋２）＋ｈ２
（ｌ＋１）
ｃ ‖ｃ‖２

Ｌ∞（Ｈｌ＋２）＋Δｔ∫
ｔｎ＋１

ｔｎ

ｕ
ｔ

２

ｄｔ＋‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ‖( )２ ．
（２．１３）


ｅｎ＋１－珓ｅ^ｎ
Δｔ

，ｅｎ＋( )１ ＋（Ｄ－１（Ｕｎ）αｎ＋１，αｎ＋１）
１
２Δｔ‖

ｅｎ＋１‖２
 －‖珓ｅ^ｎ‖

２[ ]
 ＋ｄ０‖αｎ＋１‖２

１
２Δｔ‖

ｅｎ＋１‖２
 －‖ ｅ^ｎ‖

２[ ]
 －ｋ‖ ｅ^ｎ‖２

ｃ＋ｄ０‖αｎ＋１‖２．

由以上可得：

‖ｅｎ＋１‖２
 －‖ ｅ^ｎ‖

２
 ＋ｄ０Δｔ‖αｎ＋１‖

２ ｋΔｔ‖ｅｎ＋１‖
２＋‖ ｅ^ｎ‖ ＋‖ｅｎ‖２＋‖ε^ｎ‖( )[ ]２ ＋

Δｔ２ ‖
２ｃ
τ２‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２
）

＋‖
ｕ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２( )
）

＋‖
ｕ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２
）

＋

Δｔ－１ ｈ２
（ｌ＋１）
ｃ ‖ｃ‖２

Ｌ∞（Ｈｌ＋２）＋‖εｎ＋１－珋ε^ｎ‖( )２ ＋Δｔｈ２（ｋ＋１）ｐ ‖ｐ‖２
Ｌ∞（Ｈｋ＋２）．

由等式（１．１２）可得：

（^ｅｎ－ｅｎ），ψ( )ｈ ＝ （^εｎ－εｎ），ψ( )ｈ ， ψｈ∈ψｎ＋１，

ξ‖ ｅ^ｎ‖
２
 －‖ｅｎ‖

２


１
１－ξ

‖ε^ｎ－εｎ‖２

，ξ∈（０，１），

ξ‖ｅｎ＋１‖
２
 －‖ｅｎ‖

２
 ＋ｄ０ξΔｔ‖αｎ＋１‖

２

ｋ
Δｔ‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ‖２＋ε^ｎ‖( )２ ＋Δｔ２ ‖

２ｃ
τ２‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２
）

＋‖
ｕ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２( )
）

＋‖
ｃ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２
）
＋

Δｔ－１ ｈ２
（ｌ＋１）
ｃ ‖ｃ‖２

Ｌ∞（Ｈｌ＋２）＋‖εｎ＋１－珋ε^ｎ‖( )２ ＋Δｔｈ２（ｋ＋１）ｐ ‖ｐ‖２
Ｌ∞（Ｈｋ＋２











）

＋

１
１－ξ

‖ε^ｎ－εｎ‖２
．

ηｎ＋１ ＝
１， 若ψｎ ＝ψｎ＋１， Ｚｎ ＝Ｚｎ＋１，

ξ， 若ψｎ≠ψｎ＋１， 或 Ｚｎ≠ Ｚｎ＋１{ ．
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ηｎ＋１‖ｅｎ＋１‖
２
 －‖ｅｎ‖

２
 ＋ηｎ＋１ｄ０Δｔ‖αｎ＋１‖

２
ｋΔｔ‖ｅｎ＋１‖２＋‖ｅｎ‖２＋‖ε^ｎ‖( )[ ]２ ＋

Δｔ２ ‖
２ｃ
τ２‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２
）
＋‖

ｕ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２
）
＋‖

ｃ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｊｎ，Ｌ
２( )
）

＋

Δｔ－１ ｈ２
（ｌ＋１）
ｃ ‖ｃ‖２

Ｌ∞（Ｈｌ＋２）＋‖εｎ＋１－珋ε^ｎ‖( )２ ＋

Δｔｈ２（ｋ＋１）ｐ ‖ｐ‖Ｌ∞（Ｈｋ＋２）＋
１

１－ηｎ＋１
‖ε^ｎ－εｎ‖２．

利用［７］１节中类似方法引理可得：

‖ｅｍ‖２＋∑
ｍ－１

ｎ＝０
Δｔ‖αｎ＋１‖２

ｋΔｔ
２

‖
２ｃ
τ２‖

２

Ｌ２（Ｌ２）
＋‖

ｕ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｌ２）
＋‖

ｃ
ｔ‖

２

Ｌ２（Ｌ２
( )

）

＋Δｔ－１ｈ２（ｌ＋１）ｃ ‖ｃ‖２
Ｌ∞（Ｈｌ＋２）＋ｈ２

（ｋ＋１）
ｐ ‖ｐ‖２

Ｌ∞（Ｈｋ＋２[ ]） ．
定理 ｛ｐ，ｕ，ｃ，σ｝则（１．２）～（１．５）的解｛Ｐ，Ｕ，Ｃ，∑｝是方法（１．１０）～（１．１５）的解，

则对于 ｋ１，ｌ１，ｈｃ，ｈｐ充分小并且假设Ａ成立时有

‖Ｐｍ －ｐｍ‖ ＋‖Ｕｍ －ｕｍ‖ ＋‖Ｃｍ －ｃｍ‖ ＋ ∑
ｍ

ｎ＝１
Δｔ‖∑ｎ－σｎ‖( )２ １?２



ｋ（Δｔ－１ｈｌ＋１ｃ ＋ｈｋ＋１ｐ ＋Δｔ）， ０ ｍ Ｎ．
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