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二分图中含有大圈的 ２因子
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（山东大学 数学与系统科学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个二分图，其顶点数目满足｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎ（ｋ＋１）ｓ＋１，ｓ和ｋ是满足ｓ３并且

ｋ１的两个正整数．定义σ１，１为图 Ｇ的属于不同分划中的不相邻顶点的最小度和，证明了如果σ１，１（Ｇ）２「（１－

１
ｓ）ｎ?＋２，则 Ｇ有一个２因子包含至少ｋ个圈，使得每个圈的长至少为２ｓ．
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３ａｎｄｋ１．Ｄｅｆｉｎｅσ１，１ａｓｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅｏｆｎｏｎａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆＧ．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｉｆσ１，１（Ｇ）２「（１－
１
ｓ）ｎ?＋

２，ｔｈｅｎＧｃｏｎｔａｉｎｓａ２ｆａｃｔｏｒｗｉｔｈａｔｌｅａｓｔｋｃｙｃｌｅｓ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆｅｖｅｒｙｃｙｃｌｅｉｓａｔｌｅａｓｔ２ｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｂａｌａｎｃｅｄｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ；ｃｙｃｌｅ；２ｆａｃｔｏｒ

１ 引言及主要结果

本文考虑的图均为没有环和重边的有限无向图．设 Ｇ是一个具有顶点集Ｖ（Ｇ）和边集 Ｅ（Ｇ）的图，对任
意的 ｕ∈Ｖ（Ｇ）和图 Ｇ的任意子图Ｈ，我们用 Ｎ（ｕ，Ｈ）表示包含在 Ｈ中的顶点ｕ的邻点集合．记 ｄ（ｕ，Ｈ）＝

｜Ｎ（ｘ，Ｈ）｜，则 ｄ（ｕ，Ｇ）即为顶点 ｕ在图Ｇ中的度．对任意的 ＳＶ（Ｇ），记 Ｇ［Ｓ］为 Ｓ导出的子图且令 Ｇ－
Ｓ＝Ｇ［Ｖ（Ｇ）＼Ｓ］．图 Ｇ的一个哈密顿圈为包含图Ｇ的所有顶点的圈．图 Ｇ的一个２因子即为图Ｇ的一个
２正则生成子图，很容易看到２因子的每个分支为一个圈．如果 Ｃ表示一个圈，则 ｌ（Ｃ）表示圈 Ｃ的长度，
亦即 Ｃ中顶点的个数，长为 ｋ的圈简记为ｋ圈，特别地我们用 Ｃ６表示长为６的圈．图 Ｇ的子图集合称为是
点不相交的仅当其中的任何两个子图在图 Ｇ中没有共同的顶点，本文中，相互独立的圈即为点不相交的
圈．对于图 Ｇ的两个子图Ｇ１和 Ｇ２，我们表示其一顶点在 Ｇ１中与另一顶点在 Ｇ２中的边集．对于一个子图

Ｈ，用 ｋＨ表示ｋ个相互独立的子图Ｈ，并且用 ＧｋＨ表示 ｋＨ是图 Ｇ的子图．分别用δ（Ｇ）和Δ（Ｇ）表示图
Ｇ的最小度和最大度．对二分图 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ），定义属于不同分划中的不相邻顶点的最小度和为：

σ１，１（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｄ（ｘ，Ｇ）＋ｄ（ｙ，Ｇ）｜ｘ∈Ｖ１，ｙ∈Ｖ２，ｘｙＥ（Ｇ）｝．
如果｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜，则我们称该二分图为均衡二分图．本文中没有说明的记法和术语等同于文献［１］．
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颜谨［２］考虑了均衡二分图中含有大圈的２因子的度条件，给出了下面的结果：
定理 Ａ［２］ 设 ｓ和ｋ是满足ｓ３并且 ｋ１的两个正整数，Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个二分图，其顶点数目

满足｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎｓｋ．如果δ（Ｇ）「（１－
１
ｓ）ｎ?＋１，则图 Ｇ包含一个２因子恰含ｋ个点不相交的圈，使

得每个圈的长度至少为２ｓ．
与此同时颜谨［３］考虑了Ｈ．Ｗａｎｇ［４］中定理５的度条件，并且证明了下面的定理：
定理 Ｂ［３］ 设 ｓ和ｋ是满足ｓ４并且 ｋ１的两个正整数，Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个二分图，其顶点数目

满足｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎｓｋ＋１．如果σ１，１（Ｇ）２「（１－
１
ｓ）ｎ?＋２，则图 Ｇ包含ｋ个长至少为２ｓ的点不相交的

圈．
在本文中，对应于定理Ｂ，我们首先考虑了 ｓ＝３时的情况，给出了均衡二分图 Ｇ含ｋ个相互独立的６圈

的最小度和条件，我们证明了下面的定理１，然后以定理Ｂ和定理１为基础，我们证明了定理２：
定理 １ 设 ｋ２是正整数，Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是二分图，并且｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎ３ｋ．如果σ１，１（Ｇ）

２「２３ｎ?＋２，则 Ｇ包含ｋ个长为６的相互独立的圈．

定理 ２ 设 ｓ和ｋ是满足ｓ３并且 ｋ１的两个正整数，Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个二分图，其顶点数目满

足｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎ（ｋ＋１）ｓ＋１．如果σ１，１（Ｇ）２「（１－
１
ｓ）ｎ?＋２，则 Ｇ有一个２因子包含至少ｋ个圈，使

得每个圈的长至少为２ｓ．

２ 几个引理

在本文中我们总是假定图 Ｇ是一个均衡二分图，其顶点数目满足条件｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎ３，且设 ｒ，ｓ和

ｔ是三个正整数．我们将用到下面的几个引理．
引理 ２．１ 设 Ｃ＝ａ１ｂ１…ａｔｂｔａ１是图 Ｇ中长为２ｔ的一圈使得ｔ＞ｓ，如果 Ｇ［Ｖ（Ｃ）］不包含 Ｃ′使得２ｓ

ｌ（Ｃ′）＜ｌ（Ｃ），则 ａｉｂｉ＋１Ｅ（Ｇ）对每一个 ｉ∈｛１，…ｔ｝都成立，其中 ｂｔ＋１＝ｂ１．
证明 如果 ａｉｂｉ＋１∈Ｅ（Ｇ），则得长为２ｔ－２的圈 Ｃ′＝ａ１ｂ１ａ２…ｂｉ－１ａｉｂｉ＋１ａｉ＋２…ｂｔａ１，并且 ｌ（Ｃ′）２ｓ，

矛盾．
引理 ２．２［４］ 设 ｔ＞ｓ是两个正整数，Ｃ是图Ｇ中的一个长为 ２ｔ的圈，ｗ是Ｇ－Ｖ（Ｃ）中的点．如果

ｄ（ｗ，Ｃ）＞（ｓ＋１）?２，则 Ｇ包含一个圈Ｃ使得２ｓｌ（Ｃ）＜２ｔ．
引理 ２．３［２］ 设 Ｐ是图Ｇ的一个哈密尔顿路，其端点分别为 ｘ和ｙ并且ｘ∈Ｖ１，ｙ∈Ｖ２．如果 ｄ（ｘ，Ｐ）＋

ｄ（ｙ，Ｐ）ｎ＋１，则图 Ｇ包含一个圈Ｃ使得Ｖ（Ｃ）＝Ｖ（Ｐ）．
引理 ２．４［５，８］ 设 Ｃ是图Ｇ的一个圈，Ｐ是Ｇ的一条路，它的两个端点分别为 ｕ∈Ｖ１和 ｖ∈Ｖ２，Ｖ（Ｃ）∩

Ｖ（Ｐ）＝．设 ｌ（Ｃ）＝２ｑ，如果有 ｄ（ｕ，Ｃ）＋ｄ（ｖ，Ｃ）ｑ＋１，则图 Ｇ包含一个圈Ｃ使得 Ｖ（Ｃ）＝Ｖ（Ｃ）∪
Ｖ（Ｐ）．
引理 ２．５［６］ 若对任一对不相邻的点 ｕ∈Ｖ１和 ｖ∈Ｖ２都有 ｄ（ｕ，Ｇ）＋ｄ（ｖ，Ｇ）ｎ＋１，则图 Ｇ是哈密

尔顿图．如果 ｄ（ｕ，Ｇ）＋ｄ（ｖ，Ｇ）ｎ＋２，则图 Ｇ是哈密尔顿连通的．
引理 ２．６［７］ 设 Ｐ＝ａ１ｂ１ａ２ｂ２ａ３ｂ３是图 Ｇ中的一条路，Ｃ是图Ｇ的一个６圈，使得 Ｐ和Ｃ是相互独立

的．假定 ｅ（Ｐ，Ｃ）１３．如果 ｄ（ａ１，Ｃ）＞０并且 ｄ（ｂ３，Ｃ）＞０，则有 Ｇ［Ｖ（Ｐ∪Ｃ）］２Ｃ６．
引理 ２．７［７］ 设 Ｐ＝ａ１ｂ１ａ２ｂ２ａ３ｂ３ａ４ｂ４是 Ｇ的一条路，Ｃ是图Ｇ的一个６圈，使得 Ｐ和Ｃ是相互独立

的．假定满足 ｅ（Ｐ，Ｃ）１７．则或者 Ｇ［Ｖ（Ｐ－ａ１－ｂ１）∪Ｖ（Ｃ）］２Ｃ６，或者 Ｇ［Ｖ（Ｐ－ａ１－ｂ４）∪Ｖ（Ｃ）］

２Ｃ６，或者 Ｇ［Ｖ（Ｐ－ａ４－ｂ４）∪Ｖ（Ｃ）］２Ｃ６．
引理 ２．８ 设 Ｐ＝ａ１ｂ１ａ２ｂ２ａ３ｂ３是图 Ｇ的一条路，Ｃ＝ｘ１ｙ１ｘ２ｙ２ｘ３ｙ３ｘ１是图 Ｇ的一个６圈．假定 Ｐ和

Ｃ是相互独立的且 Ｇ［Ｖ（Ｃ∪Ｐ）］不包含两个互相独立的 ６圈．如果满足ｄ（ａ１，Ｃ）＋ｄ（ｂ３，Ｃ）５，则

２ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷



Ｇ［Ｖ（Ｃ∪Ｐ）］中包含四对不相邻的顶点｛ｘｉ，ｙｉ｝使得 ｘｉ∈Ｖ１并且 ｙｉ∈Ｖ２，ｉ＝１，２，３，４．

证明 不失一般性，设 ｄ（ａ１，Ｃ）＝３并且｛ｂ３ｘ１，ｂ３ｘ２｝Ｅ（Ｇ），由于 Ｇ［Ｖ（Ｃ∪Ｐ）］中不包含两个互相

独立的６圈，因此 Ｎ（ｂ１，Ｃ）∩Ｎ（ｂ３，Ｃ）＝，于是 ｂ１ｘ２Ｅ（Ｇ）．另外｛ａ２ｙ２，ｂ２ｘ１｝Ｅ（Ｇ），要不然，我们可

以看到 Ｇ［Ｖ（Ｐ）∪Ｖ（Ｃ）包含两个相互独立的６圈：ａ１ｙ３ｘ３ｙ２ａ２ｂ１ａ１以及 ｂ２ｘ１ｙ１ｘ２ｂ３ａ３ｂ２．如果有 ａ２ｙ２

Ｅ（Ｇ）并且 ｂ２ｘ１Ｅ（Ｇ），则由于 ａ１ｂ３Ｅ（Ｇ），于是我们找到了四对满足条件的顶点｛ｂ１ｘ２，ａ２ｙ２，ｂ２ｘ１，

ａ１ｂ３｝．因此，我们不妨设 ａ２ｙ２∈Ｅ（Ｇ）并且 ｂ２ ｘ１Ｅ（Ｇ），由于 ａ１ｙ１ｘ２ｙ２ａ２ｂ１ａ１是一个 ６圈，因此

Ｇ［Ｖ（ｘ１ｙ３ｘ３）∪Ｖ（ｂ２ａ３ｂ３）］不包含６圈，于是 ｂ２ｘ３Ｅ（Ｇ），于是我们又找到了四对满足要求的顶点｛ｂ１ｘ２，

ｂ２ｘ２，ｂ２ｘ１，ａ１ｂ３｝．
引理 ２．９［４］ 假设 Ｃ是Ｇ中长为 ２ｔ的一个圈，使得 ｔ＞ｓ，ｘ和ｙ是Ｃ上的两个顺序相邻的点．如果

ｄ（ｘ，Ｃ）＋ｄ（ｙ，Ｃ）ｓ＋３，则 Ｇ［Ｖ（Ｃ）］包含一个圈 Ｃ′使得２ｓｌ（Ｃ′）＜２ｔ．
引理 ２．１０［４］ 假设 Ｃ１和 Ｃ２是 Ｇ的两个相互独立的圈满足ｌ（Ｃ１）＝２ｒ，ｌ（Ｃ２）＝２ｔ使得ｔｒ．如果

ｅ（Ｃ１，Ｃ２）２ｔ（ｓ－１）＋１，则 Ｇ［Ｖ（Ｃ１∪Ｃ２）］包含两个长度至少为 ２ｓ的相互独立的圈 Ｃ′１，Ｃ′２使得

ｌ（Ｃ′１）＋ｌ（Ｃ′２）＜２ｒ＋２ｔ．
引理 ２．１１［２］ 设 Ｐ＝ｘ１ｘ２…ｘｐ是 Ｇ中的一条路，满足 ｘ１∈Ｖ１，其中 ｐ＝２ｒ＋ｄ，ｄ＝０或者 １．令

ｙ∈Ｖ（Ｇ）－Ｖ（Ｐ）为 Ｖ２中的一个顶点．如果 ｄ（ｙ，Ｐ）＋ｄ（ｘ１，Ｐ）ｒ＋１，则 Ｇ含一条路Ｐ，使得 Ｖ（Ｐ）＝
Ｖ（Ｐ）∪｛ｙ｝．
引理 ２．１２［４］ 设 ｓ３是一个正整数，Ｃ是Ｇ中长为２ｓ的圈．令 ｘ和ｙ是Ｇ－Ｖ（Ｃ）中满足 ｘ∈Ｖ１和

ｙ∈Ｖ２的两个顶点．如果ｄ（ｘ，Ｃ）＋ｄ（ｙ，Ｃ）２ｓ－１，那么存在 Ｃ中的两个顶点 ｕ∈Ｖ１和 ｖ∈Ｖ２使得

Ｃ－ｕ＋ｘ包含长为２ｓ的圈并且ｕｙ∈Ｅ（Ｇ），Ｃ－ｖ＋ｙ包含长为２ｓ的圈并且ｖｘ∈Ｅ（Ｇ）．

３ 定理１的证明

我们证明 ＧｋＣ６，否则，由于 ｎ３ｋ，Ｇ不是完全图，于是可以假设 Ｇ是一个边极大反例，即对于任意

的 ｘ∈Ｖ１和 ｙ∈Ｖ２，如果 ｘｙＥ（Ｇ），则 Ｇ＋ｘｙｋＣ６，这意味着图 Ｇ包含 ｋ－１个互相独立的６圈，我们不
妨选择 ｋ－１个点不相交的６圈 Ｃ１，…Ｃｋ－１使得

Ｇ－Ｖ（∑
ｋ－１

ｉ＝１
ｌ（Ｃｉ））中的最长路尽可能长． （１）

不妨设 Ｈ＝Ｇ［∪
ｋ－１

ｉ＝１
Ｖ（Ｃｉ）］，Ｄ＝Ｇ－Ｖ（Ｈ），Ｖ（Ｄ）＝２ｔ．设 Ｐ＝ａ１ａ２…ａｐ为Ｄ中的最长路并且ａ１∈Ｖ１．显然

对于所有的 ｉ∈｛１，…ｋ－１｝，ｌ（Ｃｉ）＝６．于是 ｎ＝３（ｋ－１）＋ｔ，ｔ３．首先证明 Ｄ中存在哈密尔顿路，亦即

ｐ＝２ｔ．否则设 ｐ＜２ｔ．令 ｐ＝２ｒ＋δ，δ＝０或者１．则存在一顶点 ｖ∈（Ｖ２∩Ｖ（Ｄ－Ｖ（Ｐ）））．由（１）以及引理

２．１１，ｄ（ｖ，Ｐ）＋ｄ（ａ１，Ｐ）ｒ．容易得到 ｄ（ｖ，Ｄ－Ｖ（Ｐ））＋ｄ（ａ１，Ｄ－Ｖ（Ｐ））ｔ－ｒ．由于 ａ１ｖＥ（Ｇ），得
到

ｄ（ｖ，Ｈ）＋ｄ（ａ１，Ｈ）２「
２
３ｎ?＋２－（ｒ＋ｔ－ｒ）＝４（ｋ－１）＋

ｔ
３４（ｋ－１）＋１．

上式表明存在 Ｃｉ∈Ｈ使得ｄ（ｖ，Ｃｉ）＋ｄ（ａ１，Ｃｉ）５，由引理 ２．１２可知，存在顶点 ｘ０∈（Ｖ２∩Ｖ（Ｃｉ）），使得

Ｃ′ｉ＝Ｃｉ－ｘ０＋ｖ包含长为６的圈并且 ａ１ｘ０∈Ｅ（Ｇ）．用 Ｃ′ｉ代替Ｃｉ，我们得到 Ｄ中的一条路

Ｐ ＝ｘ０ａ１…ａｐ，
与（１）矛盾，于是 ｐ＝２ｔ．

下转由于 ｔ３，可以选择 Ｐ的一条子路Ｐ使得｜Ｖ（Ｐ）｜＝６，不妨设 Ｐ ＝ａ１ｂ１ａ２ｂ２ａ３ｂ３并且 ａ１∈
Ｖ１．由于 Ｇ［Ｖ（Ｄ）］不包含 ６圈并且 Ｄ中存在哈密尔顿路，很容易看到 ｄ（ａ１，Ｄ）＋ｄ（ｂ３，Ｄ）ｔ．从而 ｄ

（ａ１，Ｈ）＋ｄ（ｂ３，Ｈ）２「
２
３ｎ?＋２－ｔ４（ｋ－１）＋

ｔ
３４（ｋ－１）＋１，此式表明 Ｈ中存在某个６圈 Ｃｉ，不妨设
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为 Ｃ１，使得 ｄ（ａ１，Ｃ１）＋ｄ（ｂ３，Ｃ１）５，记 Ｃ１＝ｘ１ｙ１ｘ２ｙ２ｘ３ｙ３ｘ１并且 ｘ１∈Ｖ１，不失一般性，设 ｄ（ａ１，Ｃ１）＝３

并且｛ｂ３ｘ１，ｂ３ｘ２｝Ｅ（Ｇ），Ｐ′＝ｙ１Ｐｘ１．由于 Ｇ［Ｖ（Ｐ∪Ｃ）］不包含两个独立的６圈，由引理２．６，ｅ（Ｐ，
Ｃ１）１２，因此 ∑

ｘ∈Ｖ（Ｐ）
ｄ（ｘ，Ｃ１∪Ｐ）２６，从而 ∑

ｘ∈Ｖ（Ｐ′）
ｄ（ｘ，Ｃ１∪Ｐ）２６＋１２＝３８，由引理２．８，得到：

∑
ｘ∈Ｖ（Ｐ′）

ｄ（ｘ，Ｈ－Ｖ（Ｃ１））４「
２
３ｎ?＋８－３８４（４ｋ＋２）－３８＝１６（ｋ－２）＋２．

上式表明 Ｈ－Ｖ（Ｃ１）中存在某个 ６圈 Ｃｉ，不妨设为 Ｃ２，使得 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｐ′）

ｄ（ｘ，Ｃ２）１７，由引理 ２．７，或者

Ｇ［Ｖ（Ｐ′－ｘ１－ｂ３）∪Ｖ（Ｃ２）］２Ｃ６或者 Ｇ［Ｖ（Ｐ′－ｙ１－ａ１）∪Ｖ（Ｃ２）］２Ｃ６．前一种情况下，我们可以看到
ａ１ｙ１ｘ２ｙ２ｘ３ｙ３ａ１是一个６圈，后一种情况下，ｘ１ｂ３ｘ２ｙ２ｘ３ｙ３ｘ１是一个６圈，因此我们可以看到在任何情况下

都有 Ｇ［Ｖ（Ｃ１∪Ｃ２∪Ｐ）］３Ｃ６，从而 ＧｋＣ６，和假设矛盾，于是定理１证毕．

４ 定理２的证明

假设 ｓ３和 ｋ１是两个正整数，Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ）是一个二分图，满足｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜＝ｎ（ｋ＋１）ｓ＋１．
当 ｋ＝１时，由于σ１，１（Ｇ）＞ｎ＋１，则由引理２．５，Ｇ包含一个哈密顿圈，定理２成立．以下我们假定 ｋ２．由
定理１以及定理Ｂ［３］，二分图 Ｇ包含ｋ个相互独立的长度至少为２ｓ的圈．我们选择 ｋ个相互独立的长度至
少为２ｓ的圈Ｃ１，Ｃ２，…Ｃｋ使得

∑
ｋ

ｉ＝１
ｌ（Ｃｉ）尽可能小． （２）

在满足上述条件的前提下，我们选择 ｋ个相互独立的长度至少为２ｓ的圈Ｃ１，Ｃ２，…Ｃｋ使得

Ｇ－Ｖ（∪
ｋ

ｉ＝１
Ｃｉ）中的最长路尽可能长． （３）

我们先证明下面几个断言．很容易看到应用文献［２］中证明断言１的方法以及（２）（３），我们有断言１：

断言 １［２］ Ｇ包含ｋ个相互独立的长度至少为２ｓ的圈Ｃ１，Ｃ２，…Ｃｋ使得Ｇ－Ｖ（∪
ｋ

ｉ＝１
Ｃｉ）有一条哈密顿路．

由断言１，设 Ｐ＝ｘ１ｘ２…ｘ２ｄ为Ｇ－Ｖ（∪
ｋ

ｉ＝１
Ｃｉ）中的一条哈密尔顿路使得 ｘ１∈Ｖ１．记 ｌ（Ｃｉ）＝２ｎｉ，ｉ∈｛１，…

ｔ｝，Ｈ＝Ｇ［∪
ｋ

ｉ＝１
Ｖ（Ｃｉ）］，Ｄ＝Ｇ－Ｖ（Ｈ）并且｜Ｖ（Ｄ）｜＝２ｄ．如果 ｄ＝０，则定理２成立，故以下我们设 ｄ≠０．由

题设条件，ｎｉｓ对所有的ｉ∈｛１，…ｔ｝成立．我们首先证明下面的断言２．
断言 ２ Ｇ有一个２因子包含至少ｋ个圈，使得每个圈的长度至少为２ｓ．
证明 在满足上述假设（２）（３）的前提下，我们首先证明 ｄｓ＋１．假定 ｄｓ．不失一般性，设 ｌ（Ｃ１）

ｌ（Ｃ２）…ｌ（Ｃｋ）．我们断言 ｌ（Ｃｋ）＝２ｔ＞２ｓ．否则，ｌ（Ｃｋ）＝２ｓ，则 ｌ（Ｃ１）＝ｌ（Ｃ２）＝…＝ｌ（Ｃｋ）＝２ｓ，于是

ｎ＝ｋｓ＋ｄ（ｋ＋１）ｓ＜（ｋ＋１）ｓ＋１，矛盾．设 ｌ（Ｃｋ）＝ａ１ｂ１…ａｔｂｔａ１使得 ａ１∈Ｖ１．由引理 ２．１以及（２），

Ｇ［Ｖ（Ｃｋ）］包含 ｔ对不相邻的顶点｛ａｉ，ｂｉ＋１｝，ｉ∈｛１，…ｔ｝．由引理２．９以及（２）， ∑
ｘ∈Ｖ（Ｃｋ）

ｄ（ｘ，Ｃｋ）ｔ（ｓ＋２）．

最后由引理２．１０，对所有的 ｊ∈｛１，…ｋ－１｝，都有 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｃｋ）

ｄ（ｘ，Ｃｊ）２ｔ（ｓ－１）．于是

∑
ｘ∈Ｖ（Ｃｋ）

ｄ（ｘ，Ｄ）ｔ（２（ｓ－１）（ｋ＋１）＋２）－ｔ（ｓ＋２）－２ｔ（ｋ－１）（ｓ－１）．

由 ｎ（ｋ＋１）ｓ＋１，ｔ＞ｓｄ以及ｓ３，我们得到

∑
ｘ∈Ｖ（Ｃｋ）

ｄ（ｘ，Ｄ）ｔ（３ｓ－４）＞ｄ（ｓ＋１）．

即 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｄ）

ｄ（ｘ，Ｃｋ）＞ｄ（ｓ＋１），这说明存在 ｗ∈（Ｄ）使得 ｄ（ｗ，Ｃｋ）＞（ｓ＋１）?２．由引理２．２，Ｃｋ＋ｗ包含一个

圈Ｃ使得２ｓｌ（Ｃ）＜２ｔ，这与（２）矛盾．因此 ｄｓ＋１．
我们继续断言２的证明，因为 ｄｓ＋１，我们不妨设 ｘ１ｘ２ｄＥ（Ｇ）．要不然，断言２成立．同时 Ｇ［Ｖ（Ｄ）］

不包含哈密顿圈，由引理２．３，ｄ（ｘ１，Ｄ）＋ｄ（ｘ２ｄ，Ｄ）ｄ．于是，我们得到

ｄ（ｘ１，Ｈ）＋ｄ（ｘ２ｄ，Ｈ）２「（１－
１
ｓ）ｎ?＋２－ｄ２（１－

１
ｓ）∑

ｋ

ｉ＝１
ｎｉ＋２． （下转第３８页）
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（上接第３１页） 上式表明 Ｈ中存在某个Ｃｉ使得ｄ（ｘ１，Ｃｉ）＋ｄ（ｘ２ｄ，Ｃｉ）２（１－
１
ｓ）ｎｉ＋１＞ｎｉ＋１，由引理

２．４，Ｇ［Ｖ（Ｃｉ∪Ｐ）］包含一个哈密顿圈 Ｃｉ，于是 Ｃ１，…Ｃｉ－１，Ｃｉ，Ｃｉ＋１，…Ｃｋ即为Ｇ的一个２因子，使得每
个圈的长度至少为２ｓ．断言２证毕．

定理２的证明 由断言１以及断言２，Ｇ有一个２因子包含至少ｋ个圈，使得其中每个圈的长度至少为
２ｓ，我们完成了定理２的证明．
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