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二维扩散方程的一类交替分组方法
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摘要：利用第二类Ｓａｕｌ’ｙｅｖ型非对称格式，给出了二维扩散方程的一类交替分组方法，并证明了其绝对稳定性，最

后给出了数值实验的结果．
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０ 引言

扩散方程是一类重要的偏微分方程，可以描述热传导、气体的扩散运动，液体的渗透等物理现象，研究

其数值解法有重要意义．数值解法中显式方法便于计算，但稳定性差，隐式方法稳定性好，但不适合并行计
算．因此，构造具有稳定性好且具有并行本性的差分方法就有着重要的理论意义和现实意义．Ｄ．Ｊ．Ｅｖａｎｓ［１，２］

提出了率先提出了具有并行本性的交替分组差分格式，随后，张宝琳［３，４］等人作了进一步的研究，提出了交替

分段、分块的显隐方法．本文利用第二类 Ｓａｕｌ’ｙｅｖ型非对称格式，给出了二维扩散方程的一类交替分组格
式，并分析了该方法的稳定性；数值实验表明，该方法有较高的精度，是绝对稳定的，并且适合于并行计算．

考虑二维扩散方程的初边值问题：

ｕ
ｔ
＝

２ｕ
ｘ２

＋
２ｕ
ｙ２
，０ｘ１，０ｙ１，０ｔＴ，

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｆ（ｘ，ｙ），
ｕ（０，ｙ，ｔ）＝ｇ１（ｙ，ｔ），ｕ（１，ｙ，ｔ）＝ｇ２（ｙ，ｔ），

ｕ（ｘ，０，ｔ）＝ｆ１（ｘ，ｔ），ｕ（ｘ，１，ｔ）＝ｆ２（ｘ，ｔ）













．

（０．１）

将区域Ω：（０，１）×（０，１）×（０，Ｔ）网格剖分，为简便起见，将 ｘ轴和ｙ轴等分，记空间步长 ｈ＝Δｘ＝Δｙ＝
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１?ｍ，时间步长为τ＝Δｔ，ｘｉ＝ｉｈ（ｉ＝０，１，…ｍ），ｙｊ＝ｊｈ（ｊ＝０，１，…ｍ），ｔｎ＝ｎτ（ｎ＝０，１，…Ｔ?τ）．上述问题在
（ｊｈ，ｊｈ，ｎτ）的数值解记为 ｕｎｉ，ｊ，简记为（ｉ，ｊ，ｎ），精确解为 ｕ（ｘｉ，ｙｊ，ｔｎ），记 ｒ＝τ?ｈ２．

１ 交替分组方法

１．１ 基本格式

利用第二类Ｓａｕｌ’ｙｅｖ型非对称格式，构造本文的１６种基本格式（图１１６）：

（１＋ｒ）ｕｎ＋１ｉ，ｊ－
ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋１＝ｒｕ

ｎ
ｉ－１，ｊ＋ｒｕ

ｎ
ｉ，ｊ－１＋（１－３ｒ）ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋１＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ， （１．１）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ，ｊ＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ－ｒｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋１＝ｒｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ－１＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋１，（１．２）

－ｒｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ－
ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋１＝ｒｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ－１＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋１，（１．３）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋（１＋ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋３，ｊ－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋３，ｊ＋１＝ｒｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ－１＋（１－３ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋１＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ，（１．４）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ，ｊ＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ，ｊ＋１－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋１－ｒｕｎ＋１ｉ，ｊ＋２＝ｒｕ

ｎ
ｉ－１，ｊ＋１＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋１＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋１，（１．５）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋（１＋３ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋１－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋１－ｒｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋１－ｒｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋２＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋１＋（１－ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋１，

（１．６）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ－ｒｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋１＋（１＋３ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋１－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋３，ｊ＋１－ｒｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋２＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋１＋（１－ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋１，

（１．７）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ＋３，ｊ－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋１＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋３，ｊ＋１－ｒｕｎ＋１ｉ＋３，ｊ＋２＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋１＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋１＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋１，

（１．８）

－ｒｕｎ＋１ｉ，ｊ＋１＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ，ｊ＋２－
ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋２－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋３＝ｒｕ

ｎ
ｉ－１，ｊ＋２＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋３，（１．９）

－ｒｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋１－
ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋２＋（１＋３ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋２－ｒｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋２－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋３＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋２＋（１－ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋３，

（１．１０）

－ｒｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋１－ｒｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋２＋（１＋３ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋２－
ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋３，ｊ＋２－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋３＝（１－ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋３，

（１．１１）

－ｒｕｎ＋１ｉ＋３，ｊ＋１－
ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋２＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋３，ｊ＋２－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋３，ｊ＋３＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋２＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋３＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋２，

（１．１２）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ，ｊ＋２＋（１＋ｒ）ｕｎ＋１ｉ，ｊ＋３－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋３＝ｒｕ

ｎ
ｎ－１，ｊ＋３＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋２＋（１－３ｒ）ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋３＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋２＋ｒｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋４，

（１．１３）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ＋１，ｊ＋２－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ，ｊ＋３＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋３－ｒｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋３＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋３＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋３＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋４，

（１．１４）

－ｒ２ｕ
ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋２－ｒｕｎ＋１ｉ＋１，ｊ＋３＋（１＋２ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋２，ｊ＋３－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋３，ｊ＋３＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋２＋（１－２ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋３＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋３＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋４，

（１．１５）

－ｒ２ｕ
ｎ＋！
ｉ＋３，ｊ＋２－

ｒ
２ｕ

ｎ＋１
ｉ＋２，ｊ＋３＋（１＋ｒ）ｕｎ＋１ｉ＋３，ｊ＋３＝

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋２＋

ｒ
２ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋３＋（１－３ｒ）ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋３＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋３＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋４．

（１．１６）
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１．２ 基本分组情况

令内点数 ｍ－１＝４ｐ＋２（ｐ为整数），已知第 ｎ层上的解，要计算第 ｎ＋１和第 ｎ＋２层上的数值解，构造
连续两层独立计算交替分组格式如图１７和图１８所示：

图１７ ｎ＋１层分组情况
Ｆｉｇ．１７ Ｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎｇａｔｎ＋１ｌｅｖｅｌ

图１８ ｎ＋２层分组情况
Ｆｉｇ．１８ Ｔｈｅｇｒｏｕｐｉｎｇａｔｎ＋２ｌｅｖｅｌ

１．３ 基本点组求解格式的构造

下面介绍用到的基本点组．
（１６点组）：基本的Ｎ点组共有１６个内点，横向和纵向内点分布数相同，按照先横向后纵向的排列顺序，

依次运用格式（１．１）～（１．１６）．这样组合的目的有两个：其一，分组计算以达到并行目的；其二，单个非对称
格式（１．１）～（１．１６）产生的误差经组合后可部分抵消，从而可显著提高求解精度．

若设珔ｕｎｉ，ｊ＝（ｕｎｊ，ｕｎｊ＋１，ｕｎｊ＋２，ｕｎｊ＋３）Ｔ，ｕｎｊ＋ｋ＝（ｕ
ｎ
ｉ，ｊ＋ｋ，ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋ｋ，ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋ｋ，ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋ｋ）

Ｔ，ｋ＝０，１，２，３，
珚Ｆｎｉ，ｊ＝（Ｆｎｊ，Ｆｎｊ＋１，Ｆｎｊ＋２，Ｆｎｊ＋３）Ｔ，Ｆｎｊ＝（ｒｕ

ｎ
ｉ－１，ｊ＋ｒｕ

ｎ
ｉ，ｊ－１，ｒｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ－１，ｒｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ－１，ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ－１）

Ｔ，

Ｆｎｊ＋１＝（ｒｕ
ｎ
ｉ－１，ｊ＋１，０，０，ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋１）

Ｔ，Ｆｎｊ＋２＝（ｒｕ
ｎ
ｉ－１，ｊ＋２，０，０，ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋２）

Ｔ，

Ｆｎｊ＋３＝（ｒｕ
ｎ
ｉ－１，ｊ＋３＋ｒｕ

ｎ
ｉ，ｊ＋４，ｒｕ

ｎ
ｉ＋１，ｊ＋４，ｒｕ

ｎ
ｉ＋２，ｊ＋４，ｒｕ

ｎ
ｉ＋３，ｊ＋４＋ｒｕ

ｎ
ｉ＋４，ｊ＋３）

Ｔ．
则１６点格式为：
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（Ｉ＋ｒＡ１）珔ｕｎ＋１ｉ，ｊ＝（Ｉ－ｒＢ１）珔ｕ
ｎ
ｉ，ｊ＋珚Ｆ

ｎ
ｉ，ｊ． （１．１７）

令 Ｃ１１＝
１ －１?２[ ]－１?２ ２

，Ｃ１２＝
２ －１?２[ ]－１?２ １

，Ｃ１３＝
０ －１[ ]０ ０

，Ｃ１４＝
－１?２ ０[ ]０ －１?２

，Ｃ１５＝
－１[ ]０ ，有：

Ａ１＝

Ａ１１ Ａ１２
Ａ１２ Ａ１３ Ａ１４

Ａ１４ Ａ１３ Ａ１２
Ａ１２ Ａ













１１ １６×１６

，Ｂ１＝

Ｂ１１ Ｂ１２
Ｂ１２ Ｂ１３

Ｂ１３ Ｂ１２
Ｂ１２ Ｂ













１１ １６×１６

，Ａ１１＝
Ｃ１１ ＣＴ１３
Ｃ１３ Ｃ[ ]

１２

，

Ａ１２＝
Ｃ１４ ０
０ Ｃ[ ]

１４

，
Ａ１３＝Ｉ＋Ａ１１
Ａ１４＝２Ａ{

１２

；Ｂ１１＝Ｉ＋
Ｃ１２ ０
０ Ｃ[ ]

１１

，Ｂ１２＝
Ｃ１４ ０
０ Ｃ[ ]

１４

，Ｂ１３＝Ｂ１１－Ｉ．

（Ｌｘ组）：按照先横向后纵向顺序运用格式（１．３），（１．４），（１．７），（１．８），（１．１１），（１．１２），（１．１５），（１．１６）．
若设珋ｖｎ＋１ｉ，ｊ＝（ｖｎ＋１ｊ ，ｖｎ＋１ｊ＋１，ｖｎ＋１ｊ＋２，ｖｎ＋１ｊ＋３）Ｔ，其中 ｖｎ＋１ｊ＋ｋ＝（ｖｎ＋１１，ｊ＋ｋ，ｖｎ＋１２，ｊ＋ｋ）Ｔ，ｋ＝０，１，２，３，

珚ｗｎｉ，ｊ＝（ｗｎｊ，ｗｎｊ＋１，ｗｎｊ＋２，ｗｎｊ＋３）Ｔ，ｗｎｊ＝（ｒｕｎ１，ｊ－１＋ｒｕｎ＋１０，ｊ，ｒｕｎ２，ｊ－１＋ｒｕｎ３，ｊ）Ｔ，ｗｎｊ＋１＝（ｒｕｎ＋１０，ｊ＋１，ｒｕｎ３，ｊ＋１）Ｔ，

ｗｎｊ＋２＝（ｒｕｎ＋１０，ｊ＋２，ｒｕｎ３，ｊ＋２）Ｔ，ｗｎｊ＋３＝（ｒｕｎ＋１０，ｊ＋３＋ｒｕｎ１，ｊ＋４，ｒｕｎ２，ｊ＋４＋ｒｕｎ３，ｊ＋３）Ｔ，
则有

（Ｉ＋ｒＡ２）珋ｖｎ＋１ｉ，ｊ＝（Ｉ－ｒＢ２）珋ｖ
ｎ
ｉ，ｊ＋珚ｗ

ｎ
ｉ，ｊ． （１．１８）

Ａ２＝
Ａ２１ Ａ２２
Ａ２３ Ａ[ ]

２４ ８×８

，Ｂ２＝
Ｂ２１ Ｏ
Ｏ Ｂ[ ]

２２ ８×８

，Ｂ２１＝
Ｉ＋Ｃ１１ Ｃ１４
Ｃ１４ Ｃ[ ]

１１

，Ｂ２２＝
Ｃ１１ Ｃ１４
Ｃ１４ Ｉ＋Ｃ[ ]

１１

，

Ａ２１＝
Ｃ１２ Ｃ１４
Ｃ１４ Ｉ＋Ｃ[ ]

１２

，Ａ２２＝
０ ０
２Ｃ１４

[ ]０，Ａ２３＝ＡＴ２２，Ａ２４＝
Ｉ＋Ｃ１２ Ｃ１４
Ｃ１４ Ｃ[ ]

１２
．

（其它点组）：对Ｌｙ组、Ｒｘ组、Ｒｙ组格式的运用，分别取１６点组的上半部、左半部、下半部；而对Ｇ组和Ｈ
组，分别取１６点组的右上角和左下角．
１．４ 交替分组总求解格式的构造

按照前面的分组模式，设珔ｕｎ＝（珔ｕｎ１，珔ｕｎ５，珔ｕｎ９，…珔ｕ
ｎ
ｍ－６，珔ｕ

ｎ
ｍ－２）

Ｔ，珔ｕｎｊ＝（珔ｕｎ１，ｊ，珔ｕｎ５，ｊ，珔ｕｎ９，ｊ，…珔ｕ
ｎ
ｍ－２）

Ｔ，珔ｕｎｊ＝（珔ｕｎ１，ｊ，

珔ｕｎ５，ｊ，珔ｕｎ９，ｊ，…珔ｕ
ｎ
ｍ－６，ｊ，珔ｕ

ｎ
ｍ－２，ｊ）

Ｔ，ｊ＝１，５，９，…ｍ－６；其中珔ｕｎｉ，ｊ（ｉ＝１，５，……ｍ－６）定义如前，

珔ｕｎｍ－２，ｊ＝（ｕ
ｎ
ｍ－２，ｊ，ｕ

ｎ
ｍ－１，ｊ，ｕ

ｎ
ｍ－２，ｊ＋１，ｕ

ｎ
ｍ－１，ｊ＋１，ｕ

ｎ
ｍ－２，ｊ＋２，ｕ

ｎ
ｍ－１，ｊ＋２，ｕ

ｎ
ｍ－２，ｊ＋３，ｕ

ｎ
ｍ－１，ｊ＋３）

Ｔ；

珔ｕｎｍ－２＝（珔ｕｎ１，ｍ－２，珔ｕｎ５，ｍ－２，珔ｕｎ９，ｍ－２，…珔ｕ
ｎ
ｍ－６，ｍ－２，珔ｕ

ｎ
ｍ－２，ｍ－２）

Ｔ，

珔ｕｎｉ，ｍ－２＝（ｕ
ｎ
ｉ，ｍ－２，ｕ

ｎ
ｉ，ｍ－１，ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｍ－２，ｕ

ｎ
ｉ＋１，ｍ－１，ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｍ－２，ｕ

ｎ
ｉ＋２，ｍ－１，ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｍ－２，ｕ

ｎ
ｉ＋３，ｍ－１）

Ｔ，ｉ＝１，５，９，…ｍ－６

珔ｕｎｍ－２，ｍ－２＝（ｕ
ｎ
ｍ－２，ｍ－２，ｕ

ｎ
ｍ－２，ｍ－１，，ｕ

ｎ
ｍ－１，ｍ－２，ｕ

ｎ
ｍ－１，ｍ－１）

Ｔ，

则有连续两层上的交替分组计算格式：

（Ｉ＋ｒＧ１）珔ｕｎ＋１＝（Ｉ－ｒＧ２）珔ｕｎ＋ｂｎ１，

（Ｉ＋ｒＧ２）珔ｕｎ＋２＝（Ｉ－ｒＧ１）珔ｕｎ＋１＋ｂｎ２{ ．
（１．１９）

其中 ｂｎ１和 ｂｎ２为已知的向量．设（ｍ－１）２＝ａ，２（ｍ－３）＋４＝ｂ，４（ｍ－３）＋８＝ｃ，则有：

Ｇ１＝

Ｇ１１
Ｇ１１

…

Ｇ１１
Ｇ















１２ ａ×ａ

，Ｇ１１＝

Ａ１
Ａ１

…

Ａ１
Ａ















３ ｃ×ｃ

，

Ｇ１２＝

Ａ３
Ａ３

…

Ａ３
Ａ















４ ｂ×ｂ

，Ａ３＝
Ａ３１ Ａ３２
Ａ３３ Ａ[ ]

３４ ８×８

，
Ａ３１＝Ｂ２２
Ａ３３＝ＡＴ

{
２２

，
Ａ３２＝Ａ２２
Ａ３４＝Ｂ{

２１

，
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Ａ４＝Ｂ２２
Ｂ４＝Ａ{

２４

，

Ｇ２＝

Ｐ ＭＴ

Ｍ Ｐ ＭＴ

… … …

Ｍ Ｐ ＭＴ

Ｍ Ｐ ＮＴ



















Ｎ Ｑ ａ×ａ

，Ｐ＝

Ｐ１ ＥＴ１
Ｅ１ Ｐ１ ＥＴ１

… … …

Ｅ１ Ｐ１ ＥＴ１
Ｅ１ Ｐ１ ＦＴ１

Ｆ１ Ｐ



















２ ｃ×ｃ

，

Ｑ＝

Ｑ１ ＥＴ２
Ｅ２ Ｑ１ ＥＴ２

… … …

Ｅ２ Ｑ１ ＥＴ２
Ｅ２ Ｑ１ ＦＴ２

Ｆ２ Ｑ



















２ ｂ×ｂ

，Ｐ１＝

Ｐ１１ Ｐ１２ Ｏ Ｏ
Ｐ１２ Ｐ１３ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｏ Ｐ１３ Ｐ１２
Ｏ Ｏ Ｐ１２ Ｐ













１１ １６×１６

，Ｐ２＝
Ｐ２１ Ｏ
Ｏ Ｐ[ ]

２２

，

Ｐ１１＝
Ｉ＋Ｃ１２ Ｏ
Ｏ Ｉ＋Ｃ[ ]

１１

，Ｐ１２＝
Ｃ１４ Ｏ
Ｏ Ｃ[ ]

１４

，Ｐ１３＝
Ｃ１，２ Ｏ
Ｏ Ｃ１，

[ ]
１

，
Ｐ２，１＝Ａ２，４，

Ｐ２，２＝Ａ２，{
１

，

Ｅ１＝

Ｅ１，１
Ｅ１，１

Ｅ１，１
Ｅ１，












１ １６×１６

，Ｆ１＝

Ｆ１，１
Ｆ１，１

Ｆ１，１
Ｆ１，












１ ８×１６

，

Ｅ１，１＝
Ｏ Ｃ１，３[ ]Ｏ Ｏ ４×４

，Ｆ１，１＝［Ｏ Ｃ１３］２×４，Ｅ２＝
Ｏ ２Ｃ１，４[ ]Ｏ Ｏ ４×８

，Ｑ１＝Ｐ２，Ｑ２＝Ａ２，４，

Ｍ＝

Ｍ１
…

Ｍ１
Ｍ











２ ｃ×ｃ

，

Ｍ１＝
Ｏ Ｍ１，１[ ]Ｏ Ｏ １６×１６

Ｍ１，１＝
２Ｃ１，４ Ｏ
Ｏ ２Ｃ１，

[ ]
４










４×４

，Ｍ２＝
Ｏ ２Ｃ１，４[ ]Ｏ Ｏ ８×８

，

Ｎ＝

Ｎ１
…

Ｎ１
Ｎ











２ ｃ×ｂ

，
Ｎ１＝［Ｏ Ｎ１１］８×１６
Ｎ２＝［Ｏ Ｎ２１］４×８{ ，

Ｎ２，１＝

－１ ０
０ ０
０ －１











０ ０

，Ｎ１，１＝

Ｃ１５
Ｃ１５

Ｃ１５
Ｃ













１５

．

２ 稳定性分析

Ｋｅｌｌｏｇ引理［５］ 设 ｒ＞０，矩阵 Ｇ是非负定实阵，则成立

‖（Ｉ＋ｒＧ）－１‖２１，

‖（Ｉ－ｒＧ）（Ｉ＋ｒＧ）－１‖２
{ １．

（２．１）

从矩阵的构造过程易知矩阵 Ｇ１和 Ｇ２都是对角占优的，即矩阵 Ｇ１和 Ｇ２都是非负定实矩阵，所以

‖（Ｉ＋ｒＧ１）－１‖２１，‖（Ｉ－ｒＧ１）（Ｉ＋ｒＧ１）－１‖２１；‖（Ｉ＋ｒＧ２）－１‖２１，‖（Ｉ－ｒＧ２）（Ｉ＋ｒＧ２）－１‖２
１．设 ｎ为偶数，有 ｕｎ＝Ｇｕｎ－２，其中 Ｇ＝（Ｉ＋ｒＧ２）－１（Ｉ－ｒＧ１）（Ｉ＋ｒＧ１）－１（Ｉ－ｒＧ２）为增长矩阵，记珚Ｇ＝（Ｉ＋
ｒＧ２）Ｇ（Ｉ＋ｒＧ２）－１＝（Ｉ－ｒＧ１）（Ｉ＋ｒＧ１）－１（Ｉ－ｒＧ２）（Ｉ＋ｒＧ２）－１，显然有ρ（Ｇ）＝ρ（珚Ｇ）‖珚Ｇ‖２１，所以
由（１．１９）式定义的交替分组方法绝对稳定．从而得到下面的定理：

定理 由（１．１９）式定义的交替分组方法是绝对稳定的．
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３ 数值算例

考虑如下初边值问题：

ｕ
ｔ
＝

２ｕ
ｘ２

＋
２ｕ
ｙ２
，０ｘ１，０ｙ１，０ｔＴ，

ｕ（ｘ，ｙ，０）＝ｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ），
ｕ（０，ｙ，ｔ）＝０，ｕ（１，ｙ，ｔ）＝０，
ｕ（ｘ，０，ｔ）＝０，ｕ（ｘ，１，ｔ）＝０













，

（３．１）

其精确解［３］为 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｅ－２π
２ｔｓｉｎ（πｘ）ｓｉｎ（πｙ），下面将本文提出的交替分组求解方法（１．１９）算得的数值结

果与文献［３］的结果及精确解作了比较．其中 Ａ．Ｅ和 Ｐ．Ｅ表示本文方法的绝对误差和相对误差；Ａ．Ｅ［３］和
Ｐ．Ｅ［３］表示文献［３］方法的绝对误差和相对误差；Ｅｘａｃｔ表示精确解．

（１）表１给出了 ｒ＝０．４，ｍ＝１９，ｈ＝１?１９，τ＝ｒ?３６１，ｔ＝３９０τ，ｙ＝１６ｈ时本文格式与文献［３］提出的
格式数值结果比较，可以发现，本文所采用的格式具有较高的数值求解精度．

表１ ｒ＝０．４，ｍ＝１９，ｈ＝１?１９，τ＝ｒ?３６１，ｔ＝３９０τ，ｙ＝１６ｈ时与文献［３］的数值比较结果
Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｔｈｅｓｉｓ［３］ａｔｒ＝０．４，ｍ＝１９，ｈ＝１?１９，τ＝ｒ?３６１，ｔ＝３９０τ，ｙ＝１６ｈ

Ｅｒｒｏｒ
ｘ

６ｈ ７ｈ ８ｈ ９ｈ １０ｈ １１ｈ １２ｈ
Ａ．Ｅ １．１８５×１０－７ ８．０８×１０－８ １．０５×１０－７ １．０８８×１０－７ ９．４８×１０－８ １．０２２×１０－７ ８．８２×１０－８

Ｐ．Ｅ １．５０６×１０－１ ９．３８５×１０－２ １．１５２×１０－２ １．１６２×１０－１ １．１０２×１０－１ １．１２１×１０－１ １．０２５×１０－１

Ａ．Ｅ［３］ ６．６７７×１０－７ ６．４８８×１０－７ ７．８００×１０－７ ７．８８１×１０－７ ７．６５１×１０－７ ７．０９９×１０－７ ６．５２０×１０－７

Ｐ．Ｅ［３］ ８．４８７×１０－１ ７．５３９×１０－１ ８．５６２×１０－１ ８．４１５×１０－１ ８．１６８×１０－１ ７．７９３×１０－１ ７．５７６×１０－１

Ｅｘａｃｔ ７．８６７×１０－５ ８．６０７×１０－５ ９．１１１×１０－５ ９．３６６×１０－５ ９．３６６×１０－５ ９．１１１×１０－５ ８．６０７×１０－５

（２）图１９给出了 ｒ＝０．４，ｍ＝２３，ｈ＝１?２３，τ＝ｒ?３６１，ｔ＝３９０τ，ｙ＝１６ｈ时数值解与精确解的比较，可
以发现用本文给出的分组格式所求的数值解与精确解十分吻合．

图１９ ｒ＝０．４，ｍ＝２３，ｈ＝１?２３，τ＝ｒ?３６１，ｔ＝３９０τ，ｙ＝１６ｈ数值解与精确解比较图
Ｆｉｇ．１９ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｅｘａｃｔｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｒ＝０．４，ｍ＝２３，ｈ＝１?２３，τ＝ｒ?３６１，ｔ＝３９０τ，ｙ＝１６ｈ
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