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摘要：对二维两阶不定椭圆问题的基于 Ｐ１非协调元的有限体积元方法给出了两层网格算法，并得到在 Ｈ１范数意

义下两层网格算法的收敛性估计：‖ｕｈ－ｕｈ‖１，ｈ≤ＣＨ２‖ｆ‖１，‖ｕ－ｕｈ‖１，ｈ≤Ｃ（ｈ＋Ｈ２）‖ｆ‖１。
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０ 引言

作为一种非常重要的求解微分方程（组）的数值方法，有限体积元方法在流体力学等实际问题的计算中

得到了广泛的应用，也取得了令人满意的数值结果。另外，近三十年来，有限体积元方法的理论研究越来越

受到国内外著名学者的重视，得到了许多重要而又意义的研究成果。

对两阶对称正定椭圆问题，Ｃｈａｔｚｉｐａｎｔｅｌｉｄｉｓ考虑了 Ｐ１非协调元的有限体积元法
［１］，得到了最优阶 Ｌ２范

数和 Ｈ１范数的误差估计；对于两阶非对称和不定椭圆问题，毕春加和芮洪兴在最小正则性的假设下，得到
了 Ｐ１非协调元有限体积元方法解得存在性、惟一性和一致收敛性

［２］。

两层网格算法由许进超教授提出［３５］。后来，许多著名学者对两层网格算法进行研究，有非线性椭圆问

题［６］，非线性抛物问题［７，８］，ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ问题［９，１０］等。

对于不定问题，两层网格算法能够将细网格上不定问题的求解转化为粗网格上不定问题的求解和细网

格上正定问题的求解。对于非线性问题，两层网格算法能够将细网格上非线性问题的求解转化为粗网格上

非线性问题的求解和细网格上线性化问题的求解。目前，关于有限体积元方法的两层网格算法已有部分结
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果［１，１１］。

本文讨论的是求解二维两阶不定椭圆问题的基于 Ｐ１非协调元的有限体积元方法的两层网格算法。两
层网格算法基于粗网格和细网格两个有限元空间。两层网格算法的基本思想是，将细网格上求解的非对称

和不定问题转化为粗网格上规模较小的非对称和不定问题的求解和细网格上对称正定问题的求解，从而可

以利用一些针对正定问题求解的高效的迭代算法求解细网格上的正定线性方程组，提高计算效率。

１ 有限体积元方法

考虑以下椭圆问题：

－（Ａ（ｘ）ｕ）＋ｂ（ｘ）·ｕ＋ｃ（ｘ）ｕ＝ｆ，ｉｎΩ
ｕ＝０，ｏｎ{

Ω
， （１１）

其中，ΩＲ２是凸多边形区域。假定 Ａ＝（ａｉｊ（ｘ））２ｉ，ｊ＝１是Ω 上对称并且一致正定的矩阵函数，ａｉｊ∈
Ｗ１，∞（珚Ω），１≤ｉ，ｊ≤２，即存在正常数α１和α２满足

α１ξ
Τ
ξ≤ξΤＡξ≤α２ξΤξ，ξ＝（ξ１，ξ２）∈Ｒ

２。 （１２）
假定 ｂ（ｘ）∈（Ｗ１，∞（珚Ω））２，ｃ（ｘ）∈Ｌ∞（珚Ω），

问题（１１）的弱形式是：求 ｕ∈Ｈ１０（Ω）满足

ａ（ｕ，ｖ）＝（ｆ，ｖ），ｖ∈Ｈ１０（Ω）， （１３）
其中

ａ（ｕ，ｖ）＝∫Ω（Ａｕ·ｖ＋ｂ·ｕｖ＋ｃｕｖ）ｄｘ；（ｆ，ｖ）＝∫Ωｆｖｄｘ。
对于多边形区域，假定它的剖分 Ｔｈ是拟正则的，即珚Ω ＝∪

Ｋ∈Ｔｈ
Ｋ，存在与 ｈ无关的两个正常数Ｃ１和 Ｃ２，使

得

Ｃ１ｈ２≤ａｒｅａ｛Ｋ｝≤ Ｃ２ｈ２，Ｋ∈ Ｔｈ，
其中 ｈＫ ＝ｄｉａｍ（Ｋ），ｈ＝ｍａｘ

Ｋ∈Ｔｈ
ｈＫ。

定义ＣＲ节点为 Ｔｈ中三角形单元边的中点。分别用ΩＣＲ和ΩＣＲ表示珚Ω和Ω上ＣＲ节点的全体。
定义ＣｒｏｕｚｅｉｘＲａｖｉａｒｔ（Ｐ１非协调元）有限元空间如下：

Ｓｈ ＝ ｖ∈ Ｌ２（Ω）：ｖＫ是线性的，Ｋ∈ Ｔｈ，ｖ在ΩＣＲ ＼ΩＣＲ上是连续的，在ΩＣＲ上 ｖ＝{ }０。
对函数 ｖ∈ Ｓｈ




，引入下列范数和半范数：




ｖ
１，ｈ
＝ ∑

Ｋ∈Ｔ




ｈ




ｖ
２

Ｈ１（Ｋ
( )

）

１
２
， ｖ

１，ｈ
＝ ∑

Ｋ∈Ｔｈ

ｖ
２

Ｈ１（Ｋ
( )

）

１
２
。

为了简化符号，在可能的情况下，省去下标Ω，即‖ｕ‖ ｓ＝‖ｕ‖ｓ，Ω，ｕ∈ Ｈ
Ｓ（Ω）。

问题（１３）的有限元方法是：求 ｕｈ ∈ Ｓｈ使得

ａ（ｕｈ，ｖｈ）＝（ｆ，ｖｈ），ｖｈ∈ Ｓｈ， （１４）
其中 ａ（·，·）定义如下

ａ（ｖｈ，ｗｈ）＝ａ
（２）（ｖｈ，ｗｈ）＋ａ

（１）（ｖｈ，ｗｈ）＋ａ
（０）（ｖｈ，ｗｈ），

ａ（２）（ｖｈ，ｗｈ）＝∑
Ｋ∈Ｔｈ
∫Ｋ
Ａｖｈ·ｗｈｄｘ，

ａ（１）（ｖｈ，ｗｈ）＝∑
Ｋ∈Ｔｈ
∫Ｋ
ｂ·ｖｈｗｈｄｘ，

ａ（０）（ｖｈ，ｗｈ）＝∫Εｃｖｈｗｈｄｘ。
作为辅助工具，在 Ｔｈ上引入线性协调有限元空间Ｗｈ Ｈ１０（Ω），

Ｗｈ ＝ ｖｈ∈ Ｃ（Ω）：ｖｈ Ｋ是线性的Ｋ∈ Ｔｈ，并且 ｖｈ Ω ＝{ }０。
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明显地，Ｗｈ Ｓｈ。
为了描述有限体积元方法，首先构造初始剖分 Ｔｈ的对偶剖分Ｔｈ，对偶剖分的构造方法与［４］相同。给定

三角形单元Ｋ∈Ｔｈ，Ｅ（Ｋ）表示单元Ｋ的三条边的集合，ＥＨ ＝∪
Ｋ∈Ｔｈ
Ｅ（Ｋ）。Ｅｉｎｈ表示剖分Ｔｈ的所有内边的集合。

令 ｍｅ表示ｅ∈ Ｅｈ的中点。对每一边 ｅ∈ Ｅｉｎｈ，如下构造相应的控制体 ｂｅ。选取单元 Ｋ∈ Ｔｈ的重心ｚＫ，将 ｚＫ
与单元Ｋ的三个顶点用直线段连接起来。这样，把三角形Ｋ分解为三个小三角形Ｋｅ，ｅ∈Ｅ（Ｋ）。用珘Ｔｈ表示细
的剖分。对每一条边 ｅ∈ Ｅｉｎｈ，相应的控制体 ｂｅ由珘Ｔｈ中以ｅ为公共边的两个小三角形组成。对于边界节点 ｅ∈
Ｅｈ＼Ｅｉｎｈ，可以类似地构造相应的边界控制体 ｂｅ。于是得到一族控制体，它覆盖区域Ω，称之为初始剖分 Ｔｈ的

图１
Ｆｉｇ．１

对偶剖分 Ｔｈ（见图１）。
对问题（１１），有限体积元方法构造如下。对于 ｅ∈ Ｅｉｎｈ，在相应的

控制体 ｂｅ积分并利用Ｇｒｅｅｎ公式，得到

－∫ｂｅ（Ａｕ）·ｎｄｓ＋∫ｂｅ
ｂ·ｕｄｘ＋∫ｂｅ

ｃｕｄｘ＝∫ｂｅ
ｆｄｘ， （１５）

其中，ｎ是积分区域的外单位法向量。
有限体积元方法在下列插值算子的辅助下，可以看成是有限元方

法的扰动。定义插值算子 Ｉｈ：Ｓｈ→ Ｓｈ，

Ｉｈ ｗｈ ＝∑
ｅ∈Ｅ

ｉｎ
ｈ

ｗｈ（ｍｅ）ｘｂｅ（ｘ），ｗｈ∈ Ｓｈ，

此处 Ｓｈ ＝｛ｖ∈ Ｌ
（２）（Ω）：ｖｂｅ

是常数，ｂｅ∈ Ｔｈ，且 ｖΩ ＝ }０，
其中 ｘｂｅ是控制体ｂｅ上的特征函数。

有限体积元方法可以写成变分形式：

求 ｕｈ∈ Ｓｈ使得ａ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝（ｆ，Ｉｈ ｖｈ），ｖｈ∈ Ｓｈ， （１６）
其中双线性形式 ａ（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）定义如下：对任意函数 ｖｈ，ｗｈ∈ Ｓｈ，

ａ（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝ａ
（２）（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）＋ａ

（１）（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）＋ａ
（０）（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ），

ａ（２）（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝－∑
ｅ∈Ｅ

ｉｎ
ｈ

ｖｈ（ｍｅ）∫ｂｅＡｗｈ·ｎｄｓ，

ａ（１）（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝∑
ｅ∈Ｅ

ｉｎ
ｈ

ｖｈ（ｍｅ）∫ｂｅ
ｂ·ｗｈｄｘ＝∫Ωｂ·ｗｈＩｈ ｖｈｄｘ，

ａ（０）（ｗｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝∑
ｅ∈Ｅ

ｉｎ
ｈ

ｖｈ（ｍｅ）∫ｂｅ
ｃｗｈｄｘ＝∫ΕｃｗｈＩｈｖｈｄｘ。

为了以后分析，设

ｌ（ｕｈ，ｖｈ）＝（ａ－ａ
（２））（ｕｈ，ｖｈ）＝∫Ω（ｂ·ｕｈｖｈ＋ｃｕｈｖｈ）ｄｘ，

ｌｈ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝（ａｈ－ａｈ
（２））（ｕｈ，Ｉｈｖｈ）＝∫Ω（ｂ·ｕｈ＋ｃｕｈ）Ｉｈ ｖｈｄｘ。

引理 １１ 假定 Ａ∈ Ｗ１
，∞（Ω），ｂ，ｃ∈ Ｗ０

，∞（Ω），ｈ充分小，那么，
｜ａ（ｕｈ－ｕｈ，ｖｈ）｜≤ Ｃｈ（‖ｆ‖０＋‖ｕｈ‖１，ｈ）｜ｖｈ｜１，ｈ，ｖｈ∈ Ｓｈ， （１７）

而且，有下面的最优 Ｈ１误差估计

‖ｕ－ｕｈ‖１，ｈ≤ Ｃｈ‖ｕ‖２。 （１８）
引理 １２ 对任意函数 ｕｈ，ｖｈ∈ Ｓｈ，ｕ∈ Ｈ３（Ω），成立

｜ａ（２）（ｕｈ，ｖｈ）－ａ
（２）
ｈ （ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）｜≤ Ｃｈ２（ｈ－１｜ｕ－ｕｈ｜１，ｈ＋‖ｕ‖３）｜ｖｈ｜１，ｈ， （１９）

｜ｌ（ｕｈ，ｖｈ）－ｌｈ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）｜≤ Ｃｈ２‖ｕｈ‖１，ｈ｜ｖｈ｜１，ｈ。 （１１０）
引理 １３ 假定 Ａ∈ Ｗ１

，∞（Ω），ｂ，ｃ∈ Ｗ０
，∞（Ω），ｈ充分小，那么

｜ａ（ｕｈ－ｕｈ，ｖｈ）｜≤ Ｃｈ２（‖ｆ‖１＋ｈ－１‖ｕ－ｕｈ‖１，ｈ）｜ｖｈ｜１，ｈ，ｖｈ∈ Ｓｈ。 （１１１）
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２ Ｐ１非协调元有限体积元方法的两层网格算法

为了描述两层网格算法，首先在区域Ω上引入两个拟一致剖分ＴＨ和Ｔｈ，其网格大小分别为 Ｈ和ｈ（Ｈ＞

ｈ），并引入相应的有限元空间 ＳＨ和Ｓｈ，分别称为粗网格和细网格有限元空间。由于非协调有限元空间是不

嵌套的，即ＳＨ Ｓｈ，因此为描述算法，需要引入空间转移算子。将选取适当的协调有限元空间作为中间过渡

空间，假设 Ｗｈ是基于剖分 Ｔｈ的协调有限元空间，并构造 Ｉ
ｈ
Ｈ：ＳＨ→ ＷＨ?２ Ｓｈ作为空间转移算子。

下面将给出空间转移算子的定义和它的一些性质。令 ＴＨ?２为由网格 ＴＨ加密一次得到的网格剖分，加密

方法为连接每个单元的三个中点。令 ＷＨ?２为基于剖分 ＴＨ?２的 Ｐ１协调有限元空间且满足零边界条件。空间转

移算子 ＩｈＨ：ＳＨ→ ＷＨ?２ Ｓｈ的具体定义如下：

定义 ２１ （１）若 ｐ是网格ＴＨ的一边界节点，则 Ｉ
ｈ
Ｈｖ（ｐ）＝０；

（２）若 ｐ是网格ＴＨ的一内部节点，则 Ｉ
ｈ
Ｈｖ（ｐ）为 ｖ在节点ｐ的平均；

（３）若 ｍ是单元边Ｐ１Ｐ２的中点，则 Ｉ
ｈ
Ｈｖ（ｍ）＝２ｖ（ｍ）－

１
２Ｉ

ｈ
Ｈｖ（ｐ１）－

１
２Ｉ

ｈ
Ｈｖ（ｐ２）。

由Ｓｃａｌｉｎｇ技巧易证下面引理。
引理 ２２ 对任意 ｖ∈ Ｓｈ，Ｋ∈ Ｔｈ，成立

ｃ‖ｖ‖２
０，Ｋ≤ ｈ２Ｋ∑

３

ｉ＝１
ｖ２（ｍｉ）≤ Ｃ‖ｖ‖２

０，Ｋ，

ｃ｜ｖ｜２１，Ｋ≤∑
３

ｉ＝１
（ｖ（ｍｉ）－ｖ（ｍｉ＋１））２≤ Ｃ｜ｖ｜２１，Ｋ，

其中 ｍ４ ＝ｍ１，ｍ２，ｍ３是三角形单元 Ｋ三条边的中点。

由引理２２和算子 ＩｈＨ的定义，容易验证如下引理成立。

引理 ２３ 对由定义２１所构造的空间转移算子 ＩｈＨ，成立

‖ＩｈＨｖ‖０≤ Ｃ‖ｖ‖０，ｖ∈ Ｓｈ，

‖ＩｈＨｖ‖１，ｈ≤ Ｃ‖ｖ‖１，ｈ，ｖ∈ Ｓｈ，

ＩｈＨｖ＝ｖ，ｖ∈ ＷＨ。

另外，引入下面的双线性形式，

ａ（２）ｃ （ｕｈ，ｖｈ）＝∫Ω 珚Ａｕ( )ｈ·ｖｈｄｘ，ｕｈ，ｖｈ∈ Ｓｈ （２１）

ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝－∑
ｅ∈Ｅ

０
ｈ
∫ｂｅ珚Ａｕ( )ｈ·ｎＩｈ ｖｈｄｓ，ｕｈ，ｖｈ∈ Ｓｈ， （２２）

其中珚Ａ Ｋ ＝ＡＫ，ＡＫ ＝
１

ｍｅａｓ（Ｋ）∫Ｋ
Ａ（ｘ）ｄｘ，Ｋ∈ Ｔｈ。

两层网格算法：

（１）求 ｕＨ∈ ＳＨ使得ａＨ（ｕＨ，ＩＨ ｖＨ）＝（ｆ，ＩＨ ｖＨ），ｖＨ∈ ＳＨ。

（２）求 ｕｈ∈ Ｓｈ使得ａ
（２）
ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＋ｌｈ（Ｉ

ｈ
ＨｕＨ，Ｉｈ ｖｈ）＝（ｆ，Ｉｈ ｖｈ），ｖｈ∈ Ｓｈ。

下面的引理在文献［２］中得到证明。
引理 ２４ 对任意函数 ｕｈ，ｖｈ∈ Ｖｈ，

ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝ａ
（２）
ｃ （ｕｈ，ｖｈ）。

一般情况下，由双线性形式 ａ（２）ｈ （ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）得到的矩阵是不对称的，适合对称正定方程组的迭代算法在

这种情况下不再适应，这给算法的实施带来一些困难。由引理１１，可以知道两层网格算法的第二步得到的
线性方程组的系数矩阵是对称正定的，因此可以用共轭梯度等高效方法求解。
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３ 算法的收敛性分析

在本节中，给出两层网格算法的收敛性分析。

定理 ３１ 假定 ｕｈ和ｕｈ分别是有限体积元方法的变分形式（１６）和两层网格算法的解，对于 Ｈ１成
立，

ｕｈ－ｕ

 ｈ
１，ｈ≤ ＣＨ

２

 

ｆ１， （３１）

ｕ－ｕ

 

ｈ
１，ｈ≤ Ｃ（ｈ＋Ｈ２）

 
ｆ１。 （３２）

证明 由两层网格算法和上述变分形式可得到

ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ－ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝
ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）－ａ

（２）
ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）＝

ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）－（ｆ，Ｉｈ ｖｈ）＋ｌｈ（Ｉ
ｈ
ＨｕＨ，Ｉｈ ｖｈ）＝

［ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）－ａ
（２）
ｈ （ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）］＋［ｌｈ（Ｉ

ｈ
ＨｕＨ，Ｉｈ ｖｈ）－ｌｈ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）］＝

Ｒ１＋Ｒ２。 （３３）
首先估计 Ｒ１，为此，把 Ｒ１写成如下形式：

Ｒ１ ＝［ａ
（２）
ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）－ａ

（２）（ｕｈ，ｖｈ）］＋［ａ
（２）（ｕｈ，ｖｈ）－ａ

（２）
ｈ （ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）］。 （３４）

利用引理２４，注意到 ｕｈ和ｖｈ是分片线性函数，由珚Ａ的定义，有
ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）－ａ

（２）（ｕｈ，ｖｈ）＝ａ
（２）
ｃ （ｕｈ，ｖｈ）－ａ

（２）（ｕｈ，ｖｈ）＝

∑
Ｋ∈Ｔｈ
∫Ｋ
（珚Ａ－Ａ）ｕｈ·ｖｈｄｘ＝０。 （３５）

由引理１３和１１得到：
｜ａ（２）（ｕｈ，ｖｈ）－ａ

（２）
ｈ （ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）｜≤ Ｃｈ２（ｈ－１｜ｕ－ｕｈ｜１，ｈ＋‖ｕ‖３）｜ｖｈ｜１，ｈ≤

Ｃｈ２‖ｕ‖３｜ｖｈ｜１， （３６）
由（３４），（３５）和（３６）得到

｜Ｒ１｜≤ Ｃｈ２‖ｕ‖３｜ｖｈ｜１，ｈ≤ Ｃｈ２‖ｆ‖１｜ｖｈ｜１，ｈ。 （３７）
为了估计 Ｒ２，把 Ｒ２写成如下形式：

Ｒ２ ＝［ｌｈ（Ｉ
ｈ
ＨｕＨ，Ｉｈ ｖｈ）－ｌ（Ｉ

ｈ
ＨｕＨ，ｖｈ）］＋［ｌ（Ｉ

ｈ
ＨｕＨ，ｖｈ）－ｌ（ｕｈ，ｖｈ）］＋［ｌ（ｕｈ，ｖｈ）－ｌｈ（ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）］＝

Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３。 （３８）
由引理１３，三角不等式，引理１１，得到

｜Ｓ１｜＋｜Ｓ３｜≤ Ｃｈ２（‖ｕＨ‖１，Ｈ＋‖ｕｈ‖１，ｈ）｜ｖｈ｜１，ｈ≤ Ｃｈ２‖ｕ‖２｜ｖｈ｜１，ｈ。 （３９）
由Ｇｒｅｅｎ公式，ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式，引理１１和插值误差估计，得到

｜Ｓ２｜＝∫Ωｂ·（ＩｈＨｕＨ－ｕｈ）ｖｈｄｘ＋∫Ωｃ（ＩｈＨｕＨ－ｕｈ）ｖｈｄｘ≤
Ｃ‖ＩｈＨｕＨ－ｕｈ‖‖ｖｈ‖１，ｈ≤
Ｃ‖ＩｈＨｕＨ－ｕＩ＋ｕＩ－ｕ＋ｕ－ｕｈ‖‖ｖｈ‖１，ｈ≤
Ｃ‖ＩｈＨｕＨ－Ｉ

ｈ
ＨｕＩ＋ｕＩ－ｕ＋ｕ－ｕｈ‖‖ｖｈ‖１，ｈ≤

Ｃ‖ＩｈＨ（ｕＨ－ｕＩ）＋ｕＩ－ｕ＋ｕ－ｕｈ‖‖ｖｈ‖１，ｈ≤
Ｃ（‖ｕＨ－ｕＩ‖ ＋‖ｕＩ－ｕ‖ ＋‖ｕ－ｕｈ‖）‖ｖｈ‖１，ｈ≤
Ｃ（‖ｕＨ－ｕ‖ ＋‖ｕＩ－ｕ‖ ＋‖ｕ－ｕｈ‖）‖ｖｈ‖１，ｈ≤
ＣＨ２‖ｆ‖１‖ｖｈ‖１，ｈ。 （３１０）

其中 ｕＩ∈ ＶＨ是ｕ的插值。
由（３８）～（３１０），得到 Ｒ２的估计

｜Ｒ２｜≤ ＣＨ２‖ｆ‖１‖ｖｈ‖１，ｈ。 （３１１）
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由（３８），（３９），（３１１），得到
ａ（２）ｈ，ｃ（ｕｈ－ｕｈ，Ｉｈ ｖｈ）≤ ＣＨ２‖ｆ‖１‖ｖｈ‖１，ｈ。 （３１２）

利用离散Ｐｏｉｎｃａｒｅ不等式，得到双线性形式 ａ（２）ｃ （·，·）的强制性：

ｃ０‖ｖｈ‖２
１，ｈ≤ ａ

（２）
ｃ （ｖｈ，ｖｈ），ｖｈ∈ Ｓｈ。 （３１３）

在（３１２）中，令 ｖｈ ＝ｕｈ－ｕｈ，由（３３），（３７），（３１１）和（３１３），得到结论（３１）。结论（３２）可由引理

１１和（３１）得到。
注：从定理３１知道，如果 ｈ＝Ｏ（Ｈ２），由有限体积元方法的两层网格算法得到的解在 Ｈ１范数意义下以

最优阶收敛于微分方程的真解。
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