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基于 Ｌ２（０，１）２空间 Ｒｉｅｓｚ基的
二维小波子空间采样定理
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摘要：证明了在二维小波子空间上存在一种傅立叶对偶算法，即由φ生成的二维小波子空间Ｖ０是 Ｌ
２（０，１）２到

Ｌ２（Ｒ２）的有界可逆线性算子 Ｔ的值域．通过 Ｔ扩展Ｌ２（（０，１）２）空间的Ｒｉｅｓｚ基，进而得到 Ｖ０∈Ｌ２（Ｒ２）空间的采样

定理．
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ＲｉｅｓｚｂａｓｅｓｉｎＬ２（０，１）２ｒｅｌａｔｅｄｔｏｓａｍｐｌｉｎｇｉｎ
２ｄｉｍｅｎｉｏｎａｌｗａｖｅｌｅｔｓｕｂｓｐａｃｅ
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＩｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎａｎａｌｏｇｕｅｏｆｔｈｅＦｏｕｒｉｅｒｄｕａｌｉｔｙｔｅｃｈｎｉｑｕｅｉｎｗａｖｅｌｅｔｓｕｂｓｐａｃｅ．Ａｎｙｗａｖｅｌｅｔｓｕｂｓｐａｃｅ
Ｖ０ｗｉｔｈａｇｅｎｅｒａｔｏｒφｉｓｔｈｅｒａｎｇｅｓｐａｃｅｏｆａｂｏｕｎｄｅｄｏｎｅｔｏｏｎｅｌｉｎｅａｒｏｐｅｒａｔｏｒＴｂｅｔｗｅｅｎＬ

２（０，１）２ａｎｄＬ２（Ｒ２）．Ｔｈｕｓ，ｓａｍ

ｐｌｉｎｇｆｏｒｍｕｌａｅｉｎＶ０ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｒａｎｓｆｏｒｍｉｎｇ，ｖｉａＴ，ｅｘｐａｎｓｉｏｎｓｉｎＬ２（０，１）２ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｓｏｍｅａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅＲｉｅｓｚｂａｓｅｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：２ｄｉｍｅｎｉｏｎａｌｗａｖｅｌｅｔｓｕｂｓｐａｃｅ；Ｒｉｅｓｚｂａｓｅｓ；ｓａｍｐｌｉｎｇ

０ 引言

经典的Ｓｈａｎｎｏｎ采样定理［１］有许多推广形式，其中 Ｇ．Ｗａｌｔｅｒ［２］建立了小波子空间的采样定理．最近，高
维小波的研究为许多研究人员所关注［３，４］．ＬｉｕＹｏｕｍｉｎｇ［５］将 Ｓｈａｎｎｏｎ采样定理推广到二维空间 Ｂ２π ＝｛ｆ（ｘ，

ｙ）∈Ｌ２（Ｒ２），ｓｕｐｐ^ｆ［－π，π］×［－π，π］｝，将Ｇ．Ｗａｌｔｅｒ的采样定理推广到 Ｌ２（Ｒ２）小波子空间．
本文建立了从 Ｌ２（０，１）２到 Ｌ２（Ｒ２）的可逆有界线性算子．通过 Ｔ扩展Ｌ２（０，１）２空间的Ｒｉｅｓｚ基，考虑采

样点｛（ｐ，ｑ）｝ｐ，ｑ∈Ｚ的采样ｆ（ｐ，ｑ），进而得到小波子空间Ｖ０Ｌ
２（Ｒ２）的采样定理．

１ 基本概念和主要引理

定义 １．１ Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 ＨＬ２（Ｒ２）中的一个序列｛ｆｍ，ｎ｝ｍ，ｎ∈Ｚ称为一个框架．如果存在正常数 ＡＢ满
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足 Ａ‖ｆ‖２ ∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

｜〈ｆ，ｆｍ，ｎ〉｜２Ｂ‖ｆ‖２，ｆ∈Ｈ，Ａ，Ｂ分别称为框架下界和上界．

一般情况 Ａ，Ｂ不惟一，所有框架下界的上确界是最优下界，所有框架上界的下确界是最优上界．

定义 １．２ Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 ＨＬ２（Ｒ２）中的一个序列｛ｆｍ，ｎ｝ｍ，ｎ∈Ｚ称为一个Ｒｉｅｓｚ基．

如果存在正常数 ＡＢ满足Ａ∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

｜ｃｍｎ｜２‖ ∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

ｃｍｎｆｍ，ｎ‖
２
Ｂ∑

ｍ，ｎ∈Ｚ
｜ｃｍｎ｜２（其中｛ｃｍｎ｝ｍ，ｎ∈Ｚ∈ｌ

２（Ｚ２）），

称 Ａ，Ｂ为Ｒｉｅｓｚ界．

定义 １．３ 设二元函数 ｆ（ｔ，ｓ）在－∞＜ｔ，ｓ＜＋∞内有定义且绝对可积，则 Ｆ（ω，ω′）＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
ｆ（ｔ，

ｓ）ｅ－２πｉωｔｅ－２πｉω′ｓｄｔｄｓ称为 ｆ（ｔ，ｓ）的二维 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换式．Ｆ（ω，ω′）称为 ｆ（ｔ，ｓ）的二维 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，记为
Ｆ（ω，ω′）＝ｆ^（ω，ω′）．
二维Ｆｏｕｒｉｅｒ变换的性质：
（１）记平移算子τｈ，ｋ：（τｈ，ｋｆ）（ｔ，ｓ）＝ｆ（ｔ－ｈ，ｓ－ｋ），有

τｈ，ｋｆ^（ω，ω′）＝ｅ２πｉｈωｅ２πｉｈω′^ｆ（ω，ω′）；
（２）（ｅ２πｉｈｔｅ２πｉｋｓ^ｆ）（ω，ω′）＝ ｆ^（ｔ－ｈ，ｓ－ｋ）＝（τｈ，ｋｆ^）（ω，ω′）．
定义 １．４［５］ 设φ（ｘ，ｙ）∈ Ｌ

２（Ｒ２）∩ Ｃ（Ｒ２）满足
（Ⅰ）｛φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｝ｍ，ｎ∈Ｚ是Ｌ

２（Ｒ２）上的Ｒｉｅｓｚ基，
（Ⅱ）｜φ（ｘ，ｙ）｜＜Ｃ（１＋ｘ

２＋ｙ２）－１－δ，δ ＞０，Ｃ是常数．

定义 Ｖ０ ＝ ｆ（ｘ，ｙ）｜ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

ａｍｎφ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ），｛ａｍｎ｝∈ ｌ
２（Ｚ２{ }）．

引理 １．１ 设｛φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｝ｍ，ｎ∈Ｚ是Ｖ０上的Ｒｉｅｓｚ基当且仅当０＜‖Φ‖０‖Φ‖∞ ＜∞．记

Φ（ω，ω′）＝∑
ｋ，ｋ′
｜^φ（ω＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜

２，ω，ω′∈（０，１），‖Φ‖０和‖Φ‖∞分别表示Φ（ω，ω′）的本性下界

和本性上界，‖Φ‖０ ＝ ｓｕｐ
｜Ｅ｜＝０

ｉｎｆ
Ｒ２＼Ｅ

｜Φ（ω，ω′）｜，‖Φ‖∞ ＝ ｉｎｆ
｜Ｅ｜＝０

ｓｕｐ
Ｒ２＼Ｅ

｜Φ（ω，ω′）｜，｜Ｅ｜为可测子集 Ｅ Ｒ２

的测度，‖Φ‖０和‖Φ‖∞ 是最优Ｒｉｅｓｚ界．

证明 ．

设 ｆ（ｘ，ｙ）∈ Ｖ０，ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

ａｍｎφ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ），｛ａｍｎ｝∈ ｌ
２（Ｚ２），由Ｐａｓｅｒｖｅｌ等式‖ｆ‖ ＝‖ ｆ^‖，

得

‖∑ｍ，ｎ∈Ｚａｍｎφ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）‖
２
＝‖∑ｍ，ｎ∈Ｚａｍｎ^φ（ω，ω′）ｅ

－２πｉωｅ－２πｉω′‖
２
＝

∫
∞

－∞∫
∞

－∞ ∑ｍ，ｎａｍ，ｎｅ
－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′

２
｜^φ（ω，ω′）｜

２ｄωｄω′＝

∑
ｋ∈Ｚ
∑
ｋ′∈Ｚ∫

１

０∫
１

０∑ｍ，ｎａｍ，ｎｅ
－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′

２
｜^φ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜

２ｄωｄω′． （１）

因为｛ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ｝ｍ，ｎ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）的正交基，所以存在 ｇ（ω，ω′）∈ Ｌ２（（０，１）２）使得

ｇ（ω，ω′）＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

ａｍｎｅ－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′，

所以（１）式等于

∫
１

０∫
１

０
｜ｇ（ω，ω′）｜２∑

ｋ，ｋ′
｜^φ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜

２ｄωｄω′＝∫
１

０∫
１

０
｜ｇ（ω，ω′）｜２Φ（ω，ω′）ｄωｄω′． （２）

因为０＜‖Φ‖０Φ（ω，ω′）‖Φ‖∞ ＜∞，所以上式变为

‖Φ‖０∫
１

０∫
１

０
｜ｇ（ω，ω′）｜２ｄωｄω′∫

１

０∫
１

０
｜ｇ（ω，ω′）｜２Φ（ω，ω′）ｄωｄω′

‖Φ‖∞∫
１

０∫
１

０
｜ｇ（ω，ω′）｜２ｄωｄω′， （３）

所以， ‖Φ‖０∑
ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２∫

１

０∫
１

０
｜ｇ（ω，ω′）｜２Φ（ω，ω′）ｄωｄω′‖Φ‖∞∑

ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２． （４）
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即 ‖Φ‖０∑
ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２‖∑ｍ，ｎ∈Ｚａｍｎφ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）‖

２

‖Φ‖∞∑
ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２． （５）

所以，｛φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｝ｍ，ｎ∈Ｚ是Ｖ０上的Ｒｉｅｓｚ基．

．反之，亦成立．
推论 １．１ 由引理１．１，我们可以得到下列结论：

ｆ（ｘ，ｙ）∈ Ｖ０ ＝ ｆ（ｘ，ｙ）｜ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

ａｍｎφ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ），｛ａｍｎ｝∈ ｌ
２（Ｚ２{ }），有

（１）‖Φ‖０∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

｜ａｎ｜２‖ｆ‖２‖Φ‖∞∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

｜ａｎ｜２，

（２）｜ｆ（ｘ，ｙ）｜２∑
ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２∑

ｍ，ｎ
｜φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｜

２
１

‖Φ‖０∑ｍ，ｎ ｜φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｜
２‖ｆ‖２．

记 Ｖ０的再生核：ｋ（ｘ，ｙ，ｋ，ｌ）＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ
φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）φ

（ｋ－ｍ，ｌ－ｎ），其中｛φ
（ｋ－ｍ，ｌ－ｎ）｝ｍ，ｎ∈Ｚ

表示｛φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｝ｍ，ｎ∈Ｚ的对偶Ｒｉｅｓｚ基，则φ^
 ＝φ^

Φ
（见［３］）．

２ 主要结果

２．１ 一个线性变换定义的小波子空间

定义 ２．１

对 Ｋｔ，ｓ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ∈Ｚ
∑
ｎ∈Ｚ
φ（ｔ－ｍ，ｓ－ｎ）ｅ

－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ，ｔ，ｓ∈ Ｒ，Ｆ∈ Ｌ２（（０，１）２），定义函数：

ｆ：Ｒ２→ Ｃ（Ｒ２），
（ｔ，ｓ）→ ｆ（ｔ，ｓ）＝〈Ｆ，Ｋｔ，ｓ〉Ｌ２（（０，１）２）．

如果我们用 Ｔ表示将Ｆ∈ Ｌ２（（０，１）２）映射到 ｆ的线性变换，即 Ｔ（Ｆ）＝ｆ，我们可以将 Ｔ的值域空间等
同于 Ｖ０，即 Ｔ（Ｌ２（（０，１）２）＝Ｖ０．

Ｆ∈ Ｌ２（（０，１）２），

［Ｔ（Ｆ）］（ｔ，ｓ）＝〈Ｆ，Ｋｔ，ｓ〉Ｌ２（（０，１）２） ＝∑
ｍ，ｎ
〈Ｆ，ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｍｉｎｙ〉φ（ｔ－ｍ，ｓ－ｎ），

ｔ，ｓ∈ Ｒ，［Ｔ（Ｆ）］（ｔ，ｓ）∈ Ｖ０．
另外，对ｆ（ｔ，ｓ）∈ Ｖ０，存在｛ａｍ，ｎ｝∈ ｌ２（Ｚ２），使得

ｆ（ｔ，ｓ）＝∑
ｍ，ｎ
ａｍ，ｎφ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）．

因为｛ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ｝ｍ，ｎ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）的正交基，总存在一个函数 Ｆ∈ Ｌ２（（０，１）２）使得

∑
ｍ，ｎ
〈Ｆ，ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ〉Ｌ２（（０，１）２） ＝ａｍ，ｎ，

所以，Ｔ（Ｆ）＝ｆ．
另外，有下面结论成立：

定理 ２．１ Ｔ是可逆有界的线性算子．
证明 因为Ｔ将Ｌ２（（０，１）２）的正交基｛ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ｝ｍ，ｎ∈Ｚ映射到Ｖ０的Ｒｉｅｓｚ基｛φ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）｝ｍ，ｎ∈Ｚ，

所以 Ｔ是双射．
对Ｆ∈ Ｌ２（（０，１）２），有

‖Ｔ（Ｆ）‖２
Ｌ２（Ｒ２） ＝‖∑ｍ，ｎ〈Ｆ，ｅ

－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ〉Ｌ２（（０，１）２）φ（ｔ－ｍ，ｓ－ｎ）‖
２

Ｌ２（Ｒ２）


∑
ｍ，ｎ
｜φ（ｔ－ｍ，ｓ－ｎ）｜

２∑
ｍ，ｎ
〈Ｆ，ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ〉Ｌ２（（０，１）２） ２



‖Φ‖∞∑
ｍ，ｎ
〈Ｆ，ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ〉２ ＝‖Φ‖∞‖Ｆ‖２

Ｌ２（（０，１）２）． （６）

所以，Ｔ有界．
对于 Ｋｔ，ｓ（ｘ，ｙ）满足 Ｋｔ＋ｐ，ｓ＋ｑ（ｘ，ｙ）＝ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙＫｔ，ｓ（ｘ，ｙ），ｔ，ｓ∈ Ｒ；ｐ，ｑ∈ Ｚ，关于 ｆ∈ Ｖ０满足
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Ｆ＝Ｔ－１（ｆ）∈ Ｌ２（（０，１）２），
我们可以得到

Ｔ（Ｆｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ）＝〈Ｆ（ｘ，ｙ）ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ，Ｋｔ，ｓ（ｘ，ｙ）〉＝〈Ｆ（ｘ，ｙ），Ｋｔ，ｓｅ－２πｉｐｘｅ－２πｉｐｙ〉＝
〈Ｆ（ｘ，ｙ），Ｋｔ－ｐ，ｓ－ｑ（ｘ，ｙ）〉＝ｆ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ）． （７）

因为 Ｔ是有界可逆算子，所以｛ｆ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ）｝ｐ，ｑ∈Ｚ是 Ｖ０空间的 Ｒｉｅｓｚ基的充要条件是｛Ｆ（ｘ，

ｙ）ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）上的Ｒｉｅｓｚ基．

下面的定理给出｛Ｆ（ｘ，ｙ）ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）上的Ｒｉｅｓｚ基时的性质，其中‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，

ω′＋ｋ′）｜２‖∞
和‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜

２‖０
分别表示 ∑

ｋ，ｋ′
｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜２ 在（０，１）２上的本

性上界和本性下界．
定理２．２ 给定函数Ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｌ２（（０，１）２），则｛Ｆ（ｘ，ｙ）ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｌ

２（（０，１）２）上的Ｒｉｅｓｚ基当且
仅当

０＜‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖∞

＜∞，ω，ω′∈（０，１），

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０

和‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖∞

是Ｒｉｅｓｚ界．

证明 ．

设 ｆ∈ Ｌ２（（０，１）２），ｆ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ，ｎ
ａｍ，ｎＦ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）ｅ２πｉｐ

（ｘ－ｍ）ｅ２πｉｑ（ｙ－ｎ），由Ｐａｓｅｒｖｅｌ等式‖ｆ‖ ＝‖ ｆ^‖，

得

‖∑ｍ，ｎａｍ，ｎＦ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）ｅ
２πｉｐ（ｘ－ｍ）ｅ２πｉｑ（ｙ－ｎ）‖

２
＝

‖∑ｍ，ｎａｍ，ｎ（Ｆ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）ｅ
２πｉｐ（ｘ－ｍ）ｅ２πｉｑ（ｙ－ｎ）Ｆ^（ω，ω′）‖

２
＝

‖∑ｍ，ｎａｍ，ｎｅ
－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′^Ｆ（ω －ｐ，ω′－ｑ）‖

２
＝

∫
∞

－∞∫
∞

－∞ ∑ｍ，ｎａｍ，ｎｅ
－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′

２
｜^Ｆ（ω －ｐ，ω′－ｑ）｜２ｄωｄω′＝

∑
ｋ∈Ｚ
∑
ｋ′∈Ｚ∫

１

０∫
１

０∑ｍ，ｎａｍ，ｎｅ
－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′

２
｜^Ｆ（ω －ｐ＋ｋ，ω′－ｑ＋ｋ′）｜２ｄωｄω′． （８）

因为｛ｅ－２πｉｍｘｅ－２πｉｎｙ｝ｍ，ｎ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）的正交基，所以存在 ｆ（ω，ω′）∈ Ｌ２（（０，１）２）使得

ｆ（ω，ω′）＝∑
ｍ，ｎ∈Ｚ

ａｍｎｅ－２πｉｍωｅ－２πｉｎω′，

所以，上式等于

∫
１

０∫
１

０
｜ｆ（ω，ω′）｜２∑

ｋ
∑
ｋ′
｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜２ｄωｄω′． （９）

因为 ０＜‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０

∑
ｋ，ｋ′
｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜２

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′｜
２‖∞

＜∞，

则上式变为

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０
∑
ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２ ＝

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０∫

１

０∫
１

０
｜ｆ（ω，ω′）｜２ｄωｄω′

‖∑
ｍ，ｎ
ａｍ，ｎＦ（ｘ－ｍ，ｙ－ｎ）ｅ２πｉｐ

（ｘ－ｍ）ｅ２πｉｑ（ｙ－ｎ）‖
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‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖∞∫

１

０∫
１

０
｜ｆ（ω，ω′）｜２ｄωｄω′＝

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖∞
∑
ｍ，ｎ
｜ａｍｎ｜２． （１０）

所以，｛Ｆ（ｘ，ｙ）ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）上的Ｒｉｅｓｚ基．

．反之，结论也成立．
推论 ２．１ 给定函数 ｇ∈ Ｖ０满足 Ｇ＝Ｔ－１（ｇ）∈ Ｌ２（（０，１）２），则｛ｇ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ）｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｖ０空间的一

组Ｒｉｅｓｚ基，当且仅当

０＜‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｇ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｇ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）
２‖∞

＜∞，ω，ω′∈（０，１）．（１１）

２．２ Ｖ０空间上的规则采样定理
ｆ∈ Ｖ０在｛（ｐ，ｑ）｝ｐ，ｑ∈Ｚ处的采样值ｆ（ｐ，ｑ）由下式给出：

ｆ（ｐ，ｑ）＝〈Ｆ，Ｋｐ，ｑ〉Ｌ２（（０，１）２） ＝〈Ｆ，Ｋ０，０ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ〉，ｐ，ｑ∈ Ｚ，Ｆ＝Ｔ－１（ｆ）． （１２）

如果
１
Ｋ０，０∈

Ｌ２（（０，１）２），则｛Ｋ０，０ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ｝ｐ，ｑ∈Ｚ∈ Ｌ
２（（０，１）２）有双正交列

ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ

珔Ｋ０，{ }
０ ｐ，ｑ∈Ｚ

，Ｋ０，０表示

Ｋ０，０的共轭．

引理 ２．２ 设 Ｓ∈ Ｖ０满足插值条件 Ｓ（ｐ，ｑ）＝δｐ，０δｑ，０，ｐ，ｑ∈ Ｎ当且仅当
１
Ｋ０，０∈

Ｌ２（（０，１）２），其中

Ｓ＝Ｔ（
１
珔Ｋ０，０
）．

证明 ．假设存在 Ｓ∈ Ｖ０满足插值条件 Ｓ（ｐ，ｑ）＝δｐ，０δｑ，０（ｐ，ｑ∈ Ｚ）．对于 Ｆ０ ＝Ｔ－１（Ｓ），我们有

Ｓ（ｐ，ｑ）＝〈Ｆ０，Ｋｐ，ｑ〉Ｌ２（（０，１）２） ＝〈Ｆ０，Ｋ０，０ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ〉＝

∫
１

０∫
１

０
Ｆ０（ｘ，ｙ）珔Ｋ０，０（ｘ，ｙ）ｅ－２πｉｐｘｅ－２πｉｑｙｄｘｄｙ＝δｐ，０δｑ，０，

这意味着 Ｆ０（ｘ，ｙ）珔Ｋ０，０（ｘ，ｙ）＝１在 Ｌ２（（０，１）２）几乎处处成立，所以
１
Ｋ０，０∈

Ｌ２（（０，１）２）．

．假设 １
Ｋ０，０∈

Ｌ２（（０，１）２），我们定义 Ｓ＝Ｔ－１（１?珔Ｋ０，０），得到

Ｓ（ｐ，ｑ）＝〈
１
珔Ｋ０，０
，Ｋｐ，ｑ〉

Ｌ２（（０，１）２）
＝〈

１
珔Ｋ０，０
，Ｋ０，０ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ〉＝∫

１

０∫
１

０

１
珔Ｋ０，０

Ｋ０，０ｅ－２πｉｐｘｅ－２πｉｑｙｄｘｄｙ＝δｐ，０δｑ，０．

下面我们得到 Ｖ０空间的规则采样定理．
定理 ２．３ 对于函数１?Ｋ０，０∈ Ｌ２（（０，１）２），下面两个条件是等价的：

（Ⅰ）０＜‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｋ０，０（ω＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖０

‖∑ｋ，ｋ′ ｜^Ｋ０，０（ω＋ｋ，ω′＋ｋ′）｜
２‖∞

＜∞，ω，ω′∈（０，

１）．
（Ⅱ）存在一组Ｒｉｅｓｚ基｛Ｓｐ，ｑ｝ｐ，ｑ∈Ｚ∈ Ｖ０，使得 ｆ∈ Ｖ０有

ｆ（ｔ，ｓ）＝∑
ｐ，ｑ∈Ｚ
ｆ（ｐ，ｑ）Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）．

采样函数是 Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）＝Ｓ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ），Ｓ＝Ｔ（
１
珔Ｋ０，０
）级数在 Ｌ２（Ｒ２）范数意义下收敛，在的子集上绝

对收敛和一致收敛．
证明 （Ⅰ）（Ⅱ）．

由（Ⅰ）得｛Ｋ０，０（ｘ，ｙ）ｅ２πｉｐｘｅ２πｉｑｙ｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｌ
２（（０，１）２）上的Ｒｉｅｓｚ基，由双正交性得

１
珔Ｋ０，０

ｅ２πｉｐｘｅ２πｉ{ }ｑｙ
ｐ，ｑ∈Ｚ

是

Ｌ２（（０，１）２）上的Ｒｉｅｓｚ基，进而得
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０＜‖∑ｋ，ｋ′ （
１
珔Ｋ０，０
）^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）

２

‖０
‖∑ｋ，ｋ′ （

１
珔Ｋ０，０
）^Ｆ（ω ＋ｋ，ω′＋ｋ′）

２

‖∞
＜∞，

ω，ω′∈（０，１）． （１３）
又 Ｓ＝Ｔ－１（１?珔Ｋ０，０），由推论２．１可以得｛Ｓ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ）｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｖ０上的 Ｒｉｅｓｚ基．所以存在｛ａｐ，ｑ｝ｐ，ｑ∈Ｚ∈
ｌ２（Ｚ２）使得 ｆ（ｔ，ｓ）＝∑

ｐ，ｑ∈Ｚ
ａｐ，ｑＳｐ，ｑ（ｔ，ｓ）（），ｆ（ｔ，ｓ）在每一点（ｔ，ｓ）∈ Ｒ２处收敛．

令 ｔ＝ｐ′，ｓ＝ｑ′（ｐ′，ｑ′∈ Ｚ），则（）变为 ｆ（ｐ′，ｑ′）＝∑
ｐ，ｑ∈Ｚ
ａｐ，ｑＳｐ，ｑ（ｐ′，ｑ′）＝∑

ｐ，ｑ∈Ｚ
ａｐ，ｑＳ（ｐ′－ｐ，ｑ′－ｑ），

由 Ｓ的插值性得ａｐ′，ｑ′ ＝ｆ（ｐ′，ｑ′），
即 ａｐ，ｑ＝ｆ（ｐ，ｑ）． （１４）

所以 ｆ（ｔ，ｓ）＝∑
ｐ，ｑ∈Ｚ
ｆ（ｐ，ｑ）Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）． （１５）

（Ⅱ）（Ⅰ）
假设（Ⅱ）成立，令

ｆ（ｔ，ｓ）＝Ｓ（ｔ－ｐ′，ｓ－ｑ′），ｐ′，ｑ′∈ Ｚ，
由（）得

Ｓ（ｔ－ｐ′，ｓ－ｑ′）＝∑
ｐ，ｑ∈Ｚ
Ｓ（ｐ－ｐ′，ｑ－ｑ′）Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）＝Ｓ（０，０）Ｓｐ′，ｑ′（ｔ，ｓ）＝Ｓｐ′，ｑ′（ｔ，ｓ）

即 Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）＝Ｓ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ）．

所以，序列｛Ｓ（ｔ－ｐ，ｓ－ｑ）｝ｐ，ｑ∈Ｚ是Ｖ０的一组Ｒｉｅｓｚ基．又因为 Ｓ＝Ｔ（
１
珔Ｋ０，０
），由推论２．１可以得到条件

（Ⅰ）．
因为｛Ｓｐ，ｑ｝ｐ，ｑ∈Ｚ∈ Ｖ０是Ｒｉｅｓｚ基，所以存在常数 Ａ′ Ｂ′使得

Ａ′∑
ｐ，ｑ∈Ｚ

｜ｆ（ｐ，ｑ）｜２‖ｆ（ｔ，ｓ）‖２ Ｂ′∑
ｐ，ｑ∈Ｚ

｜ｆ（ｐ，ｑ）｜２．

其中 Ａ′，Ｂ′是｛Ｓｐ，ｑ｝ｐ，ｑ∈Ｚ∈ Ｖ０的Ｒｉｅｓｚ界，即 ｆ（ｔ，ｓ）＝∑
ｐ，ｑ∈Ｚ
ｆ（ｐ，ｑ）Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）在 Ｌ２（Ｒ２）范数意义下收敛．

因为 ｜ｆ（ｔ，ｓ）｜２ ∑
ｐ，ｑ∈Ｚ

｜ｆ（ｐ，ｑ）｜２∑
ｐ，ｑ∈Ｚ

｜Ｓｐ，ｑ｜２
１
Ａ′‖ｆ（ｔ，ｓ）‖

２∑
ｐ，ｑ∈Ｚ

｜Ｓｐ，ｑ｜２，

所以 ｆ（ｔ，ｓ）＝∑
ｐ，ｑ∈Ｚ
ｆ（ｐ，ｑ）Ｓｐ，ｑ（ｔ，ｓ）在 Ｒ２的子集上绝对收敛．
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