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一阶迭代泛函微分方程解析解的存在性

刘凌霞
（潍坊学院 数学与信息科学学院，山东 潍坊 ２６１０６１）

摘要：在复数域中讨论迭代泛函微分方程

ｘ′（ｚ）＝ １
ｘ（ａｚ＋ｂｘ（ｚ）），ｚ∈Ｃ （Ⅰ）

的解析解的存在性。在α是单位根的情形以及α在共振点附近且满足Ｂｒｊｕｎｏ条件的情形下，给出了解析解的结果。
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ｘ′（ｚ）＝ １
ｘ（ａｚ＋ｂｘ（ｚ）），ｚ∈Ｃ （Ⅰ）
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ｏｒｌｉｅｓｏｎｔｈｅｃｉｒｃｌｅｗｉｔｈｔｈｅＤｉｏｐｈａｎｔｉｎｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄｉｎｔｈｅｃａｓｅｔｈａｔαｗａｓｔｈｅｕｎｉｔ
ｒｏｏｔａｎｄｔｈｅｃａｓｅｔｈａｔαｉｓｎｅａｒｒｅｓｏｎａｎｃｅｕｎｄｅｒｔｈｅＢｒｊｕｎｏｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｉｔｅｒａｔｉｖｅ；ａｎａｌｙｔｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｍａｊｏｒａｎｔｓｅｒｉｅｓ

迭代泛函微分方程是传统的泛函微分方程（滞后性、中立性与超前性）以外的一种具有复杂偏差变元的

新型方程，这种方程的时滞不仅依赖于时间而且依赖于状态，甚至状态的导数。近几年来，迭代泛函微分方

程在物理学、控制论、博弈论和生物学等方面都有重要的应用。进一步寻求这种类型方程的数学特征，对其

解的特定性态进行深入细致的分析和研究，无论在理论上，还是在应用上都有着重要的意义。

Ｇｏｌｏｍｂ给出了由 Ｘ１＝１和 Ｘｎ＝｜｛ｍ：Ｘｍ＝ｎ｝｜定义的自描述数列
［１］

｛Ｘｎ｝∞ｎ＝１＝｛１，２，２，３，３，４，４，４，５，５，５，６，６，６，６，…｝
的渐近公式。Ｍａｒｃｕｓ在［２］中建议，Ｆｉｎｅ在［３］中证明了当 ｎ充分大时，Ｘｎ可被

槡１＋５( )２

槡３－５
２
ｎ
槡５－１
２ （１）

所逼近，Ｍａｒｃｕ的思想是基于｛Ｘｎ｝的渐近线 ｘ（ｚ）满足泛函微分方程

ｘ′（ｚ）＝ １
ｘ（ｘ（ｚ）） （２）
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的一个猜想。这个方程的一个解是

ｘ（ｚ）＝（ｗ－１）－
１
ｗ＋１ｚｗ－１，ｗ＝ 槡１＋５

２ 。 （３）

可通过在方程（２）中令 ｘ（ｚ）＝λｚｕ得到。在文献［４］中，Ｍｃｋｉｅｒｎａｎ已经研究了方程（２）的解析解的存在性，并
且找到了一种形如（３）的解。方程（２）的一个自然的推广是

ｘ′（ｚ）＝ １
ｘ（ｍ）（ｚ）

，ｍ≥２， （４）

另一个是 ｘ′（ｚ）＝ １
ｃ０ｘ０（ｚ）＋ｃ１ｘ

（１）（ｚ）＋…＋ｃｍｘ
（ｍ）（ｚ）

，∑
ｍ

ｊ＝０
ｃｊ≠０，ｍ≥２， （５）

（ｘ（ｍ）（ｚ）指的是 ｘ（ｚ）的 ｍ次迭代）［５］。方程（５）可推广为：

ｘ′（ｚ）＝ １
ｘ（ａｚ＋ｂｘ（ｚ）），其中 ａ，ｂ是复常数。 （６）

在文献［６］中，首先通过局部化方程（６）为辅助方程
ｂ２ｙ′（ｚ）＝（ｙ（ｕ２ｚ）－ａｙ（ｕｚ））（ｕｙ′（ｕｚ）－ｚｙ′（ｚ））， （７）

且满足 ｙ（０）＝ｓ， （８）
其中 ｓ是确定的常数。然后研究在满足初始条件式（８）的情形下，方程（７）在原点的邻域内的可逆解析解的
存在性，从而使问题得到解决。文献［６］在条件：

（ⅰ）０＜｜ｕ｜＜１；
（ⅱ）｜ｕ｜＝１，ｕ不是一个单位根，且 ｕ满足Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ条件：即存在常数 Ｋ＞０，使得

ｌｏｇ １
｜ｕｎ－１｜≤Ｋｌｏｇｎ

，ｎ＝２，３…

下讨论了方程（７）在原点的邻域内的可逆解析解的存在性。当 ｕ是一个单位根（即共振情况）以及｜ｕ｜＝１不
是单位根且不满足Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ条件时，方程（７）是否存在原点邻域内的可逆解析解仍然是一个值得研究的问
题，下面来讨论这一问题。

本文假定 ｕ满足下列条件之一：

（Ｈ１）ｕ＝ｅ２πｉθ，其中θ∈Ｒ＼Ｑ是一个Ｂｒｊｕｎｏ数，即 Ｂ（θ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｌｏｇｑｋ＋１
ｑｋ

＜∞，｛ｐｋ?ｑｋ｝表示θ的连分数展开

的部分分数数列，则称 ｕ满足Ｂｒｊｕｎｏ条件。
（Ｈ２）ｕ＝ｅ２πｉｑ?ｐ，其中常数 ｐ∈Ｎ且 ｐ≥２，ｑ∈Ｚ＼｛０｝，ｕ≠ｅ２πｉｌ?ｋ，对１≤ｋ≤ｐ－１，ｌ∈Ｚ＼｛０｝．
对任意一个有理数θ，令［θ］表示它的整数部分，｛θ｝＝θ－［θ］表示它的小数部分，于是对任意一个无理

数θ有一个惟一的高斯连分数表示：

θ＝ａ０＋θ０＝ａ０＋
１

ａ１＋θ１
＝…

简记为θ＝［ａ０，ａ１，…ａｎ…］，其中数列｛ａｊ｝和｛θｊ｝通过以下方法得到：
（ａ）ａ０＝［θ］，θ０＝｛θ｝。

（ｂ）ａｎ＝［
１
θｎ－１

］，θｎ＝｛
１
θｎ－１

｝，ｎ＝１，２…。下面我们定义数列｛ｐｎ｝ｎ∈Ｎ和｛ｑｎ｝ｎ∈Ｎ：

ｑ－２＝１，ｑ－１＝０，ｑｎ＝ａｎｑｎ－１＋ｑｎ－２
ｐ－２＝０，ｐ－１＝１，ｐｎ＝ａｎｐｎ－１＋ｐｎ－２

易证：ｐｎ?ｑｎ＝［ａ０，ａ１，…ａｎ］。因此，对任意的θ∈Ｒ＼Ｑ，函数 Ｂ（θ）＝∑
∞

ｎ＝０

ｌｏｇｑｎ＋１
ｑｎ

＜＋∞，则θ是一个

Ｂｒｊｕｎｏ数，或者说θ满足Ｂｒｊｕｎｏ条件。由此可见，Ｂｒｊｕｎｏ条件是比Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ条件更弱的条件，因此需要引入
Ｄａｖｉｅ引理，在引入该引理以前，需要先回顾一下相关知识［７］：

令 Ａｋ＝｛ｎ≥０｜‖ｎθ‖≤
１
８ｑｋ
｝，Ｅｋ＝ｍａｘ｛ｑｋ，

ｑｋ＋１
４｝，ηｋ＝

ｑｋ
Ｅｋ
，令 Ａｋ 是ｊ≥０的集合，ｊ满足ｊ∈Ａｋ或对某个

ｊ１，ｊ２∈Ａｋ满足ｊ２－ｊ１＜Ｅｋ，且当 ｊ１＜ｊ＜ｊ２时 ｑｋ整除ｊ－ｊ１，对任意的整数 ｎ≥０，定义
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ｌｋ（ｎ）＝ｍａｘ｛（１＋ηｋ）
ｎ
ｑｋ
－２，（ｍｎηｋ＋ｎ）

１
ｑｋ
－１｝，

其中 ｍｎ＝ｍａｘ｛ｊ｜０≤ｊ≤ｎ，ｊ∈Ａｋ｝。下面定义函数 ｈｋ：Ｎ→Ｒ＋，令

ｈｋ（ｎ）＝
ｍｎ＋ηｋｎ
ｑｋ

－１， ｍｎ＋ｑｋ∈Ａｋ，

ｌｋ（ｎ）， ｍｎ＋ｑｋＡｋ
{

。

令 ｇｋ（ｎ）：＝ｍａｘ｛ｈｋ（ｎ），［
ｎ
ｑｋ
］｝，其中 ｋ（ｎ）满足 ｑｋ（ｎ）≤ｎ≤ｑｋ（ｎ）＋１。显而易见，ｋ（ｎ）是不增的，下面我们介绍

Ｄａｖｉｅ引理。

引理 １（Ｄａｖｉｅ引理［８］） 令 Ｋ（ｎ）＝ｎｌｏｇ２＋∑
ｋ（ｎ）

ｋ＝０
ｇｋ（ｎ）ｌｏｇ（２ｑｋ＋１），则

ａ）存在一个常数γ＞０（不依赖于 ｎ和θ）满足 Ｋ（ｎ）≤ｎ（∑
ｋ（ｎ）

ｋ＝０

ｌｏｇｑｋ＋１
ｑｋ

＋γ）；

ｂ）对任意的 ｎ１、ｎ２，Ｋ（ｎ１）＋Ｋ（ｎ２）≤Ｋ（ｎ１＋ｎ２）；

ｃ）－ｌｏｇ｜αｎ－１｜≤Ｋ（ｎ）－Ｋ（ｎ－１）．
下面介绍并证明在Ｂｒｊｕｎｏ条件下所确定的定理。

定理 １ 假定（Ｈ１）成立，并且 ａ≠１，ｂ≠０，ｕ≠ａ，则对η≠０，方程（７）存在形如

ｙ（ｚ）＝ｓ＋ηｚ＋∑
∞

ｎ＝２
ａｎｚｎ （９）

的解析解，其中 ｓ＝ ｂ２
（１－ａ）（ｕ－ａ）。

证明 设 ｙ（ｚ）＝∑
∞

ｎ＝０
ａｎｚｎ，ａ０＝ｓ （１０）

是方程（７）的形式展开式，代式（１０）到方程（７），可知数列｛ａｎ｝∞ｎ＝０满足
［ｂ２－（１－ａ）（ｕ－ａ）ａ０］ａ１＝０

和

［ｂ２－（１－ａ）（ｕｎ＋１－ａ）ａ０］（ｎ＋１）ａｎ＋１＝

∑
ｎ－１

ｉ＝０
［（ｕ２（ｎ－ｉ）－ａｕｎ－ｉ）（ｕｉ＋１－ａ）（ｉ＋１）ａｎ－ｉａｉ＋１］，ｎ＝１，２…。 （１１）

由 ｓ的定义知，ｂ２－（１－ａ）（ｕ－ａ）ｓ＝０，因此，可选取 ａ１＝η≠０，一旦 ａ０和 ａ１取定，数列｛ａｎ｝可由式（１１）
惟一确定。这说明，方程（７）存在形如（１０）的幂级数解。

下面证明幂级数（１０）在原点的邻域内收敛。由式（１１）可得
ｂ２ｕ（１－ｕｎ）（ｎ＋１）

ｕ－ａ ａｎ＋１＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
［（ｕ２（ｎ－ｉ）－ａｕｎ－ｉ）（ｕｉ＋１－ａ）（ｉ＋１）ａｎ－ｉａｉ＋１］，ｎ＝１，２…， （１２）

所以

｜ａｎ＋１｜≤
（１＋｜ａ｜）３

ｂ２｜１－ｕｎ｜∑
ｎ－１

ｉ＝０
｜ａｎ－ｉ｜·｜ａｉ＋１｜＝

Ｎ
｜１－ｕｎ｜∑

ｎ－１

ｉ＝０
｜ａｎ－ｉ｜·｜ａｉ＋１｜，ｎ＝１，２…， （１３）

其中 Ｎ＝（１＋｜ａ｜）
３

ｂ２
。为了构造方程（７）的优级数，我们考虑函数

Ｇ（ｚ）＝１２Ｎ（１－ １－４Ｎ｜η｜槡 ｚ），

它在区域｜ｚ｜＜ １
４Ｎ｜η｜

上写成

Ｇ（ｚ）＝｜η｜ｚ＋∑
∞

ｎ＝２
Ｂｎｚｎ。 （１４）

由于 Ｇ（ｚ）满足方程
ＮＧ２（ｚ）－Ｇ（ｚ）＋｜η｜ｚ＝０，

因此，由待定系数法不难推出系数数列｛Ｂｎ｝∞ｎ＝１满足 Ｂ１＝｜η｜和
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Ｂｎ＋１＝Ｎ∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｂｎ－ｉＢｉ＋１。 （１５）

由于级数（１４）在原点的充分小的邻域内收敛，因此，存在一个常数 Ｔ＞０满足
Ｂｎ≤Ｔｎ，ｎ＝１，２…。 （１６）

用数学归纳法易证：｜ａｎ｜≤ＢｎｅＫ
（ｎ－１），ｎ≥１，此外，Ｋ：Ｎ→Ｒ在引理 １中已经被定义。事实上，｜ａ１｜＝

｜η｜＝Ｂ１，假设｜ａｊ｜≤ｂｊｅ
Ｋ（ｊ－１），ｊ≤ｎ－１，由（１３），（１５）和引理１知

｜ａｎ＋１｜≤
Ｎ

｜１－ｕｎ｜∑
ｎ－１

ｉ＝０
｜ａｎ－ｉ｜·｜ａｉ＋１｜≤

Ｎ
｜１－ｕｎ｜∑

ｎ－１

ｉ＝０
Ｂｎ－１ｅＫ

（ｎ－ｉ－１）Ｂｉ＋１ｅＫ
（ｉ）≤

Ｎ
｜１－ｕｎ｜ｅ

Ｋ（ｎ－１）∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｂｎ－ｉＢｉ＋１＝

ｅＫ（ｎ－１）

｜１－ｕｎ｜Ｂｎ＋１
，ｎ＝１，２…。

由引理１知：－ｌｏｇ｜１－ｕｎ｜≤Ｋ（ｎ）－Ｋ（ｎ－１），则
ｅＫ（ｎ－１）

｜１－ｕｎ｜≤ｅ
Ｋ（ｎ），于是有｜ａｎ＋１｜≤Ｂｎ＋１ｅＫ

（ｎ），（ｎ≥０），由

引理１（ａ）知，存在一个常数γ＞０，使得 Ｋ（ｎ）≤ｎ（Ｂ（θ）＋γ），于是｜ａｎ｜≤Ｔｎｅ
（ｎ－１）（Ｂ（θ）＋γ），则

ｌｉｍ
ｎ→∞
ｓｕｐ（｜ａｎ｜）

１
ｎ≤ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｕｐ（Ｔｎｅ（ｎ－１）（Ｂ（θ）＋γ））

１
ｎ＝ＴｅＢ（θ）＋γ，

令 ｒ＝ｍｉｎ １
４Ｎ｜η｜

，（ＴｅＢ（θ）＋γ）{ }－１ ＞０，则幂级数（１０）在｜ｚ｜＜ｒ上一致收敛。从而定理１得证。

当 ｕ满足（Ｈ２）时，ｕ不仅在复数域Ｃ中的单位圆上，而且是一个单位根，因此 ｕ既不满足（ⅱ）中所需求
的Ｄｉｏｐｈａｎｔｉｎｅ条件，也不满足（Ｈ１）中的Ｂｒｊｕｎｏ条件。下面定义数列｛ｃｎ｝∞ｎ＝１：

ｃ１＝｜η｜；

ｃｎ＋１＝ΓＮ∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｃｎ－ｉｃｉ＋１，ｎ＝１，２，３

{
…。

（１７）

其中 Ｎ在定理１中已定义，并且

Γ：＝ｍａｘ１，
１

｜１－ｕ｜，
１

｜１－ｕ２｜
，…

１
｜１－ｕｐ－１{ }｜。 （１８）

定理 ２ 假定（Ｈ２）成立，且 ａ≠１，ｂ＝０，ｕ≠ａ，数列｛ａｎ｝∞ｎ＝０满足 ａ０＝ｓ＝
ｂ２

（１－ａ）（ｕ－ａ），ａ１＝η和

ｂ２ｕ（１－ｕｎ）（ｎ＋１）
ｕ－ａ ａｎ＋１＝Ω（ｎ，ｕ，ａ１，ａ２…ａｎ），ｎ＝１，２…， （１９）

其中

Ω（ｎ，ｕ，ａ１，ａ２…ａｎ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
［（ｕ２（ｎ－ｉ）－ａｕｎ－ｉ）（ｕｉ＋１－ａ）（ｉ＋１）ａｎ－ｉａｉ＋１］，（ｎ＝１，２…）。

则当Ω（ｌｐ，ｕ，ａ１，ａ２…ａｌｐ）≠０，ｌ＝１，２…时，方程（７）在原点的任何邻域内都不存在解析解；当Ω（ｌｐ，ｕ，ａ１，

ａ２…ａｌｐ）＝０，ｌ＝１，２…时，方程（７）在原点的某邻域内存在形如（９）的解析解 ｙ（ｚ），使得 ｙ（０）＝ｓ，ｙ′（０）＝η，
ｙ（ｌｐ＋１）（０）＝（ｌｐ＋１）！τｌｐ＋１，其中τｌｐ＋１是满足｜τｌｐ＋１｜≤Ｃｌｐ＋１的任一常数，数列｛ｃｎ｝∞ｎ＝１由式（１７）定义。
证明 类似定理１的证明，假设方程（７）的幂级数解为式（１０）的形式，把式（１０）代入方程（７）并比较系数

得式（１２）仍然成立。当Ω（ｌｐ，α，ａ１，ａ２…ａｌｐ）≠０，ｌ＝１，２…时，因为１－ｕｎ＝１－ｕｌｐ＝０，式（１９）两边不相等，
故方程（７）在原点的任何邻域内都不存在解析解。当Ω（ｌｐ，α，ａ１，ａ２…ａｌｐ）＝０，ｌ＝１，２…时，式（１９）中 ａｌｐ＋１
有无穷多种选择，其形式解形成一个具有无穷多个参数的解族。任取 ａｌｐ＋１＝τｌｐ＋１，使得｜τｌｐ＋１｜≤ｃｌｐ＋１，ｌ＝１，

２…。下面证明式（１０）在原点的邻域内收敛。当 ｎ≠ｌｐ时，有｜ｕｎ－１｜＜Γ，则由（１３）得当 ｎ≠ｌｐ，ｌ＝１，２…
时，有

｜ａｎ＋１｜≤ΓＮ∑
ｎ－１

ｉ＝０
｜ａｎ－ｉ｜·｜ａｉ＋１｜，ｎ＝１，２…。 （２０）

设 Ｗ（ｚ）＝∑
∞

ｎ＝１
ｃｎｚｎ，ｃ１＝｜η｜， （２１）

则式（２１）满足隐函数方程

ΓＮＷ２（ｚ）－Ｗ（ｚ）＋｜η｜ｚ＝０。 （２２）

因此，有 Ｗ（ｚ）＝ １
２ΓＮ
（１－ １－４ＦＮ｜η｜槡 ｚ）

４ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷



在区域｜ｚ｜＜ １
４ΓＮ｜η｜

内收敛，用数学归纳法易证

｜ａｎ｜≤ｃｎ，ｎ＝１，２…。 （２３）
事实上，｜ａ１｜＝｜η｜＝ｃ１，假设｜ａｊ｜≤ｃｊ，ｊ≤ｎ，则由式（２０）知

｜ａｎ＋１｜≤ΓＮ∑
ｎ－１

ｉ＝０
｜ａｎ－ｉ｜·｜ａｉ＋１｜≤ΓＮ∑

ｎ－１

ｉ＝０
ｃｎ－ｉｃｉ＋１＝ｃｎ＋１，ｎ＝２，３…。

由式（２１）的收敛性和不等式（２３）可得出幂级数（１０）在原点的邻域内收敛。定理２得证。
下面给出原方程（６）的解析解的存在性。

定理 ３ 假设（Ｈ１）或（Ｈ２）成立，且 ａ≠１，ｂ≠０，ｕ≠ａ，则对 ｓ＝
ｂ２

（１－ａ）（ｕ－ａ），方程（６）在点 ｓ的邻域

内存在解析解

ｘ（ｚ）＝１ｂ（ｙ（ｕｙ
－１（ｚ））－ａｚ）， （２４）

且满足初值条件 ｘ（ｓ）＝ ｂ
ｕ－ａ，ｘ′（ｓ）＝

ｕ－ａ
ｂ ，其中 ｙ（ｚ）是定理１或定理２所确定的解析解。

证明 由定理１、定理２可找到辅助方程（７）满足初值条件式（８）的形如式（９）的解析解 ｙ（ｚ），且满足
ｙ（０）＝ｓ，ｙ′（０）＝η≠０，显然反函数 ｙ

－１（ｚ）存在且在原点的邻域内解析，设

ｘ（ｚ）＝１ｂ（ｙ（ｕｙ
－１（ｚ））－ａｚ），

则它在 ｓ的邻域内解析。由辅助方程（７）得

ｘ′（ｚ）＝１ｂ ｙ′（ｕｙ
－１（ｚ））·ｕ· １

ｙ′（ｙ－１（ｚ））－[ ]ａ ＝１ｂ·ｕｙ′（ｕｙ
－１（ｚ））－ａｙ′（ｙ－１（ｚ））
ｙ′（ｙ－１（ｚ）） ＝

ｂ
ｙ（ｕ２ｙ－１（ｚ））－ａｙ（ｕｙ－１（ｚ））

。

由（２４）得
１

ｘ（ａｚ＋ｂｘ（ｚ））＝
１

ｘ（ｙ（ｕｙ－１（ｚ））＝
１

１
ｂ（ｙ（ｕ（ｙ

－１（ｙｕｙ－１（ｚ））））－ａｙ（ｕｙ－１（ｚ））
＝

ｂ
ｙ（ｕ２ｙ－１（ｚ））－ａｙ（ｕｙ－１（ｚ））

，

因此 ｘ′（ｚ）＝ １
ｘ（ａｚ＋ｂｘ（ｚ）），这说明式（２４）是（７）的解析解，且

ｘ（ｓ）＝１ｂ［ｙ（ｕｙ
－１（ｓ））－ａｓ］＝１ｂ［ｙ（０）－ａｓ］＝

１
ｂ（ｓ－ａｓ）＝

（１－ａ）ｓ
ｂ ＝ ｂ

ｕ－ａ，

ｘ′（ｓ）＝ ｂ
ｙ（ｕ２ｙ－１（ｓ））－ａｙ（ｕｙ－１（ｓ））＝

ｂ
ｙ（０）－ａｙ（０）＝

ｂ
（１－ａ）ｓ＝

ｕ－ａ
ｂ 。

定理３得证。
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