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摘要：利用函数单向Ｓ粗集和函数单向Ｓ粗集对偶，给出 ｆ规律知识，珋ｆ规律知识，ｆ规律和珋ｆ规律的概念，利用这
些概念，给出规律知识生成的规律之间的关系和积分度量．
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０ 引言

波兰数学家Ｚ．Ｐａｗｌａｋ教授于１９８２年提出粗集［１］，粗集得到了广泛的应用．２００５年史开泉教授提出了函
数Ｓ粗集理论［２］，函数Ｓ粗集是改进了Ｓ粗集［３５］得到的，Ｓ粗集是改进了Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集得到的，将粗集应用
从静态推广到动态，从数据挖掘推广到规律挖掘．函数Ｓ粗集（函数单向 Ｓ粗集，函数单向 Ｓ粗集对偶，函数
双向Ｓ粗集）是以α函数等价类［ｕ］来定义的，ｕｉ∈［ｕ］是一个函数，一个函数是一个规律［５，６］．α函数等价
类［ｕ］＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｎ｝具有这样的特性：如果在［ｕ］的属性集α中增加属性，则 ｃａｒｄ（［ｕ］）减少，［ｕ］生成的
规律曲线随着α中的属性增加而下移；反之，如果在［ｕ］的属性集α中减少属性，则ｃａｒｄ（［ｕ］）增加，［ｕ］生成
的规律曲线随着α中的属性减少而上移．函数 Ｓ粗集的粗规律曲线是动态变化的，这些规律之间存在着怎
样的积分关系又具有怎样的积分度量特征本文给出讨论．

函数单向Ｓ粗集和函数单向Ｓ粗集对偶的结构与更多的概念，见［３１１］．

１ 规律知识与规律生成

约定：在下面的讨论中，α函数等价类［ｕ（ｘ）］记作［ｕ］；α函数等价类［ｕ］与规律知识［ｕ］是同一个概
念，对它们不加区分直接使用；规律知识简称知识；特征值分量取值均为非负．
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定义 １．１ 设［ｕ］＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｎ｝是一知识集，α＝｛α１，α２，…αλ｝是［ｕ］的属性集，称［ｕ］
ｆ是［ｕ］的 ｆ知

识，如果［ｕ］ｆ的属性集αｆ与［ｕ］的属性集α满足

ααｆ． （１．１）

其中α
ｆ＝α∪｛ｆ（β）｝，β∈Ｖ，βα，ｆ（β）＝α′∈α，这里：ｆ∈Ｆ是 Ｖ上的属性迁移

［６，７］，Ｖ是属性论域．
显然有ｃａｒｄ（［ｕ］ｆ）≤ｃａｒｄ（［ｕ］）．
定义 １．２ 称［ｕ］珋ｆ是［ｕ］的珋ｆ知识，如果［ｕ］珋ｆ的属性集α

珋ｆ与［ｕ］的属性集α满足

α
珋ｆα． （１．２）

其中α
珋ｆ＝α＼｛珋ｆ（αｉ）｝，αｉ∈α，珋ｆ（αｉ）＝βｉα．这里：珋ｆ∈珔Ｆ是 Ｖ上的属性迁移

［７，１１］．
显然有ｃａｒｄ（［ｕ］）≤ｃａｒｄ（［ｕ］

珋ｆ）．
定义 １．３ 给定［ｕ］＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｎ｝，设 ｕ１，ｕ２，…ｕｎ分别具有特征值

ｘ１＝（ｘ１（１），ｘ１（２），…ｘ１（ｎ）），

ｘ２＝（ｘ２（１），ｘ２（２），…ｘ２（ｎ）），


ｘｎ＝（ｘｎ（１），ｘｎ（２），…ｘｎ（ｎ））． （１．３）

利用 ｙ（ｋ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｋ），ｋ＝１，２，…ｎ，得到

ｙ＝（ｙ（１），ｙ（２），…ｙ（ｎ））， （１．４）

ｙ（ｋ）∈Ｒ＋，ｋ＝１，２，…ｎ；令 ｙｊ＝ｙ（ｊ），ｊ＝１，２，…ｎ，则有数据点
（１，ｙ１），（２，ｙ２），…（ｎ，ｙｎ）， （１．５）

利用 ｐ（ｘ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ∏
ｉ≠ｊ

ｘ－ｘｉ
ｘｊ－ｘｉ

得到［ｕ］生成的多项式函数 ｐ（ｘ）：

ｐ（ｘ）＝ａｎ－１ｘｎ－１＋ａｎ－２ｘｎ－２＋…＋ａ１ｘ＋ａ０． （１．６）
多项式函数 ｐ（ｘ）称作知识［ｕ］的生成规律，简称 ｐ（ｘ）是［ｕ］的规律．

定义 １．４ 给定［ｕ］ｆ＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｍ｝，ｍ≤ｎ，设 ｕ１，ｕ２，…ｕｍ分别具有特征值

ｘ１＝（ｘ１（１），ｘ１（２），…ｘ１（ｎ）），

ｘ２＝（ｘ２（１），ｘ２（２），…ｘ２（ｎ）），


ｘｍ＝（ｘｍ（１），ｘｍ（２），…ｘｍ（ｎ））， （１．７）

利用 ｙｆ（ｋ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ（ｋ），ｋ＝１，２，…ｎ，得到

ｙｆ＝（ｙｆ（１），ｙｆ（２），…ｙｆ（ｎ））， （１．８）

ｙｆ（ｋ）∈Ｒ＋，ｋ＝１，２，…ｎ；令 ｙｆｊ＝ｙｆ（ｊ），ｊ＝１，２，…ｎ，则有下列数据点
（１，ｙｆ１），（２，ｙｆ２），…，（ｎ，ｙ

ｆ
ｎ）， （１．９）

相似地得到知识［ｕ］ｆ的生成规律ｐ（ｘ）ｆ：
ｐ（ｘ）ｆ＝ｂｎ－１ｘｎ－１＋ｂｎ－２ｘｎ－２＋…＋ｂ１ｘ＋ｂ０． （１．１０）

简称 ｐ（ｘ）ｆ是［ｕ］的 ｆ规律．
定义 １．５ 给定［ｕ］珋ｆ＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｔ｝，ｔ≥ｎ，设 ｕ１，ｕ２，…ｕｔ分别具有特征值

ｘ１＝（ｘ１（１），ｘ１（２），…ｘ１（ｎ）），

ｘ２＝（ｘ２（１），ｘ２（２），…ｘ２（ｎ）），


ｘｔ＝（ｘｔ（１），ｘｔ（２），…ｘｔ（ｎ））． （１．１１）

利用 ｙ珋ｆ（ｋ）＝∑
ｔ

ｉ＝１
ｘｉ（ｋ），ｋ＝１，２，…ｎ，得到

ｙ珋ｆ＝（ｙ珋ｆ（１），ｙ珋ｆ（２），…ｙ珋ｆ（ｎ））， （１．１２）
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ｙ
珋ｆ（ｋ）∈Ｒ＋，ｋ＝１，２，…ｎ；令 ｙ

珋ｆ
ｊ＝ｙ

珋ｆ（ｊ），ｊ＝１，２，…ｎ，则有数据点
（１，ｙ珋ｆ１），（２，ｙ

珋ｆ
２），…（ｎ，ｙ

珋ｆ
ｎ）， （１．１３）

相似地得到知识［ｕ］珋ｆ的生成规律ｐ（ｘ）珋ｆ：
ｐ（ｘ）珋ｆ＝ｃｎ－１ｘｎ－１＋ｃｎ－２ｘｎ－２＋…＋ｃ１ｘ＋ｃ０． （１．１４）

简称 ｐ（ｘ）珋ｆ是［ｕ］的珋ｆ规律．
由定义１．１～１．５得到：
定理 １．１ 若 ｐ（ｘ）是［ｕ］的规律，ｐ（ｘ）ｆ是［ｕ］的 ｆ规律，则在给定的规律区间［ａ，ｂ］上，ｐ（ｘ）ｆ与ｐ（ｘ）

满足

ｐ（ｘ）ｆ≤ｐ（ｘ）． （１．１５）
证明 由［ｕ］ｆ是［ｕ］的 ｆ知识可知ｃａｒｄ（［ｕ］ｆ）≤ｃａｒｄ（［ｕ］），则［ｕ］ｆ的特征值对应点的离散数据叠加个

数≤［ｕ］的特征值对应点的离散数据叠加个数，即∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ（ｋ）≤∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ（ｋ），故 ｐ（ｘ）ｆ的规律曲线在ｐ（ｘ）的规律曲

线的下方，所以 ｐ（ｘ）ｆ≤ｐ（ｘ）．
定理 １．２ 若 ｐ（ｘ）是［ｕ］的规律，ｐ（ｘ）珋ｆ是［ｕ］的珋ｆ规律，则在给定的规律区间［ａ，ｂ］上，ｐ（ｘ）珋ｆ与ｐ（ｘ）

满足

ｐ（ｘ）≤ｐ（ｘ）
珋ｆ． （１．１６）

证明类似定理１．１，略．
利用定理１．１，１．２直接得到：
定理 １．３ 若 ｐ（ｘ），ｐ（ｘ）ｆ，ｐ（ｘ）珋ｆ分别是［ｕ］的规律，［ｕ］的 ｆ规律，［ｕ］的珋ｆ规律，则在给定的规律区间

［ａ，ｂ］上，有
ｐ（ｘ）ｆ≤ｐ（ｘ）≤ｐ（ｘ）

珋ｆ． （１．１７）

２ ｆ规律与珋ｆ规律的积分度量关系

约定：在这一节中，ｐ（ｘ），ｐ（ｘ）ｆ，ｐ（ｘ）珋ｆ是区间［ａ，ｂ］上的规律．
定理 ２．１（规律 ｐ（ｘ）与规律 ｐ（ｘ）ｆ的积分度量ｆ关系） 若 ｐ（ｘ）是［ｕ］的规律，ｐ（ｘ）ｆ是［ｕ］的 ｆ规律，

则

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ． （２．１）

证明 利用定理１．１直接得到，略．
定理 ２．２ 给定规律序列 ｐ（ｘ）ｆ１，ｐ（ｘ）ｆ２，…ｐ（ｘ）ｆｎ，若它们的属性集αｆ１，αｆ２，…α

ｆ
ｎ满足

α
ｆ
ｎαｆｎ－１…αｆ１， （２．２）

则下列不等式成立，而且

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ１ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ２ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｎｄｘ． （２．３）

证明 由α
ｆ
ｎαｆｎ－１…αｆ１ｃａｒｄ（［ｕ］ｆ１）≤ｃａｒｄ（［ｕ］ｆ２）≤…≤ｃａｒｄ（［ｕ］ｆｎ）ｐ（ｘ）ｆ１≤ ｐ（ｘ）ｆ２≤…

≤ ｐ（ｘ）ｆｎ∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ１ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆ２ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｎｄｘ．

推论 １ 设｛ｐ（ｘ）ｆ１，ｐ（ｘ）ｆ２，…ｐ（ｘ）ｆｎ｝是［ｕ］的 ｆ规律集，任取 ｐ（ｘ）ｆｋ∈｛ｐ（ｘ）ｆ１，ｐ（ｘ）ｆ２，…ｐ（ｘ）ｆｎ｝，则

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｋｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ． （２．４）

定理 ２．３（规律 ｐ（ｘ）与规律 ｐ（ｘ）珋ｆ的积分度量珋ｆ关系） 若 ｐ（ｘ）是［ｕ］的规律，ｐ（ｘ）珋ｆ是［ｕ］的珋ｆ规
律，则

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄｘ． （２．５）

证明 利用定理１．２直接得到，略．
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定理 ２．４ 给定规律序列 ｐ（ｘ）珋ｆ１，ｐ（ｘ）
珋ｆ
２，…ｐ（ｘ）

珋ｆ
ｎ，若它们的属性集α

珋ｆ
１，α

珋ｆ
２，…α

珋ｆ
ｎ满足

α
珋ｆ
ｎα

珋ｆ
ｎ－１…α

珋ｆ
１， （２．６）

则下列不等式成立，而且

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆ１ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆ２ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｎｄｘ． （２．７）

证明类似定理２．２，略．
推论 ２ 设｛ｐ（ｘ）珋ｆ１，ｐ（ｘ）

珋ｆ
２，…ｐ（ｘ）

珋ｆ
ｎ｝是［ｕ］的珋ｆ规律集，任取 ｐ（ｘ）

珋ｆ
ｌ∈｛ｐ（ｘ）

珋ｆ
１，ｐ（ｘ）

珋ｆ
２，…ｐ（ｘ）

珋ｆ
ｎ｝，则

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｌｄｘ． （２．８）

利用定理２．１，２．３直接得到：
定理 ２．５ 若 ｐ（ｘ）是［ｕ］的规律，ｐ（ｘ）ｆ是［ｕ］的 ｆ规律，ｐ（ｘ）珋ｆ是［ｕ］的珋ｆ规律，则

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄｘ． （２．９）

定理 ２．６ 设 ｐ（ｘ），ｐ（ｘ）ｆ，ｐ（ｘ）珋ｆ分别是［ｕ］的规律，［ｕ］的 ｆ规律，［ｕ］的珋ｆ规律，若
ｐ（ｘ）－ｐ（ｘ）ｆ＝ｐ（ｘ）珋ｆ－ｐ（ｘ）， （２．１０）

则 ∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝ １２∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄ( )ｘ． （２．１１）

证明 由（２．１０）得到ｐ（ｘ）＝１２ ｐ（ｘ）
ｆ＋ｐ（ｘ）珋( )ｆ ，然后将这个等式的两边在区间［ａ，ｂ］上积分可以得

到

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝ １２∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄ( )ｘ．

推论 ３ 设 ｐ（ｘ），ｐ（ｘ）ｆ，ｐ（ｘ）珋ｆ分别是［ｕ］的规律，［ｕ］的 ｆ规律，［ｕ］的珋ｆ规律，且
ｐ（ｘ）＝ａｎ－１ｘｎ－１＋ａｎ－２ｘｎ－２＋… ＋ａ１ｘ＋ａ０，

ｐ（ｘ）ｆ＝ｂｎ－１ｘｎ－１＋ｂｎ－２ｘｎ－２＋… ＋ｂ１ｘ＋ｂ０，
ｐ（ｘ）珋ｆ＝ｃｎ－１ｘｎ－１＋ｃｎ－２ｘｎ－２＋… ＋ｃ１ｘ＋ｃ０．

若 ａｉ－ｂｉ＝ｃｉ－ａｉ，ｉ＝０，１，…ｎ－１， （２．１２）

则 ∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝ １２∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄ( )ｘ． （２．１３）

定理 ２．７ 设 ｐ（ｘ），ｐ（ｘ）ｆ，ｐ（ｘ）珋ｆ分别是［ｕ］的规律，［ｕ］的 ｆ规律，［ｕ］的珋ｆ规律，若在规律区间［ａ，
ｂ］上存在三点θ，η，τ分别满足

ｐ（θ）·（ｂ－ａ）＝∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ，

ｐ（η）
ｆ·（ｂ－ａ）＝∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ，

ｐ（τ）
珋ｆ·（ｂ－ａ）＝∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄｘ，

（２．１４）

且 ｐ（θ）－ｐ（η）
ｆ＝ｐ（τ）

珋ｆ－ｐ（θ）． （２．１５）

则 ∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝ １２∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄ( )ｘ． （２．１６）

证明 由（２．１５）得到 ｐ（θ）·（ｂ－ａ）－ｐ（η）
ｆ·（ｂ－ａ）＝ｐ（τ）

珋ｆ·（ｂ－ａ）－ｐ（θ）·（ｂ－ａ），结合

（２．１４）有∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ，所以∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１２∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＋∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）珋ｆｄ( )ｘ．

３ 应用举例

考虑到用插值多项式计算的复杂性，在本节我们用简单的几个数据来说明规律的生成以及各规律之间

的积分度量关系．

４ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷



设系统ｍ的稳定状态在终端输出的是由属性集α＝｛α１，α２，α３｝对应的知识［ｕ］＝｛ｕ１，ｕ２，ｕ３｝，系统ｍ
在运行中受到属性迁移的干扰，在终端输出的是由属性集α

ｆ＝｛α１，α２，α３，α４｝对应的知识［ｕ］ｆ＝｛ｕ１，ｕ２｝
或者是由属性集α

珋ｆ＝｛α１，α２｝对应的知识［ｕ］
珋ｆ＝｛ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４｝，这两种属性迁移生成的知识我们并在一

起讨论，其中 ｕ１ ＝｛１．４，１．８，１．５，１．１，１．７｝，ｕ２ ＝｛１．１，１．７，１．８，１．３，１．４｝，ｕ３ ＝｛１．２，１．８，１．９，１．１，１．４｝，

ｕ４ ＝｛１．８，１．１，１．９，２．１，１．７｝．利用第一节内容得到由知识［ｕ］，［ｕ］ｆ，［ｕ］
珋ｆ生成的数据ｙ＝（３．７，５．３，５．２，

３．５，４．５），ｙｆ＝（２．５，３．５，３．３，２．４，３．１），ｙ珋ｆ＝（５．５，６．４，７．１，５．６，６．２），则有三组数据点（１，３．７），（２，５．３），
（３，５．２），（４，３．５），（５，４．５）；（１，２．５），（２，３．５），（３，３．３），（４，２．４），（５，３．１）；（１，５．５），（２，６．４），（３，７．１），（４，

５．６），（５，６．２）．利用插值多项式 ｐ（ｘ）＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｙｊ∏
ｉ≠ｊ

ｘ－ｘｉ
ｘｊ－ｘｉ

得到知识［ｕ］，［ｕ］ｆ，［ｕ］珋ｆ的生成规律：

ｐ（ｘ）＝０．１７５０ｘ４－１．７３３４ｘ３＋５．１７５０ｘ２－４．４１６７ｘ＋４．５０００，
ｐ（ｘ）ｆ＝０．０７５０ｘ４－０．６６６７ｘ３＋１．５２５０ｘ２－０．０３３３ｘ＋１．６０００，
ｐ（ｘ）珋ｆ＝０．２６２５ｘ４－２．９５８３ｘ３＋１１．０８７５ｘ２－１５．５９１７ｘ＋１２．７０００．

根据三组数据点的相互比较可以看出 ｐ（ｘ）ｆ≤ ｐ（ｘ）≤ ｐ（ｘ）
珋ｆ，也就是说曲线 ｐ（ｘ）ｆ在曲线ｐ（ｘ）的下方，曲

线 ｐ（ｘ）珋ｆ在曲线ｐ（ｘ）的上方．
在任意的［０，ｔ］时刻，不妨令 ｔ＝４，在［０，４］上我们对 ｐ（ｘ），ｐ（ｘ）ｆ，ｐ（ｘ）珋ｆ分别积分，经计算得出

∫
４

０
ｐ（ｘ）ｄｘ＝１７．９６８８，∫

４

０
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＝１１．３５８１，∫

４

０
ｐ（ｘ）珋ｆｄｘ＝２７．０２８５，显然∫

４

０
ｐ（ｘ）ｆｄｘ＜∫

４

０
ｐ（ｘ）ｄｘ＜

∫
４

０
ｐ（ｘ）珋ｆｄｘ．由于系统ｍ在终端输出的知识由其本身的属性集控制，所以规律知识的属性集起着决定性作

用．在本文中，各知识的属性集是包含与被包含的关系，则对应的知识也是包含与被包含的关系．属性集里
的属性越多，对应知识的基数越小；属性集里的属性越少，对应知识的基数越大．知识本身具有的特征值是
不变的，所以基数越大的知识在特征值对应点的离散数据叠加个数就越多，生成的规律曲线会向上移动变

化，反之则向下移动变化，因而就有了明显的积分度量关系，特征值的取值不会对积分度量构成影响．

４ 讨论

在军事，通讯，经济，金融等诸多系统中，会有大量动态，不确定的规律，这些规律都是以某个范围内变

化的离散数据构成的离散函数．具有属性集α的多个离散函数构成了函数Ｓ粗集中的α函数等价类［ｕ］，其
特性等价地表征了这些系统的运动规律，在属性集α中增加或减少属性，生成的知识又等价地表征了这些

运动规律的动态特征．
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