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摘要：函数单向Ｓ粗集中的上近似与下近似均可看作是一个 Ｒ函数等价类，他们生成的函数如果在一闭区间上连
续，则在该区间存在积分，这样就得到一个积分对，称这个积分对是函数单向 Ｓ粗集生成的 Ｆ粗积分。Ｆ粗积分
是普通积分的推广，而且它具有动态特性，也有一些良好的性质，为解决实际问题提供了一个方便有效的工具。
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０ 引言

函数Ｓ粗集［１４］是改进了Ｓ粗集［５］、且在Ｚ．Ｐａｗｌａｋ粗集［６］的基础上而提出的。函数 Ｓ粗集是用 Ｒ函数
等价类［ｕ］定义的（其中 ｕｉ∈［ｕ］是一个函数，也是一个规律），它具有动态特性，也具有规律特性，且有三种
形式组成：函数单向Ｓ粗集，函数双向Ｓ粗集与函数单向 Ｓ粗集对偶。本文的讨论是在函数单向 Ｓ粗集的
基础上进行的。

在函数单向 Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））中，设［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪ ［ｕ］，［ｕ］－＝（Ｒ，

Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］，则［ｕ］－、［ｕ］－分别是函数等价类，那么就能得到由［ｕ］－、［ｕ］－分别生成的函数ｐ－（ｘ）与

ｐ－（ｘ）。如果 ｐ－（ｘ）与 ｐ－（ｘ）分别在给定的区间［ａ，ｂ］上连续，则它们在区间［ａ，ｂ］上可积，从而得到积

(分对∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ，这个事实一直存在于函数单向 Ｓ粗集中。特别是在控制系统的能量输出等

方面又需要积分的知识来表达，这就使研究 Ｆ粗积分成为必要，但至今未被人们给出讨论与应用。
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回到通常的积分学中，设 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，则有牛顿积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ）存在，上

面给出的积分对显然是牛顿积分形式的扩展，反之牛顿积分是积分对的特例。一个事实是：若

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，函单向数 Ｓ (粗积分生成的积分对∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ 就退化

成牛顿积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ。这是潜藏在函数单向Ｓ粗集中一个重要且有意义的问题，本文也对这个问题给出讨

论。在下面讨论中所涉及到的函数单向Ｓ粗集结构性质等见文献［１６］。

约定：ζ（ｘ）是有限函数论域，Ｑ（ｘ）＝｛ｕ１（ｘ），ｕ２（ｘ），…，ｕγ（ｘ）｝ζ（ｘ）是有限函数集，［ｕ（ｘ）］是

ζ（ｘ）上的Ｒ函数等价类，Ｒ是ζ（ｘ）上的等价关系；是属性论域。ζ（ｘ），Ｑ（ｘ），ｕ（ｘ），［ｕ（ｘ）］分别记做ζ，
Ｑ，ｕ，［ｕ］。

１ 函数单向Ｓ粗集与它的生成函数

定义 １１ 设［ｕ］＝｛ｕ１，ｕ２，ｕ３，…，ｕｍ｝是函数论域ζ上的Ｒ函数等价类，α是其属性集，且α ＝｛α１，

α２，α３，…，αλ｝，对ｕｉ∈［ｕ］具有离散分布：

ｕ１ ＝（ｕ１（１），ｕ１（２），ｕ１（３），…，ｕ１（ｋ），…，ｕ１（ｎ＋１）），

ｕ２ ＝（ｕ２（１），ｕ２（２），ｕ２（３），…，ｕ２（ｋ），…，ｕ２（ｎ＋１）），
… … … … …

ｕｉ＝（ｕｉ（１），ｕｉ（２），ｕｉ（３），…，ｕｉ（ｋ），…，ｕｉ（ｎ＋１）），
… … … … …

ｕｍ ＝（ｕｍ（１），ｕｍ（２），ｕｍ（３），…，ｕｍ（ｋ），…，ｕｍ（ｎ＋１）），
其中 ｕｉ（ｋ）≥０，ｉ＝１，２，３，…，ｍ；ｋ＝１，２，３，…，ｎ＋１。

利用 ｕ（ｋ）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｕｉ（ｋ），ｋ＝１，２，３，…，ｎ＋１得到

ｕ＝（ｕ（１），ｕ（２），ｕ（３），…，ｕ（ｋ），…，ｕ（ｎ＋１））。
将上式离散函数转化成数据点的形式：

（１，ｙ１），（２，ｙ２），（３，ｙ３），…，（ｋ，ｙｋ），…，（ｎ＋１，ｙｎ＋１）。
其中 ｙｋ＝ｕ（ｋ），ｋ＝１，２，３，…，ｎ＋１。
利用拉格朗日插值公式

ｐ（ｘ）＝∑
ｎ＋１

ｊ＝１
ｙｊ∏

ｎ＋１

ｉ≠ｊ
ｉ，ｊ＝１

ｘ－ｘｉ
ｘｊ－ｘｉ

得到函数

ｐ（ｘ）＝ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ－１＋ａｎ－２ｘｎ－２＋… ＋ａ１ｘ＋ａ０， （１１）
称该函数是函数等价类［ｕ］生成的函数。

定义１２ 设［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］，α－＝｛α１，α２，α３，…，αλ｝是该函数等价类的属性集。称根据
定义１１的方法由［ｕ］－生成的函数

ｐ－（ｘ）＝ａｎｘｎ＋ａｎ－１ｘｎ－１＋ａｎ－２ｘｎ－２＋… ＋ａ１ｘ＋ａ０ （１２）
是函数单向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））的下近似［ｕ］－生成的函数。

定义１３ 设［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］，α－＝｛α１，α２，α３，…，αη｝是该函数等价类的属性集。称根据
定义１１的方法由［ｕ］－生成的函数

ｐ－（ｘ）＝ｂｎｘｎ＋ｂｎ－１ｘｎ－１＋ｂｎ－２ｘｎ－２＋… ＋ｂ１ｘ＋ｂ０ （１３）
是函数单向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））上近似［ｕ］－生成的函数。

由定义１１可得到：
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引理 １ 设函数 ｐ（ｘ）与 ｐ（ｘ）分别是由函数论域ζ上的Ｒ函数等价类［ｕ］与［ｕ］
 生成的函数，且

［ｕ］ ［ｕ］，则有以下不等式成立：
ｐ（ｘ）≤ ｐ（ｘ）。 （１４）

定理１１ 设α－是函数单向Ｓ粗集下近似［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］的属性集，ｆ∈Ｆ是元素迁移，

是属性论域，αＦ ＝α－∪ ｛α′ｉ｜βｉ∈，βｉα－，ｆ（βｉ）＝α′ｉ∈α－，ｉ是正整数｝，函数等价类［ｕ］Ｆ ＝
（Ｒ，Ｆ）°（ＱＦ）＝∪［ｕ］是具有属性αＦ的函数等价类，则有下列不等式成立：

ｐＦ（ｘ）≤ ｐ－（ｘ）， （１５）

其中 ｐＦ（ｘ），ｐ－（ｘ）分别是由［ｕ］Ｆ、［ｕ］－生成的函数。

证明 通过函数迁移 ｆ将不属于属性集α－的属性迁入α－而变成αＦ ＝α－∪｛α′ｉ｜βｉ∈ Ｖ，βｉα－，

ｆ（βｉ）＝α′ｉ∈α－，ｉ是正整数｝，使属性集里的属性增多。从而使具有属性α－的函数等价类［ｕ］－里的函数个

数减少而变成函数等价类［ｕ］Ｆ。由于［ｕ］Ｆ［ｕ］－，根据定义１１与引理１１可知有 ｐＦ（ｘ）≤ ｐ－（ｘ）成立。

推论１ 设αＦ，０，αＦ，１，αＦ，２，αＦ，３，…，αＦ，ｋ分别是函数单向Ｓ粗集的下近似［ｕ］Ｆ，０，［ｕ］Ｆ，１，［ｕ］Ｆ，２，［ｕ］Ｆ，３，

…，［ｕ］Ｆ，ｋ的属性集，且αＦ，０αＦ，１αＦ，２αＦ，３…αＦ，ｋ则有下列递增函数序列生成：

ｐＦ，ｋ（ｘ）≤ ｐＦ，ｋ－１（ｘ）≤…≤ ｐＦ，１（ｘ）≤ ｐＦ，０（ｘ）， （１６）

其中，ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）分别是函数单向 Ｓ粗集下近似［ｕ］Ｆ，ｋ，［ｕ］Ｆ，ｋ－１，…，［ｕ］Ｆ，０根据定义

１１生成的函数，且αＦ，０ ＝α－，［ｕ］Ｆ，０ ＝［ｕ］－。
推论 ２ 在推论１的条件下，存在最大生成函数，且

ｐＦ，ｍａｘ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）｝。 （１７）
推论 ３ 在推论１的条件下，存在最小生成函数，且

ｐＦ，ｍｉｎ（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）｝。 （１８）
定理１２ 设α

－是函数单向Ｓ粗集上近似［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］的属性集，ｆ∈Ｆ是元素迁移，

是属性论域，令α
Ｆ ＝α－∪｛α′ｉ｜βｉ∈，βｉα

－，ｆ（βｉ）＝α′ｉ∈α
－，ｉ是正整数｝，［ｕ］Ｆ ＝（Ｒ，Ｆ）（ＱＦ）＝

∪［ｕ］是具有属性αＦ的函数等价类，则有下列不等式成立：
ｐＦ（ｘ）≤ ｐ－（ｘ）， （１９）

其中 ｐＦ（ｘ）、ｐ－（ｘ）分别是由函数等价类［ｕ］Ｆ、［ｕ］－生成的函数。
推论 ４ 设α

Ｆ，０，α
Ｆ，１，α

Ｆ，２，…，α
Ｆ，ｋ是函数单向 Ｓ粗集的上近似［ｕ］Ｆ，０，［ｕ］Ｆ，１，［ｕ］Ｆ，２，…，［ｕ］Ｆ，ｋ的属

性集，且α
Ｆ，０αＦ，１αＦ，２…αＦ，ｋ，则有下列递增函数序列生成：

ｐＦ，ｋ（ｘ）≤ ｐＦ
，ｋ－１（ｘ）≤…≤ ｐＦ

，０（ｘ）， （１１０）
其中 ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）分别是函数等价类［ｕ］Ｆ，ｋ，［ｕ］Ｆ，ｋ－１，…，［ｕ］Ｆ，０根据定义 １１生成的函
数，且α

Ｆ，０ ＝α－，［ｕ］Ｆ，０ ＝［ｕ］－。
推论 ５ 在推论４的条件下，存在最大生成函数，且

ｐＦ，ｍａｘ（ｘ）＝ｍａｘ｛ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）｝。 （１１１）
推论 ６ 在推论４的条件下，存在最小生成函数，且

ｐＦ，ｍｉｎ（ｘ）＝ｍｉｎ｛ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）｝。 （１１２）
定理 １３ ｐ－（ｘ），ｐ－（ｘ）分别是函数单向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））的下近似（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）

与上近似（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）生成的函数，则有下列不等式成立：
ｐ－（ｘ）≤ ｐ－（ｘ）。 （１１３）

证明可由引理１得出。

２ Ｆ粗积分的生成与它的特性

约定：下面所讨论的函数在区间［ａ，ｂ］上都连续。
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定义 ２１ 称∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ是函数单向 Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））生成的下近似积分（ｌｏｗｅｒ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｎｔｅｇｒａｌ）。

定义 ２２ 称∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ是函数单向 Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））生成的上近似积分（ｕｐｐｅｒ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｉｎｔｅｇｒａｌ）。

定义 ２３ (称积分对∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ 是 函数单向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））生成

的 Ｆ粗积分，简称 Ｆ粗积分（Ｆｒｏｕｇｈｉｎｔｅｇｒａｌｓ）。

定义 ２４ 设有两个 Ｆ (粗积分∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ (与∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄ )ｘ 如果满足：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，且∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，就称 Ｆ (粗积分∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ

(
是

∫
ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄ )ｘ (的萎缩，也称∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄ )ｘ (是∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ 的扩

(
张。记作：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ (≤∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄ )ｘ。 （２１）

特别地，当∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，同时∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ (时，称∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ

(与∫
ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄ )ｘ

(
相等，记作：

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ (＝∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ′－（ｘ）ｄ )ｘ （２２）

定义 ２５ 称 ＳｎＲ ＝∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ为函数单向Ｓ粗集生成的Ｆ粗积分边界带。

由引理１与普通积分的性质得到：
引理 ２ 设函数 ｐ（ｘ）与 ｐ（ｘ）分别是由函数论域ζ上的Ｒ函数等价类［ｕ］与［ｕ］

生成的函数，且

［ｕ］ ［ｕ］，则有下式积分不等式成立：

∫
ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ（ｘ）ｄｘ。

定理２１（下近似积分关系定理） 设α－是函数单向Ｓ粗集下近似［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］的属

性集，ｆ∈ Ｆ是元素迁移，是属性论域，令αＦ ＝α－∪｛α′ｉ｜βｉ∈，βｉα－，ｆ（βｉ）＝α′ｉ∈α－，ｉ是正整
数｝，函数等价类［ｕ］Ｆ ＝（Ｒ，Ｆ）°（ＱＦ）＝∪［ｕ］是具有属性αＦ的函数等价类，则有函数单向Ｓ粗集下近似
积分关系：

∫
ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ。 （２３）

证明 由已知条件可知α－αＦ，从而有分别具有属性集α－与αＦ的 Ｒ函数等价类 ［ｕ］－与［ｕ］Ｆ具

有关系［ｕ］Ｆ［ｕ］－根据定义１１与定理１１可知有 ｐＦ（ｘ）≤ ｐ－（ｘ）成立，由普通积分的性质可得出结论

∫
ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ成立。

由推论２与定理２１可直接得出下列推论：
推论７ 设αＦ，０，αＦ，１，αＦ，２，αＦ，３，…，αＦ，ｋ分别是函数单向Ｓ粗集的下近似［ｕ］Ｆ，０，［ｕ］Ｆ，１，［ｕ］Ｆ，２，［ｕ］Ｆ，３，

…，［ｕ］Ｆ，ｋ的属性集，且αＦ，０αＦ，１αＦ，２αＦ，３…αＦ，ｋ则有下列递增下近似积分序列生成：

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０ｄｘ， （２４）

其中，ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）分别是函数单向 Ｓ粗集下近似［ｕ］Ｆ，ｋ，［ｕ］Ｆ，ｋ－１，…，［ｕ］Ｆ，０根据定义
１１生成的函数，且αＦ，０ ＝α－，［ｕ］Ｆ，０ ＝［ｕ］－。
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推论 ８ 在推论７的条件下，存在最大下近似积分，且

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｍａｘ（ｘ）ｄｘ＝ｍａｘ∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ，…，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄ{ }ｘ。 （２５ａ）

推论 ９ 在推论７的条件下，存在最小下近似积分，且

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｍｉｎ（ｘ）ｄｘ＝ｍｉｎ∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ，…，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄ{ }ｘ。 （２５ｂ）

定理２２（上近似积分关系定理） 设α
－是函数单向Ｓ粗集上近似［ｕ］－＝（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°）＝∪［ｕ］的属

性集，是属性论域，ｆ∈Ｆ是元素迁移，令αＦ＝α－∪｛α′ｉ｜βｉ∈，βｉα
－，ｆ（βｉ）＝α′ｉ∈α

－，ｉ是正整数｝，

［ｕ］Ｆ ＝（Ｒ，Ｆ）（ＱＦ）＝∪［ｕ］是具有属性αＦ的函数等价类，则有下列函数单向Ｓ粗集上近似积分不等式
成立：

∫
ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ， （２６）

其中 ｐＦ（ｘ），ｐ－（ｘ）分别是由函数单向Ｓ粗集上近似［ｕ］Ｆ，［ｕ］－生成的函数。
推论 １０ 设α

Ｆ，０，α
Ｆ，１，α

Ｆ，２，…，α
Ｆ，ｋ是函数单向Ｓ粗集的上近似［ｕ］Ｆ，０，［ｕ］Ｆ，１，［ｕ］Ｆ，２，…，［ｕ］Ｆ，ｋ的属

性集，且α
Ｆ，０αＦ，１αＦ，２…αＦ，ｋ则有下列递增函数单向Ｓ粗集上近似积分序列生成：

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ≤∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ≤…≤∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄｘ， （２７）

其中 ｐＦ，ｋ（ｘ），ｐＦ，ｋ－１（ｘ），…，ｐＦ，０（ｘ）分别是函数单向Ｓ粗集上近似［ｕ］Ｆ，ｋ，［ｕ］Ｆ，ｋ－１，…，［ｕ］Ｆ，０根据定义１１
生成的函数，且α

Ｆ，０ ＝α－，［ｕ］Ｆ，０ ＝［ｕ］－。
推论 １１ 在推论１０的条件下，存在最大生成上近似积分，且

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｍａｘ（ｘ）ｄｘ＝ｍａｘ∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ，…，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄ{ }ｘ。 （２８）

推论 １２ 在推论１０的条件下，存在最小生成上近似积分，且

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｍｉｎ（ｘ）ｄｘ＝ｍｉｎ∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ，…，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄ{ }ｘ。 （２９）

定理 ２３（Ｆ (粗积分关系定理） 设∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ (，∫

ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄ )ｘ，分别是函数

单向Ｓ粗集（（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°），（Ｒ，Ｆ）°（Ｑ°））即 （［ｕ］－，［ｕ］－）与（（Ｒ，Ｆ）（Ｑ
Ｆ），（Ｒ，Ｆ）（ＱＦ））即（［ｕ］Ｆ，

［ｕ］Ｆ）生成的 Ｆ

(
粗积分，则有下列不等式成立：

∫
ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ（ｘ）ｄ )ｘ (≤∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ。 （２１０）

这个结论可以由定理２１、定理２２与定义２４直接得出。
推论 １３ 在元素迁移族Ｆ作用下，属性集外的属性不断迁入，使函数单向Ｓ粗集生成的Ｆ粗积分序列

(
有下列关系成立：

∫
ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ（ｘ）ｄ )ｘ (≤∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，ｋ－１（ｘ）ｄ )ｘ ≤… (≤∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐＦ，０（ｘ）ｄ )ｘ。

（２１１）
此结论可以直接由推论７、推论１０与定义２４得出。
由于随着函数单向Ｓ粗集的属性集不断由外来属性迁入，使得函数单向Ｓ粗集的上近似与下近的函数

个数逐渐减少，当下近似变成空集后就失去了研究的意义。从而产生 Ｆ粗积分的最大萎缩定理与最小扩充
定理。

定理 ２４（Ｆ粗积分最大萎缩定理） 在推论１３中，ｋ有最大值，且当 ｋ取最大值时的Ｆ粗积分是推论
１３的 Ｆ粗积分序列中任意一个Ｆ粗积分的萎缩。

定理 ２５（Ｆ粗积分最小扩充定理） 在推论１３中，当 ｋ取最小值０时所得的 Ｆ粗积分是推论１３的 Ｆ
粗积分序列中任意一个 Ｆ粗积分的扩充。

定理２６（Ｆ粗积分双中值定理） 在区间［ａ，ｂ］上至少存在一个实数对（ｃ－，ｃ－），使得下列等式成立：
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(∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ ＝（ｐ－（ｃ－）（ｂ－ａ），ｐ－（ｃ－）（ｂ－ａ））。 （２１２）

这个定理可以根据普通的积分中值定理证明。

定理 ２７（Ｆ粗积分边界带中值定理） 在闭区间［ａ，ｂ］上至少存在一个实数 ｃ，使得下列等式成立：
ＳｎＲ ＝（ｐ－（ｃ）－ｐ－（ｃ））（ａ－ｂ）。 （２１３）

证明 设 ｑ（ｘ）＝ｐ－（ｘ）－ｐ－（ｘ），则有

ＳｎＲ ＝∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
（ｐ－（ｘ）－ｐ－（ｘ））ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｑ（ｘ）ｄｘ成立。

由于 ｐ－（ｘ）与 ｐ－（ｘ）在 区间［ａ，ｂ］上连续，则 ｑ（ｘ）＝ｐ－（ｘ）－ｐ－（ｘ）在［ａ，ｂ］上也连续，根据积分中
值定理知，在闭区间［ａ，ｂ］上至少存在一个实数 ｃ，能使

ＳｎＲ ＝∫
ｂ

ａ
ｑ（ｘ）ｄｘ＝ｑ（ｃ）（ｂ－ａ）＝（ｐ－（ｃ）－ｐ－（ｃ））（ａ－ｂ）成立。

３ Ｆ粗积分与牛顿积分的关系

在通常的积分学中，如果函数 ｆ（ｘ）在闭区间［ａ，ｂ］上连续，则牛顿积分∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ），（其

中 Ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的原函数）。在上面第１节与第２节的讨论中不难看到两个事实：
（ⅰ）当函数单向 Ｓ粗集中的上近似与下近似相等，即 ［ｕ］－＝ ［ｕ］－ 时，在 Ｆ

(
粗积分

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ 中有∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，此时 Ｆ粗积分边界带 ＳｎＲ ＝

∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ－∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ就萎缩为０。即 Ｆ粗积分就退化成了牛顿积分。

（ⅱ）当函数单向Ｓ粗集的下近似［ｕ］－＝时，∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ＝∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，Ｆ粗积分也退化成了牛顿积

分。

因此得到下面的命题：

命题 １ Ｆ粗积分具有双向动态特征。
命题 ２ Ｆ粗积分是牛顿积分的推广，牛顿积分是 Ｆ粗积分的特例。

４ 讨论

本文采用了函数单向Ｓ粗集的上、下近似生成的函数，在闭区间［ａ，ｂ］上求他们的积分，从而生成 Ｆ

(粗积分∫
ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄｘ，∫

ｂ

ａ
ｐ－（ｘ）ｄ )ｘ。这样就把普通积分的知识引入到粗集系统，拓宽了粗集系统研究的范

围。同时由于函数单向Ｓ粗集具有动态特性，从而使 Ｆ粗积分也具有了动态特性，这为研究能量变化等实
际问题提供了一个良好的工具。
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