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拓扑度的计算及其对 Ｂａｎａｃｈ空间中
二阶三点边值问题的应用
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摘要：利用正齐次泛函给出了新的拓扑度计算方法，并应用于Ｂａｎａｃｈ空间中二阶三点边值问题。
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１ 引言及拓扑度的计算

拓扑度理论已经成为研究非线性算子方程解的存在性和数量的有力工具。近二十年来，有关拓扑度

的计算引起了许多学者的广泛关注［１５］，文献［１］给出了凝聚算子基于范数关系的一个拓扑度计算方法：
定理 Ａ 设 Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空间，Ω是Ｅ中的有界开集，θ∈Ω，Ａ：珚Ω→ Ｅ是凝聚算子，并且在Ω上没有

不动点。ｘ∈Ω，都有

‖Ａｘ‖≤‖ｘ‖， （１）
则ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，Ω，θ）＝１。

由定理Ａ可以得到Ｂａｎａｃｈ空间微分方程解的存在性定理。本文首先对定理 Ａ进行推广，然后应用到
Ｂａｎａｃｈ空间二阶三点边值问题中去。在实际应用中，我们发现直接利用Ｂａｎａｃｈ空间Ｅ上的范数，条件（１）检
验起来比较困难，本文从应用问题的实际出发，考虑引进适当的正齐次泛函，而利用正齐次泛函检验起来

却是方便的。

本文恒设 Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空间，Ω是Ｅ中的有界开集且θ∈Ω。下面给出需要用到的引理：
引理 １［１］ 设 Ａ：珚Ω→ Ｅ是凝聚算子。如果 Ａｕ≠μｕ，ｕ∈Ω，μ≥１成立，则ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，Ω，θ）＝１。
以下是本文的抽象结果：
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定理 １ 设 Ａ：珚Ω→ Ｅ是凝聚算子，并且在Ω上没有不动点。若存在正齐次泛函 Ｂ：Ｅ→［０，＋∞），使
得

（ⅰ）Ｂｘ＝０ｘ＝θ，
（ⅱ）Ｂ（Ａｘ）≤ Ｂｘ，ｘ∈Ω，

则ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，Ω，θ）＝１。
证明 首先证明，对于任给 ｘ∈Ω，μ≥１，有

Ａｘ≠μｘ。
事实上，如果存在 ｘ１∈Ω，μ１≥１，使 Ａｘ１ ＝μ１ｘ１，由 Ａ在Ω上没有不动点可知μ１ ＞１。由条件（ⅱ）知，

μ１Ｂ（ｘ１）＝Ｂ（Ａｘ１）≤ Ｂ（ｘ１），再由泛函 Ｂ的正性和条件（ⅰ），可得 ｘ１ ＝θ，而这与 ｘ１∈Ω矛盾。故对任
给 ｘ∈Ω，μ≥１，有 Ａｕ≠μｕ。根据引理１即知，ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，Ω，θ）＝１。

推论 １ 设 Ａ：珚Ω→ Ｅ是凝聚算子，并且在Ω上没有不动点。若存在另一个Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ１，以及存在
齐次算子 Ｂ１：Ｅ→ Ｅ１，使得

（ⅰ）Ｂ１ｘ＝θｘ＝θ，
（ⅱ）‖Ｂ（Ａｘ）‖Ｅ１≤‖Ｂｘ‖Ｅ１

，ｘ∈Ω，

则ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，Ω，θ）＝１。
定理 ２ 设对Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ中任意的开集Ω，Ａ：珚Ω→ Ｅ是凝聚算子。又设存在正齐次泛函 Ｂ：Ｅ→［０，

＋∞），满足
（ⅰ）存在 ｋ１ ＞０，使得对任给的 ｘ∈ Ｅ，有 Ｂｘ≥ ｋ１‖ｘ‖，
（ⅱ）存在 Ｍ ＞０，０＜ｋ２ ＜１，使得对任给的 ｘ∈ Ｅ，有 Ｂ（Ａｘ）≤ ｋ２Ｂｘ＋Ｍ，

则ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，∞，θ）＝１。

证明 令 Ｒ１ ＝
Ｍ

ｋ１（１－ｋ２）
。下证对任意的 Ｒ＞Ｒ１，有 ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，ＢＲ，θ）＝１，其中 ＢＲ ＝｛ｘ∈

Ｅ｜‖ｘ‖ ＜Ｒ｝。首先证明，对于任给 ｘ∈ＢＲ，μ≥１，有
Ａｕ≠μｕ。

事实上，如果存在 ｘ１∈ＢＲ，μ１≥ １，使 Ａｘ１ ＝μ１ｘ１。由条件（ⅱ）知，Ｂ（ｘ１）≤μ１Ｂ（ｘ１）＝Ｂ（Ａｘ１）≤

ｋ２Ｂ（ｘ１）＋Ｍ，从而 Ｂ（ｘ１）≤
Ｍ

（１－ｋ２）
。再由条件（ⅰ），有‖ｘ１‖≤ Ｒ１，而这与 ｘ１∈ＢＲ矛盾。故对任给

ｕ∈ＢＲ，μ≥１，有 Ａｘ≠μｘ。根据引理１即知，ｄｅｇ（Ｉ－Ａ，∞，θ）＝１。

２ Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ中二阶三点边值问题解的存在性

下面考虑Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ中二阶三点边值问题
ｘ″（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｘ）＝θ， ０＜ｔ＜１，
ｘ（０）＝θ，ｘ（１）＝ａｘ（η

{ ）
（２）

解的存在性，其中 ｆ∈ Ｃ［Ｉ×Ｅ，Ｅ］（Ｉ＝［０，１］），ａ∈［０，＋∞），η∈（０，１）满足 ａη ＜１。
对Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ中的有界集Ｖ，用α（Ｖ）表示 Ｖ的Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉｉ非紧性测度，有关非紧性测度的定义及

性质见文［１，５］。在本文中空间Ｅ，Ｃ［Ｉ，Ｅ］中的有界集的Ｋｕｒａｔｏｗｓｋｉｉ非紧性测度分别用α（·）和αｃ（·）表示。
Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ，Ｃ［Ｉ，Ｅ］，Ｃ［Ｉ，Ｒ］中的范数分别用‖·‖，‖·‖Ｃ［Ｉ，Ｅ］和‖·‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］表示，即对 ｘ∈ Ｃ［Ｉ，
Ｅ］和φ∈ Ｃ［Ｉ，Ｒ］，

‖ｘ‖Ｃ［Ｉ，Ｅ］ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

‖ｘ（ｔ）‖，‖φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，１］

｜φ（ｔ）｜。

在本文中，令

（Ｔｘ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ，ｔ∈［０，１］，ｘ∈ Ｃ［Ｉ，Ｅ］，

（Ｋφ）（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）φ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈ ［０，１］，φ∈ Ｃ［Ｉ，Ｒ］， （３）
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其中 Ｇ（ｔ，ｓ）＝ｋ（ｔ，ｓ）＋ａｔｋ（η，ｓ）１－ａη
，

ｋ（ｔ，ｓ）＝
ｔ（１－ｓ），０≤ ｔ≤ ｓ≤１，
ｓ（１－ｔ），０≤ ｓ≤ ｔ≤１

{ 。

容易证明边值问题（２）的属于 Ｃ２［Ｉ，Ｅ］的解与 Ｔ的不动点是等价的。
由函数 Ｇ（ｔ，ｓ）的连续性，易证 Ｋ：Ｃ［Ｉ，Ｒ］→ Ｃ［Ｉ，Ｒ］是线性全连续算子，且对ｔ，ｓ∈［０，１］，有

ａη（１－η）ｓ（１－ｓ）
１－ａη

ｔ≤ Ｇ（ｔ，ｓ）≤
１＋ａ－ａη
１－ａη

ｔ，

从而由ＫｒｅｉｎＲｕｔｍａｎ定理可知，线性全连续算子 Ｋ的第一特征值λ１ ＞０且λ１ ＝（ｒ（Ｋ））－１。
下面的定理为本文的主要结果。

定理 ３ 假设 ｆ∈ Ｃ［Ｉ×Ｅ，Ｅ］，并且对于 Ｅ中的一切有界集Ｄ，ｆ在Ｉ×Ｄ上一致连续，且有

α（ｆ（ｔ，Ｄ））≤ ｋα（Ｄ），ｔ∈［０，１］， （４）

其中 ｋ≥ ０为一常数满足 ｋ＜
１－ａη
１＋ａ－ａη

。又设存在常数 Ｌ＞０，ｍ（ｔ）∈ Ｃ［Ｉ，Ｒ＋］，使得对于任给的

（ｔ，ｘ）∈ Ｉ×Ｅ有

‖ｆ（ｔ，ｘ）‖≤ Ｌ‖ｘ‖ ＋ｍ（ｔ）， （５）
其中常数 Ｌ满足Ｌ＜λ１，λ１是算子 Ｋ的第一特征值，则二阶三点边值问题（２）至少存在一个属于 Ｃ２［Ｉ，Ｅ］
的解。

证明 令 Ｋ１ ＝ＬＫ。因为 Ｌ＜λ１，故 ｒ（Ｋ１）＝
Ｌ
λ１
＜１。由Ｇｅｌｆａｎｄ公式知，对λ１

－Ｌ
２λ１

＞０，存在 Ｎ，使

得对ｎ≥ Ｎ，有

‖Ｋｎ１‖≤（ｒ（Ｋ１）＋
λ１－Ｌ
２λ１

）ｎ ＝σｎ，

其中σ ＜１。对任意的 ｘ∈ Ｃ［Ｉ，Ｅ］，此时φ（ｔ）＝‖ｘ（ｔ）‖∈ Ｃ［Ｉ，Ｒ］且‖ｘ‖Ｃ［Ｉ，Ｅ］ ＝‖φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］，令

Ｂ（ｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
σ
Ｎ－ｉ‖Ｋｉ－１１φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］。 （６）

由算子 Ｋ１的线性可知 Ｂ：Ｃ［Ｉ，Ｅ］→［０，＋∞）是正齐次泛函。下面证明 Ｂ满足定理２的条件。
由（６）式可得

σ
Ｎ－１‖ｘ‖Ｃ［Ｉ，Ｅ］≤ Ｂ（ｘ），

因此定理２的条件（ⅰ）满足。
又ｘ∈ Ｃ［Ｉ，Ｅ］，令ψ（ｔ）＝‖（Ｔｘ）（ｔ）‖，φ（ｔ）＝‖ｘ（ｔ）‖，由条件（５）可得

ψ（ｔ）＝‖（Ｔｘ）（ｔ）‖ ＝‖∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ‖≤∫

１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）‖ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））‖ｄｓ≤

∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）Ｌ‖ｘ（ｓ）‖ｄｓ＋ｍａｘ

ｔ∈［０，１］∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｍ（ｓ）ｄｓ＝（Ｋ１φ）（ｔ）＋Ｍ，

从而由算子 Ｋ１的线性性质可得

Ｂ（Ｔｘ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
σ
Ｎ－ｉ‖Ｋｉ－１１ψ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］≤∑

Ｎ

ｉ＝１
σ
Ｎ－ｉ（‖Ｋｉ１φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］＋‖Ｋｉ－１１ Ｍ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］）≤

σ∑
Ｎ－１

ｉ＝１
σ
Ｎ－ｉ－１‖Ｋｉ１φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］＋‖ＫＮ１φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］＋Ｍ１≤

σ∑
Ｎ－１

ｉ＝１
σ
Ｎ－ｉ－１‖Ｋｉ１φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］＋σＮ‖φ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］＋Ｍ１ ＝σＢ（ｘ）＋Ｍ１，

其中Ｍ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
σ
Ｎ－ｉ‖Ｋｉ－１１ Ｍ‖Ｃ［Ｉ，Ｒ］。因此定理２的条件（ⅱ）满足。由定理３条件（４）不难得到，对任一开集Ω，

Ｔ：珚Ω→ Ｅ是严格集压缩算子，从而由定理２可知ｄｅｇ（Ｉ－Ｔ，∞，θ）＝１，这表明算子 Ｔ在Ｃ［Ｉ，Ｅ］上至少有
一个不动点，即二阶三点边值问题（２）至少存在一个解。
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