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摘要：设 Ｇ是顶点集合为Ｖ（Ｇ）＝｛ｖ０ｉ｜ｉ＝１，２，…，ｐ｝的简单图，ｎ是正整数，称Ｍ ｎ（Ｇ）为 Ｇ上的锥（或广义 Ｍｙ

ｃｉｅｌｓｋｉ图），如果
Ｖ（Ｍ ｎ（Ｇ））＝｛ｖ０１，ｖ０２，…，ｖ０ｐ；ｖ１１，ｖ１２，…，ｖ１ｐ；…；ｖｎ１，ｖｎ２，…，ｖｎｐ，ｗ｝，

Ｅ（Ｍ ｎ（Ｇ））＝Ｅ（Ｇ）∪｛ｖｉｊｖ（ｉ＋１）ｋ｜ｖ０ｊｖ０ｋ∈Ｅ（Ｇ），１≤ｊ，ｋ≤ｐ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１｝∪｛ｖｎｊｗ｜１≤ｊ≤ｐ｝。

讨论了路和圈上的锥的 Ｄ（２）点可区别正常边染色，并给出了相应的色数。
关键词：Ｄ（２）点可区别的正常边染色；Ｄ（２）点可区别的正常边色数；图上的锥．
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０ 引言

染色问题是图论中具有重要实际意义和理论意义的研究课题之一。文献［１４］研究了点可区别正常边
染色；文献［５］提出了邻点可区别正常边染色的概念；文献［６］提出了 Ｄ（β）点可区别的正常边染色的概念。
本文讨论了路和圈上的锥的 Ｄ（２）点可区别正常边染色。

下面给出将要用到的一些概念与定理。

定义 １［６］ Ｇ（Ｖ，Ｅ）是阶至少为３的连通图，α，β是正整数，ｆ是从Ｅ（Ｇ）到｛１，２，…，α｝的一个映射。对
ｅ∈Ｅ（Ｇ），称 ｆ（ｅ）为边 ｅ的颜色。对任意 ｘ∈Ｖ（Ｇ），令 Ｃ（ｘ）表示与 ｘ关联的边的颜色所构成的集合，称为

点 ｘ的色集合。若 ｆ是图Ｇ的正常边染色，且当 ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），０＜ｄ（ｕ，ｖ）≤β时，有 Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ），则称 ｆ
是图 Ｇ的α－Ｄ（β）点可区别正常边染色（简记为α－Ｄ（β）ＶＤＰＥＣ）。

χ′β－ｖｄ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛α｜Ｇ有α－Ｄ（β）ＶＤＰＥＣ｝称为图 Ｇ的Ｄ（β）点可区别正常边色数。
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定义１中的 Ｃ（ｘ）在｛１，２，…，α｝中的补集合记为珔Ｃ（ｘ），称为点 ｘ的色补集。
显然任意阶至少为３的连通图都有 Ｄ（β）点可区别正常边色数χ′β－ｖｄ（Ｇ）。且

χ′１－ｖｄ（Ｇ）＝χ′ａｓ（Ｇ），χ′Ｄ－ｖｄ（Ｇ）＝χ′ｓ（Ｇ），
这里 Ｄ是图Ｇ的直径，符号χ′ａｓ（Ｇ）见文［５］，χ′ｓ（Ｇ）见文［１］。

定义 ２［７］ 设 Ｇ是顶点集合为Ｖ（Ｇ）＝｛ｖ０ｉ｜ｉ＝１，２，…，ｐ｝的简单图，ｎ是正整数，称Ｍ ｎ（Ｇ）为 Ｇ上的
锥（或广义Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图），如果

Ｖ（Ｍ ｎ（Ｇ））＝｛ｖ０１，ｖ０２，…，ｖ０ｐ；ｖ１１，ｖ１２，…，ｖ１ｐ；…；ｖｎ１，ｖｎ２，…，ｖｎｐ，ｗ｝，

Ｅ（Ｍ ｎ（Ｇ））＝Ｅ（Ｇ）∪｛ｖｉｊｖ（ｉ＋１）ｋ｜ｖ０ｊｖ０ｋ∈Ｅ（Ｇ），１≤ｊ，ｋ≤ ｐ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１｝∪｛ｖｎｊｗ｜１≤ｊ≤ｐ｝。
引理 ３［６］ 对任意连通图 Ｇ（Ｖ，Ｅ），若｜Ｖ（Ｇ）｜≥３，则χ′ａｓ（Ｇ）≤χ′β－ｖｄ（Ｇ）≤χ′ｓ（Ｇ）。
Ｇ是一个连通图，｜Ｖ（Ｇ）｜≥３，Ｇ的任意两个顶点之间的距离不超过β的度为ｉ的顶点的最大数目记为

ｎｉ。令

μｕβ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛θ｜
θ( )ｉ≥ｎｉ，δ≤ｉ≤Δ｝。

如果图 Ｇ已确定，则简记μβ（Ｇ）为μβ。
引理 ４［６］ Ｇ是一个连通图，｜Ｖ（Ｇ）｜≥３，则χ′β－ｖｄ（Ｇ）≥μβ（Ｇ）。

引理 ５［６］ χ′２－ｖｄ（Ｃｎ）＝
ｎ， ｎ＝３，４，５；

３， ｎ≡０（ｍｏｄ３）；
４， ｎ＞７，ｎ０（ｍｏｄ３

{
）。

１ 路上的锥的 Ｄ（２）点可区别正常边染色

为了讨论Ｍ ｎ（Ｐｍ）的 Ｄ（２）点可区别正常边染色，作为准备，先来讨论Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝的 Ｄ（２）点可区
别正常边染色，而这项工作也相当有趣。

定理 １ 设 Ｐｍ是阶为ｍ≥２的路，则χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）＝
３， ｍ＝２；
４， ｍ＝３，ｎ＝１；
５

{
， 其他。

证明 当 ｍ＝２时，Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝是一条阶为２ｎ的路。这时为了给 Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝进行Ｄ（２）点可
区别正常边染色，至少需要 ３种色，而恰用 ３种色循环地从路的一端到另一端进行正常边染色就可做到
Ｄ（２）点可区别，所以此时结论成立。
当 ｍ＝３，ｎ＝１时，有μ２＝４。由引理 ４，有χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）≥μ２＝４。下面可构造用 ４种色对

Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝进行的 Ｄ（２）点可区别的正常边染色的映射σ：

σ（ｖ０１ｖ０２）＝１；σ（ｖ０２ｖ０３）＝２；σ（ｖ０２ｖ１１）＝σ（ｖ０３ｖ１２）＝３；σ（ｖ０１ｖ１２）＝σ（ｖ０２ｖ１３）＝４，
有 Ｃ（ｖ０１）＝｛１，４｝；Ｃ（ｖ０３）＝｛２，３｝；Ｃ（ｖ１２）＝｛３，４｝；Ｃ（ｖ１１）＝｛３｝；Ｃ（ｖ１３）＝｛４｝；

Ｃ（ｖ０２）＝｛１，２，３，４｝，
故σ是Ｍ ｎ（Ｐｍ）的４－Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。

当 ｍ≥４或 ｍ＝３，ｎ≥２时，有μ２＝５。由引理４，有χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）≥μ２＝５。下面只需证明可
用５种色对Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝进行 Ｄ（２）点可区别正常边染色。

第１步：对所有的顶点进行正常染色，且使距离不大于２的任意两点的色不同。
令 Ｖ（Ｐｍ）＝｛ｖ０１，ｖ０２，…，ｖ０ｍ｝，Ｅ（Ｐｍ）＝｛ｖ０１ｖ０２，ｖ０２ｖ０３，…，ｖ０（ｍ－１）ｖ０ｍ｝，

Ｖ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）＝｛ｖ０１，ｖ０２，…，ｖ０ｍ，ｖ１１，ｖ１２，…，ｖ１ｍ，…，ｖｎ１，ｖｎ２，…，ｖｎｍ｝。
令 Ｃ＝｛１，２，３，４，５｝，可构造从 Ｖ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）到 Ｃ的映射ｇ。因为 ｖ０２，ｖ０３，ｖ０４，ｖ１２，ｖ１４，这５个顶点

中任意两顶点间的距离都不超过 ２，故这 ５个顶点必须是可区别的。因此不妨令 ｇ（ｖ０２）＝１，ｇ（ｖ０３）＝２，

ｇ（ｖ０４）＝３，ｇ（ｖ１２）＝４，ｇ（ｖ１４）＝５。又因为 ｖ１３与 ｖ０２，ｖ０３，ｖ０４距离不超过 ２，因此 ｇ（ｖ１３）＝４或 ５，不妨令
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ｇ（ｖ１２）＝４，则由这６个顶点的颜色可以确定其它所有顶点的色：
因为 ｖ０５与 ｖ０３，ｖ０４，ｖ１３，ｖ１４距离不超过 ２，故 ｇ（ｖ０５）＝１；因为 ｖ１５与 ｖ０３，ｖ０４，ｖ０５，ｖ１３距离不超过 ２，故

ｇ（ｖ１５）＝５；因为 ｖ２３与 ｖ０３，ｖ１２，ｖ１４，ｖ０５距离不超过２，故 ｇ（ｖ２３）＝３；因为 ｖ２４与 ｖ０２，ｖ０４，ｖ１３，ｖ１５距离不超过２，
故 ｇ（ｖ２４）＝２；因为 ｖ２２与 ｖ０２，ｖ０４，ｖ１３，ｖ２４距离不超过２，故ｇ（ｖ２２）＝５；因为 ｖ２５与 ｖ０３，ｖ０５，ｖ１４，ｖ２３距离不超过２，
故 ｇ（ｖ２５）＝４；因为 ｖ０１与 ｖ０２，ｖ０３，ｖ１２，ｖ２３距离不超过２，故 ｇ（ｖ０１）＝５；因为 ｖ１１与 ｖ０１，ｖ０２，ｖ０３，ｖ１３距离不超过

２，故 ｇ（ｖ１１）＝３；因为 ｖ２１与 ｖ０１，ｖ０３，ｖ１２，ｖ２３距离不超过２，故 ｇ（ｖ２１）＝１。
同样可以按如下顺序惟一的确定 ｇ（ｖ０６），ｇ（ｖ１６），ｇ（ｖ２６），ｇ（ｖ０７），ｇ（ｖ１７），ｇ（ｖ２７），…，到 ｇ（ｖ０，１１），

ｇ（ｖ１，１１），ｇ（ｖ２，１１）时，开始出现循环，有 ｇ（ｖｉｊ）＝ｇ（ｖｉｋ），ｊ≡ｋ（ｍｏｄ１０），ｊ≥１１，ｋ＝１，２，…，１０。
然后可以按如下顺序惟一的确定 ｇ（ｖ３２），ｇ（ｖ３３），ｇ（ｖ３１），ｇ（ｖ３４），…，ｇ（ｖ３ｍ），继续得出 ｇ（ｖ４２），ｇ（ｖ４３），

ｇ（ｖ４１），ｇ（ｖ４４），…，ｇ（ｖ４ｍ），…，到 ｇ（ｖ１０，ｊ）（ｊ＝１，２，…，ｍ）时，开始出现循环，有 ｇ（ｖｉｊ）＝ｇ（ｖｓｊ），ｉ≡

ｓ（ｍｏｄ１０），ｉ≥１０，ｓ＝０，１，２，…，９。就这样可惟一的确定出所有点的色，如图１所示。

图１

由图１可看出，上述的点染色有如下特点：
第１０ｋ＋ｉ行的顶点ｖ０（１０ｋ＋ｉ），ｖ１（１０ｋ＋ｉ），…，ｖｎ（１０ｋ＋ｉ）（１≤ｉ≤１０）与第 ｉ行的顶点ｖ０ｉ，ｖ１ｉ，…，ｖｎｉ所对应的色

是一致的。第１０ｋ＋ｊ列的顶点ｖ（１０ｋ＋ｊ）１，ｖ（１０ｋ＋ｊ）２，…，ｖ（１０ｋ＋ｊ）ｍ（０≤ｊ≤９）与第 ｊ列的顶点ｖｊ１，ｖｊ２，…，ｖｊｍ所对应

的色是一致的（注：第０列的各点为 ｖ０１，ｖ０２，…，ｖ０ｍ）。

第２步：给所有的边着色。按图２所示方式给Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝的边染色，记该染色为 ｆ。

图２

当｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛２，４｝或者｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛３，５｝时，令 ｆ（ｕｖ）＝１；
当｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛１，５｝或者｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛３，４｝时，令 ｆ（ｕｖ）＝２；
当｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛１，２｝或者｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛４，５｝时，令 ｆ（ｕｖ）＝３；
当｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛１，３｝或者｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛２，５｝时，令 ｆ（ｕｖ）＝４；
当｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛１，４｝或者｛ｇ（ｕ），ｇ（ｖ）｝＝｛２，３｝时，令 ｆ（ｕｖ）＝５，
这样就得到了Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝的一个正常边染色。这种边染色的特点是：

当 ｕ∈Ｖ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝），ｄ（ｕ）＝４，ｇ（ｕ）＝ｉ时，有珔Ｃ（ｕ）＝｛ｉ｝。
第３步：确定在 ｆ下顶点的色集合或色补集。
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由第１步知距离不大于２的任意两点在 ｇ下的色不同，且对任意 ｕ∈Ｖ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝），ｄ（ｕ）＝４，有
珔Ｃ（ｕ）＝｛ｇ（ｕ）｝＝｛ｉ｝，ｉ∈Ｃ。故图Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝的所有的４度点是Ｄ（２）点可区别的．而右上角和右下
角的一度点在 ｍ＞３时距离大于２，在 ｍ＝３时，因为这两个一度点与同一个点相连，因此它们的 关联边不
可能染相同的颜色，故它们也是可区别的。

以下考虑２度点：
设 ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，ｊ＝１，２，…，ｎ，
当 ｇ（ｖｉ１）＝１，２，３，４，５时，顶点 ｖｉ１的色集合分别为｛３，５｝，｛４，５｝，｛１，４｝，｛１，２｝，｛２，３｝；
当 ｇ（ｖｉｍ）＝１，２，３，４，５时，顶点 ｖｉｍ的色集合分别为｛２，４｝，｛１，３｝，｛２，５｝，｛３，５｝，｛１，４｝。
若 ｎ＋ｊ为奇数，则当 ｇ（ｖｎｊ）＝１，２，３，４，５时，顶点 ｖｎｊ的色集合分别为｛４，５｝，｛１，４｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛２，４｝；
若 ｎ＋ｊ为偶数，则当 ｇ（ｖｎｊ）＝１，２，３，４，５时，顶点 ｖｎｊ的色集合为｛２，３｝，｛３，５｝，｛４，５｝，｛２，５｝，｛１，３｝；
故图Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝所有的２度点也是 Ｄ（２）点可区别的。
因此 ｆ是图Ｍｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝的５Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。结论得证。

推论 １ 设 Ｐｍ是阶为ｍ≥２的路，则χ′ａｓ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）＝
３， ｍ＝２；
４， ｍ＝３，ｎ＝１；
５， ｍ≥４

{
。

证明 当 ｍ＝２时，有μ１＝３，由引理４有：χ′ａｓ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）≥μ１＝３。
当 ｍ＝３，ｎ＝１时，有μ１＝４，由引理４有：χ′ａｓ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）≥μ１＝４。
当 ｍ≥４时，有μ１＝５，由引理４有：χ′ａｓ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）≥μ１＝５。
结合引理３及定理１知结论成立。

定理 ２ 设 Ｐ２是阶为２的路，则χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐ２））＝χ′２－ｖｄ（Ｃ２ｎ＋１）＝

５， ｎ＝１；

３， ｎ≥２，２ｎ＋３≡０（ｍｏｄ３）；

４， ｎ≥２，２ｎ＋３０（ｍｏｄ３
{

）。

证明 Ｍ ｎ（Ｐ２）是一条阶为２ｎ＋３的圈。由引理５知结论成立。

定理 ３ 设 Ｐｍ是阶为ｍ≥３的路，则χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ））＝
４， ｍ＝３，ｎ＝１；
５， ｍ＝３，ｎ≥２或４≤ｍ≤５；
ｍ， ｍ≥６

{
。

证明 情况 １ 当 ｍ＝３，ｎ＝１时。μ２＝４，由引理４有：χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ））≥４。下面给出Ｍ ｎ（Ｐｍ）的一
个４种颜色的正常边染色 ｈ：

ｈ（ｖ０１ｖ０２）＝ｈ（ｖ１２ｗ）＝１；ｈ（ｖ０２ｖ０３）＝ｈ（ｖ０１ｖ１２）＝ｈ（ｖ１３ｗ）＝２；

ｈ（ｖ０２ｖ１１）＝ｈ（ｖ０３ｖ１２）＝３；ｈ（ｖ０２ｖ１３）＝ｈ（ｖ１１ｗ）＝４。
有 Ｃ（ｖ０１）＝｛１，２｝；Ｃ（ｖ０３）＝｛２，３｝；Ｃ（ｖ１１）＝｛３，４｝；Ｃ（ｖ１３）＝｛２，４｝；Ｃ（ｖ０２）＝｛１，２，３，４｝；

Ｃ（ｖ１２）＝｛１，２，３｝；Ｃ（ｖｗ）＝｛１，２，４｝。故 ｈ是Ｍ ｎ（Ｐｍ）的４Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。
情况 ２ 当 ｍ≥６时。χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ））≥Δ＝ｍ。下面给出Ｍ ｎ（Ｐｍ）的一个 ｍ种颜色的正常边染色ｆ：

按定理１的证明中的方法先给图Ｍ ｎ（Ｐｍ）的除 ｗ及其关联边之外的顶点及边着色，有相应的 ｇ与ｆ。下面
在 ｆ的基础上给ｗ的关联边着色，就可以得到图Ｍ ｎ（Ｐｍ）的一个边染色。

当 ｎ≡１，２（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝５；

当 ｎ≡３（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝２；

当 ｎ≡４（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝４；

当 ｎ≡５（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝２；

当 ｎ≡６（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝４；

当 ｎ≡７（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝４；

当 ｎ≡８（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝１；
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当 ｎ≡９（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝１；

当 ｎ≡０（ｍｏｄ１０）时，令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝３；
当６≤ｊ≤ｍ时，令 ｆ（ｖｎｊｗ）＝ｊ。
由定理１的证明知，所有４度点及除ｖｎ１，ｖｎｍ之外的２度点都是 Ｄ（２）点可区别的，而 ｖｎｍ（ｍ≥６）与其余

任一点可区别（因为 ｖｎｍ表现了色ｍ，而其余任何一点都不表现 ｍ）。下面考虑所有３度点是否 Ｄ（２）点可区
别以及 ｖｎ１与 ｖ（ｎ－２）１是否可区别。设 Ｃ′（ｖｎｊ）表示与 ｖｎｊ相关联的除ｖｎｊｗ之外的边在ｆ下的色构成的集合。

显然，在每种情况下，度为３的点是可区别的，对于 ｖｎ１也是与 ｖ（ｎ－２）１可区别的，见表１。
故 ｆ是Ｍｎ（Ｐｍ）的 ｍＤ（２）ＶＤＰＥＣ。

表１ ２度点及３度点的色集合表
Ｔａｂｌｅ１ Ｔａｂｌｅｏｆｔｈｅｃｏｌｏｒｓｅｔｓｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｄｅｇｒｅｅ２ａｎｄｄｅｇｒｅｅ３

Ｃ（ｖ（ｎ－２）１） Ｃ（ｖｎ１） Ｃ（ｖｎ２） Ｃ（ｗ）（ｍ＝３） Ｃ（ｖ（ｎ－２）３） Ｃ（ｖｎ３）

ｎ≡１（ｍｏｄ１０） ｛２，３｝ ｛１，４｝ ｛１，２，３｝ ｛１，２，４｝ ｛１，３｝ ｛２，４，５｝

ｎ≡２（ｍｏｄ１０） ｛２，３｝ ｛１，５｝ ｛１，２，３｝ ｛１，２，４｝ ｛１，３｝ ｛１，２，４｝

ｎ≡３（ｍｏｄ１０） ｛１，４｝ ｛４，５｝ ｛１，３，５｝ ｛１，４，５｝ ｛３，５｝ ｛２，３，４｝

ｎ≡４（ｍｏｄ１０） ｛３，５｝ ｛１，２｝ ｛１，４，５｝ ｛１，２，５｝ ｛２，５｝ ｛２，４，５｝

ｎ≡５（ｍｏｄ１０） ｛４，５｝ ｛１，２｝ ｛１，２，３｝ ｛１，３，５｝ ｛２，４｝ ｛１，３，５｝

ｎ≡６（ｍｏｄ１０） ｛１，２｝ ｛１，５｝ ｛１，３，４｝ ｛１，２，３｝ ｛１，４｝ ｛２，４，５｝

ｎ≡７（ｍｏｄ１０） ｛１，２｝ ｛３，５｝ ｛２，３，４｝ ｛１，３，５｝ ｛１，４｝ ｛１，４，５｝

ｎ≡８（ｍｏｄ１０） ｛４，５｝ ｛１，３｝ ｛２，４，５｝ ｛２，３，４｝ ｛２，４｝ ｛１，２，３｝

ｎ≡９（ｍｏｄ１０） ｛３，５｝ ｛３，４｝ ｛３，４，５｝ ｛２，３，４｝ ｛２，５｝ ｛１，２，４｝

ｎ≡０（ｍｏｄ１０） ｛１，４｝ ｛２，５｝ ｛２，３，４｝ ｛１，４，５｝ ｛３，５｝ ｛１，３，５


｝

Ｃ（ｖ（ｎ－２）４） Ｃ（ｖｎ４） Ｃ（ｖ（ｎ－２）５） Ｃ（ｖｎ５） Ｃ（ｖｎｊ） 珔Ｃ（ｗ）（ｍ＝４）
ｎ≡１（ｍｏｄ１０） ｛２，５｝ ｛２，３，４｝ ｛２，４｝ ｛１，３，５｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛５｝

ｎ≡２（ｍｏｄ１０） ｛２，５｝ ｛１，３，４｝ ｛２，４｝ ｛１，３，５｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛５｝

ｎ≡３（ｍｏｄ１０） ｛１，４｝ ｛３，４，５｝ ｛１，４｝ ｛２，４，５｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛２｝

ｎ≡４（ｍｏｄ１０） ｛１，３｝ ｛２，３，５｝ ｛３，５｝ ｛３，４，５｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛４｝

ｎ≡５（ｍｏｄ１０） ｛２，４｝ ｛１，３，４｝ ｛２，５｝ ｛１，２，４｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛２｝

ｎ≡６（ｍｏｄ１０） ｛３，５｝ ｛２，３，５｝ ｛１，３｝ ｛１，２，４｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛４｝

ｎ≡７（ｍｏｄ１０） ｛３，５｝ ｛２，３，５｝ ｛１，３｝ ｛２，４，５｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛４｝

ｎ≡８（ｍｏｄ１０） ｛２，４｝ ｛１，３，５｝ ｛２，５｝ ｛１，２，４｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛１｝

ｎ≡９（ｍｏｄ１０） ｛１，３｝ ｛１，２，５｝ ｛３，５｝ ｛１，２，３｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛１｝

ｎ≡０（ｍｏｄ１０） ｛１，４｝ ｛２，４，５｝ ｛１，４｝ ｛３，４，５｝ Ｃ′（ｖｎｊ）∪｛ｊ｝ ｛３｝

情况３ 当４≤ｍ≤５或 ｍ＝３，ｎ≥２时，有μ２＝５。由引理４，有χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ））≥μ２＝５。下面只需证
明Ｍ ｎ（Ｐｍ）存在５Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。

按定理１的证明中的方法先给图Ｍ ｎ（Ｐｍ）的除 ｗ及其关联边之外的顶点及边着色，再按情况２的染法
给 ｗ的关联边着色，就可以得到图Ｍ ｎ（Ｐｍ）的一个正常边染色。

当 ｍ＝３，ｎ≥２时，由定理１的证明知，所有４度点及除 ｖｎ１，ｖｎ３之外的２度点都是 Ｄ（２）点可区别的，对
于 ｖｎ１，ｖｎ３只需考虑是否与 ｖ（ｎ－２）１，ｖ（ｎ－２）３可区别，由上表中对应的列（Ｃ（ｖｎ３）所对应的列中去掉黑体标记的
色）知它们是可区别的。而３度点 ｗ与ｖｎ２也是可区别的。

当 ｍ＝４时，由定理１的证明知，除 ｗ之外的４度点及除 ｖｎ１，ｖｎ４之外的２度点都是 Ｄ（２）点可区别的，
对于 ｖｎ１只需考虑是否与 ｖ（ｎ－２）１可区别，ｖｎ４只需考虑是否与 ｖ（ｎ－２）４可区别，由表１中对应的列（Ｃ（ｖｎ４）所对应
的列中去掉黑体标记的色）知它们是可区别的。而３度点 ｖｎ２与 ｖｎ３也是可区别的。４度点 ｗ只需考虑是否
与ｖ（ｎ－１）ｊ（ｊ＝２，３）可区别，结合上表最后一列与图１知它们是可区别的。

当 ｍ＝５时，由定理１的证明知，所有的４度点及除 ｖｎ１，ｖｎ５之外的２度点都是 Ｄ（２）点可区别的，对于
ｖｎ１只需考虑是否与 ｖ（ｎ－２）１可区别，ｖｎ５只需考虑是否与 ｖ（ｎ－２）５可区别，由上表中对应的列（Ｃ（ｖｎ５）所对应的列
中去掉黑体标记的色）知它们是可区别的。而３度点 ｖｎ２，ｖｎ３与 ｖｎ４也是可区别的。
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综上所述，定理得证。

推论 ２ 设 Ｐｍ是阶为ｍ≥３的路，则χ′ａｓ（Ｍ ｎ（Ｐｍ））＝
４， ｍ＝３，ｎ＝１；
５， ４≤ｍ≤５；
ｍ， ｍ≥６

{
。

２ 圈上的锥的 Ｄ（２）点可区别正常边染色

为了讨论Ｍ ｎ（Ｃｍ）的 Ｄ（２）点可区别正常边染色，作为准备，先来讨论Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝的 Ｄ（２）点可区
别正常边染色。

定理 ４ 设 Ｃｍ是阶为ｍ≥３的圈，则χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝）＝
５， ｍ≡０（ｍｏｄ１０）或 ｎ＝１；
６{ ， 其他。

证明 当 ｎ＝１时，有μ２＝５。由引理４，有χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼｛ｗ｝）≥μ２＝５。下面只需证明Ｍ ｎ（Ｐｍ）＼
｛ｗ｝存在５Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。可构造从 Ｅ（Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝）到｛１，２，３，４，５｝的映射φ。

先染除 ｖ０１ｖ０ｍ，ｖ０１ｖ１ｍ，ｖ１１ｖ０ｍ之外的边，如图３所示。

图３

φ（ｖ０ｊｖ１（ｊ＋１））＝φ（ｖ０ｋｖ０（ｋ＋１））＝１，ｊ≡１（ｍｏｄ４），ｋ≡３（ｍｏｄ４）；

φ（ｖ０ｊｖ０（ｊ＋１））＝φ（ｖ０ｋｖ１（ｋ－１））＝２，ｊ≡１（ｍｏｄ４），ｋ＞０，ｋ≡０（ｍｏｄ４）；

φ（ｖ０ｊｖ１（ｊ－１））＝３，ｊ＞０，ｊ≡１，２，３（ｍｏｄ４）；φ（ｖ０ｊｖ１（ｊ＋１））＝φ（ｖ０１ｖ０ｍ）＝４，ｊ＞０，ｊ≡０，２，

３（ｍｏｄ４）；

φ（ｖ０ｊｖ０（ｊ＋１））＝５，ｊ＞０，ｊ≡０，２（ｍｏｄ４）；

再令φ（ｖ０１ｖ０ｍ）＝３，ｍ≡０（ｍｏｄ４）；φ（ｖ０１ｖ０ｍ）＝４，ｍ０（ｍｏｄ４）；φ（ｖ０１ｖ１ｍ）＝５；

φ（ｖ１１ｖ０ｍ）＝１，ｍ≡１（ｍｏｄ２）；φ（ｖ１１ｖ０ｍ）＝４，ｍ≡０（ｍｏｄ４）；φ（ｖ１１ｖ０ｍ）＝５，ｍ≡

２（ｍｏｄ４）。

有珔Ｃ（ｖ０ｊ）＝｛１｝，ｊ＜ｍ，ｊ≡２（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖ０ｊ）＝｛２｝，ｊ＜ｍ，ｊ≡３（ｍｏｄ４）；

珔Ｃ（ｖ０ｊ）＝｛３｝，１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖ０ｊ）＝｛４｝，１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ４）；

Ｃ（ｖ１ｊ）＝｛１，３｝，ｊ＜ｍ，ｊ≡２（ｍｏｄ４）；Ｃ（ｖ１ｊ）＝｛２，４｝，ｊ＜ｍ，ｊ≡３（ｍｏｄ４）；

Ｃ（ｖ１ｊ）＝｛３，４｝，１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ４）；Ｃ（ｖ１ｊ）＝｛３，４｝，１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ４）；

珔Ｃ（ｖ０１）＝｛４｝，ｍ≡０（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖ０１）＝｛３｝，ｍ≡１，２，３（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖ０ｍ）＝｛５｝，ｍ≡
０（ｍｏｄ４）；
珔Ｃ（ｖ０ｍ）＝｛２｝，ｍ≡１（ｍｏｄ２）；珔Ｃ（ｖ０ｍ）＝｛１｝，ｍ≡２（ｍｏｄ４）；Ｃ（ｖ１１）＝｛１，３｝，ｍ≡

１（ｍｏｄ２）；

Ｃ（ｖ１１）＝｛３，４｝，ｍ≡０（ｍｏｄ４）；Ｃ（ｖ１１）＝｛３，５｝，ｍ≡２（ｍｏｄ４）；

Ｃ（ｖ１ｍ）＝｛４，５｝，ｍ≡０，１，３（ｍｏｄ４）；Ｃ（ｖ１ｍ）＝｛１，５｝，ｍ≡２（ｍｏｄ４）。
上面有相同色集合的任意两点间距离都大于２，故φ是Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝的５Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。

当 ｍ≡０（ｍｏｄ１０），ｎ≥２时，可构造从 Ｅ（Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝）到｛１，２，３，４，５｝的映射 ｈ：

ｈ（ｖ０ｊｖ（０（ｊ＋１））＝ｆ（ｖ（０ｊ）ｖ０（ｊ＋１））；ｈ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖ（ｉｊ）ｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））；

ｈ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）；ｈ（ｖ０１ｖ（０ｍ）＝ｆ（ｖ（０，１０）ｖ０，１１）；

ｈ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖ（ｉ，１０）ｖ（ｉ＋１）１１）；ｈ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝ｆ（ｖｉ，１１ｖ（ｉ＋１）１０）。
这里 ｆ是定理１的证明中构造的映射。它使得所有的４度点及２度点是 Ｄ（２）点可区别的。

当 ｍ０（ｍｏｄ１０）且 ｎ≥２时，首先证明用５种色不能对 Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝进行 Ｄ（２）点可区别正常边染
色。否则，假如用５种色能染，考虑Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝的所有４度点，因为 ｖ０２，ｖ０３，ｖ０４，ｖ１２，ｖ１４这五个４度顶点
中任意两顶点间的距离都不超过２，故这五个４度顶点必须是可区别的，每个４度点 ｖ所缺的色记为ｇ（ｖ）。
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则ｇ（ｖ０２），ｇ（ｖ０３），ｇ（ｖ０４），ｇ（ｖ１２），ｇ（ｖ１４）互不相同，不妨令 ｇ（ｖ０２）＝１，ｇ（ｖ０３）＝２，ｇ（ｖ０４）＝３，ｇ（ｖ１２）＝４，

ｇ（ｖ１４）＝５，又因为 ｖ１３与 ｖ０２，ｖ０３，ｖ０４是可区别的，因此 ｇ（ｖ１３）＝４或５。当 ｇ（ｖ１３）＝｛４｝时，由定理１的证明知，
由这六个顶点的色集合可以确定其它所有４度顶点的色集合。但在确定Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝的所有４度点的色
集合时不能做到 Ｄ（２）点可区别，因为点 ｖ０１与 ｖ０ｍ连边后，在 ｖ０ｍ的邻点中总有一个非ｖ０１的顶点与 ｖ０１有相
同的色集合，与该正常边染色是 Ｄ（２）点可区别的相矛盾。当 ｇ（ｖ１３）＝５时，类似可推矛盾。故

χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝）≥６。
下面证明用６种颜色可对Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝进行 Ｄ（２）点可区别正常边染色，可构造从 Ｅ（Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼

｛ｗ｝）到｛１，２，３，４，５，６｝的映射 ｆ。先染边 ｖ０ｊｖ０ｋ，ｖｉｊｖ（ｉ＋１）ｋ（ｋ＝ｊ＋１，ｊ＝１，２，…，ｍ－１或 ｊ＝ｋ＋１，ｋ＝１，２，…，

ｍ－１），如图４所示。

图４

ｆ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝１，ｉ≡０，２（ｍｏｄ４），ｊ≡１（ｍｏｄ３）；

ｆ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝２，ｉ≡０，２（ｍｏｄ４），ｊ≡２（ｍｏｄ３）；

ｆ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝３，ｉ≡０，２（ｍｏｄ４），ｊ≡０（ｍｏｄ３）；

ｆ（ｖ０ｊｖ０（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝ｆ（ｖｓｋｖ（ｓ＋１）（ｋ＋１））＝ｆ（ｖｓ（ｋ＋１）ｖ（ｓ＋１）ｋ）＝５，ｉ≡３（ｍｏｄ４），ｊ≡

１（ｍｏｄ３），ｓ≡１（ｍｏｄ４），ｋ≡２（ｍｏｄ３）；

ｆ（ｖ０ｊｖ０（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝ｆ（ｖｓｋｖ（ｓ＋１）（ｋ＋１））＝ｆ（ｖｓ（ｋ＋１）ｖ（ｓ＋１）ｋ）＝６，ｉ≡３（ｍｏｄ４），ｊ≡

２（ｍｏｄ３），ｓ≡１（ｍｏｄ４），ｋ≡０（ｍｏｄ３）；

ｆ（ｖ０ｊｖ０（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉｊｖ（ｉ＋１）（ｊ＋１））＝ｆ（ｖｉ（ｊ＋１）ｖ（ｉ＋１）ｊ）＝ｆ（ｖｓｋｖ（ｓ＋１）（ｋ＋１））＝ｆ（ｖｓ（ｋ＋１）ｖ（ｓ＋１）ｋ）＝４，ｉ≡３（ｍｏｄ４），ｊ≡

０（ｍｏｄ３），ｓ≡１（ｍｏｄ４），ｋ≡１（ｍｏｄ３）。

当 ｍ≡０（ｍｏｄ３）时，令

ｆ（ｖ０１ｖ０ｍ）＝ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖ（ｉ＋１）１ｖｉｍ）＝４，ｉ≡３（ｍｏｄ４）；

ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖ（ｉ＋１）１ｖｉｍ）＝３，ｉ≡０（ｍｏｄ２）；ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖ（ｉ＋１）１ｖｉｍ）＝６，ｉ≡１（ｍｏｄ４）。

当 ｍ≡１（ｍｏｄ３）时，先修改边 ｖ０（ｍ－１）ｖ０ｍ，ｖｉ（ｍ－１）ｖ（ｉ＋１）ｍ，ｖｉｍｖ（ｉ＋１）（ｍ－１）（ｉ≡１，３（ｍｏｄ４））的着色，令

ｆ（ｖ０（ｍ－１）ｖ０ｍ）＝ｆ（ｖｉ（ｍ－１）ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）（ｍ－１））＝５，ｉ≡３（ｍｏｄ４）；

ｆ（ｖｉ（ｍ－１）ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）（ｍ－１））＝４，ｉ≡１（ｍｏｄ４））。
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再令 ｆ（ｖ０１ｖ０ｍ）＝ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝４，ｉ≡３（ｍｏｄ４）；

ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝２，ｉ≡１（ｍｏｄ４）；ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝６，ｉ≡０（ｍｏｄ２）。

当 ｍ≡２（ｍｏｄ３）时，先修改边 ｖ０１ｖ０２，ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）２，ｖｉ２ｖ（ｉ＋１）１，ｖｓ（ｍ－１）ｖ（ｓ＋１）ｍ，ｖｓｍｖ（ｓ＋１）（ｍ－１）（ｉ≡３（ｍｏｄ４），ｓ≡

１（ｍｏｄ４））的着色，令

ｆ（ｖ０１ｖ０２）＝ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝３，ｉ≡３（ｍｏｄ４）；

ｆ（ｖｓ（ｍ－１）ｖ（ｓ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｓｍｖ（ｓ＋１）（ｍ－１））＝５，ｓ≡１（ｍｏｄ４）。

再令 ｆ（ｖ０１ｖ０ｍ）＝ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝４，ｉ≡３（ｍｏｄ４）；

ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝２，ｉ≡１（ｍｏｄ４）；ｆ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）ｍ）＝ｆ（ｖｉｍｖ（ｉ＋１）１）＝６，ｉ≡０（ｍｏｄ２）。

有珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛３，４｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡２（ｍｏｄ３）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，５｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ３）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，６｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ３）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛３，６｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡２（ｍｏｄ３）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，４｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡０（ｍｏｄ３）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，５｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），１＜ｊ＜ｍ，ｊ≡１（ｍｏｄ３）；

当 ｍ≡０（ｍｏｄ３）时，
珔Ｃ（ｖｉ１）＝｛２，６｝，ｉ≡０或 ３（ｍｏｄ４），这样的顶点与满足珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，６｝，ｉ≡０或 ３（ｍｏｄ４），ｊ＞１，ｊ≡

１（ｍｏｄ３）的顶点 ｖｉｊ的距离大于２；

珔Ｃ（ｖｉ１）＝｛２，５｝，ｉ≡１或 ２（ｍｏｄ４），这样的顶点与满足珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，５｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ＞１，ｊ≡
１（ｍｏｄ３）的顶点 ｖｉｊ的距离大于２；

珔Ｃ（ｖｉｍ）＝｛１，５｝，ｉ≡０或 ３（ｍｏｄ４），这样的顶点与满足珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，５｝，ｉ≡０或 ３（ｍｏｄ４），ｊ＞１，ｊ≡
０（ｍｏｄ３）的顶点 ｖｉｊ的距离大于２；

珔Ｃ（ｖｉｍ）＝｛１，４｝，ｉ≡１或 ２（ｍｏｄ４），这样的顶点与满足珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，４｝，ｉ≡１或 ２（ｍｏｄ４），ｊ＞１，ｊ≡
０（ｍｏｄ３）的顶点 ｖｉｊ的距离大于２。

当 ｍ≡１（ｍｏｄ３）时，修改过关联边的顶点的色补集变为：
珔Ｃ（ｖｉ（ｍ－１））＝｛１，４｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖｉ（ｍ－１））＝｛１，６｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４）。

则珔Ｃ（ｖｉ１）＝｛２，３｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖｉ１）＝｛３，５｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４）；

珔Ｃ（ｖｉｍ）＝｛１，２｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖｉｍ）＝｛１，５｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），这样的顶点与满足珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，５｝，

ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），ｊ＞１，ｊ≡０（ｍｏｄ３）的顶点 ｖｉｊ的距离大于２。

当 ｍ≡２（ｍｏｄ３）时，修改过关联边的顶点的色补集变为：
珔Ｃ（ｖｉ２）＝｛４，５｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖｉ（ｍ－１））＝｛２，４｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４）。

则珔Ｃ（ｖｉ１）＝｛２，５｝，ｉ≡０或 ３（ｍｏｄ４），这样的顶点与满足珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，５｝，ｉ≡１或 ２（ｍｏｄ４），ｊ＞１，ｊ≡

１（ｍｏｄ３）的顶点 ｖｉｊ的距离大于２；

珔Ｃ（ｖｉ１）＝｛３，５｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖｉｍ）＝｛２，３｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４）；珔Ｃ（ｖｉｍ）＝｛３，４｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４）。
故 ｆ是Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝的６Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。

定理 ５ 设 Ｃｍ是阶为ｍ≥３的圈，则χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｃｍ））＝
５， ｍ≤５且 ｎ＝１；
６， ｍ＝６或 ｍ≤５但 ｎ≥２；
ｍ， ｍ＞６

{
。

证明 情况 １ 当 ｍ≤５且 ｎ＝１时，有μ２＝５。由引理４，有χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｃｍ））≥μ２＝５。下面只需证明

Ｍ ｎ（Ｃｍ）存在５Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。按定理４的证明中 ｎ＝１时的染法先给图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的除 ｗ的关联边之外的
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边着色，设该着色为φ。

下面只需给 ｗ的关联边着色，就可以得到图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的一个边染色。
当 ｍ＝３时，令φ（ｖ１１ｗ）＝２，φ（ｖ１２ｗ）＝４，φ（ｖ１３ｗ）＝３。
当 ｍ＝４时，令φ（ｖ１１ｗ）＝２，φ（ｖ１２ｗ）＝４，φ（ｖ１３ｗ）＝１，φ（ｖ１５ｗ）＝３。
当 ｍ＝５时，令φ（ｖ１１ｗ）＝２，φ（ｖ１２ｗ）＝４，φ（ｖ１３ｗ）＝３，φ（ｖ１４ｗ）＝５，φ（ｖ１５ｗ）＝１。
当 ｍ＝３时，只需考虑３度点是否 Ｄ（２）点可区别：
Ｃ（ｖ１１）＝｛１，２，３｝，Ｃ（ｖ１２）＝｛１，３，４｝，Ｃ（ｖ１３）＝｛３，４，５｝，Ｃ（ｗ）＝｛２，３，４｝。

显然这些点是可区别的。

当 ｍ＝４时，先考虑３度点是否 Ｄ（２）点可区别：
Ｃ（ｖ１１）＝｛２，３，４｝，Ｃ（ｖ１２）＝｛１，３，４｝，Ｃ（ｖ１３）＝｛１，２，４｝，Ｃ（ｖ１４）＝｛３，４，５｝。

显然这些点是可区别的。再考虑４度点 ｗ：珔Ｃ（ｗ）＝｛５｝，它显然与其它四度点 ｖ０ｉ（１≤ｉ≤５）是可区别的。
当 ｍ＝５时，只需考虑３度点是否 Ｄ（２）点可区别：
Ｃ（ｖ１１）＝｛１，２，３｝，Ｃ（ｖ１２）＝｛１，３，４｝，Ｃ（ｖ１３）＝｛２，３，４｝，Ｃ（ｖ１４）＝｛３，４，５｝，Ｃ（ｖ１５）＝｛１，４，５｝。

显然这些点是可区别的。

情况 ２ 当 ｍ＝６或３≤ｍ≤５但 ｎ≥２时，由定理 ４知：只有当 ｍ≡０（ｍｏｄ１０）或 ｎ＝１时，Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼
｛ｗ｝用５种色可做到 Ｄ（２）点可区别，而当 ｍ＝６或 ｍ≤５但 ｎ≥２时，Ｍ ｎ（Ｃｍ）＼｛ｗ｝要用６种色可做到

Ｄ（２）点可区别。因此给图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的除 ｗ的关联边之外的边着色需６种颜色。故χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｃｍ））≥６。
下面只需证明Ｍ ｎ（Ｃｍ）存在６Ｄ（２）ＶＤＰＥＣ。
情况 ２１ 当３≤ｍ≤５，ｎ≠１。
按定理４的证明中 ｍ０（ｍｏｄ１０）且 ｎ≥２时的染法先给图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的除 ｗ的关联边之外的边着色，设

该着色为 ｆ。下面只需给 ｗ的关联边着色，就可以得到图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的一个边染色。

若 ｍ＝３，令 ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｎ≡０（ｍｏｄ２），ｉ∈｛１，２，３｝；ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｉ∈｛４，５，６｝。
只需考虑３度点是否可区别：

当 ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，有 Ｃ（ｖｎ１）＝｛１，４，６｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛２，４，５｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛３，５，６｝，Ｃ（ｗ）＝｛１，２，３｝。

当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，有 Ｃ（ｖｎ１）＝｛１，３，４｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛１，２，５｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛２，３，６｝，Ｃ（ｗ）＝｛４，５，６｝。
显然３度点是可区别的。

若 ｍ＝４，令 ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝６；ｎ≡０（ｍｏｄ２），ｉ∈｛１，２，３｝；

ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝１；ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｉ∈｛４，５，６｝。
先需考虑３度点是否可区别：

当 ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，有 Ｃ（ｖｎ１）＝｛１，２，４｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛２，４，５｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛３，４，５｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛２，４，６｝。

当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，有 Ｃ（ｖｎ１）＝｛１，４，６｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛１，２，５｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛２，３，６｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛１，３，６｝。
显然３度点是可区别的。

再考虑４度点 ｗ：

当 ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，珔Ｃ（ｗ）＝｛４，５｝，它显然与其他４度点 ｖ（ｎ－１）ｉ（１≤ｉ≤４）是可区别的；

当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，珔Ｃ（ｗ）＝｛２，３｝，它显然与其他４度点 ｖ（ｎ－１）ｉ（１≤ｉ≤４）是可区别的。

若 ｍ＝５，令 ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝６，ｎ≡０（ｍｏｄ２），ｉ∈｛１，２，３，４｝；

ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝３，ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｉ∈｛４，５，６｝。

只需考虑３度点是否可区别：当 ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，有
Ｃ（ｖｎ１）＝｛１，２，４｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛２，４，５｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛３，５，６｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛４，５，６｝，Ｃ（ｖｎ５）＝｛２，５，６｝。

当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，有
Ｃ（ｖｎ１）＝｛１，４，６｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛１，２，５｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛２，３，６｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛１，２，３｝，Ｃ（ｖｎ５）＝｛１，３，６｝。
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显然３度点是可区别的。
情况 ２２ 当 ｍ＝６。按下图给图 Ｍ ｎ（Ｃｍ）的除 ｗ的关联边之外的边重新着色，记该着色为 ｆ，如图５

所示：

再给 ｗ的关联边着色：

当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，令 ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ＋１，ｉ＝１，２，３，４，５；ｆ（ｖｎ６ｗ）＝１。

图５

当 ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，令 ｆ（ｖｎｉｗ）＝ｉ，ｉ＝１，２，…，６。
当 ｉ＜ｎ时，有
珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，５｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），ｊ≡１（ｍｏｄ３）；珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛３，６｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），ｊ≡２（ｍｏｄ３）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，４｝，ｉ≡０或３（ｍｏｄ４），ｊ≡０（ｍｏｄ３）；珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛４，５｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ≡１（ｍｏｄ６）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛５，６｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ≡２（ｍｏｄ６）；珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，６｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ≡３（ｍｏｄ６）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛１，２｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ≡４（ｍｏｄ６）；珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛２，３｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ≡５（ｍｏｄ６）；

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝｛３，４｝，ｉ≡１或２（ｍｏｄ４），ｊ≡０（ｍｏｄ６）；

当 ｉ＝ｎ时，Ｃ（ｖｎｊ）＝｛１，２，６｝，ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡１（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛ｊ－１，ｊ，ｊ＋１｝，ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡２，３，４，５（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛１，５，６｝，ｎ≡１（ｍｏｄ２），ｊ≡０（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛ｊ，ｊ＋２，ｊ＋３｝，ｎ≡０（ｍｏｄ４），ｊ≡１，２，３（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛１，４，６｝，ｎ≡０（ｍｏｄ４），ｊ≡４（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛１，２，５｝，ｎ≡０（ｍｏｄ４），ｊ≡５（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛２，３，６｝，ｎ≡０（ｍｏｄ４），ｊ≡０（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛ｊ，ｊ＋１，ｊ＋２｝，ｎ≡２（ｍｏｄ４），ｊ≡１，２，３，４（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛１，５，６｝，ｎ≡０（ｍｏｄ４），ｊ≡５（ｍｏｄ６）；

Ｃ（ｖｎｊ）＝｛１，２，６｝，ｎ≡０（ｍｏｄ４），ｊ≡０（ｍｏｄ６）；Ｃ（ｗ）＝｛１，２，…，６｝。
因此，映射 ｆ是图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的 Ｄ（２）点可区别正常边染色。
情况 ３ 当 ｍ＞６时，χ′２－ｖｄ（Ｍ ｎ（Ｃｍ））≥Δ＝ｍ。下面给出Ｍ ｎ（Ｃｍ）的一个 ｍ种颜色的正常边染色ｆ：

若 ｍ≡０（ｍｏｄ６），先按情况２２中图５的染法循环的给图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的除 ｖｎｊｗ（ｊ＞６）之外的边着色，这时

有 Ｃ（ｖｉｊ）＝Ｃ（ｖｉｋ），ｊ≡ｋ（ｍｏｄ６），ｊ＞６，ｋ＝１，２，３，４，５，６。对 ｖｎｊｗ（ｊ＝１，２，…，６）也按情况２２中的染法去染，
设该着色为 ｆ，再令 ｆ（ｖｎｊｗ）＝ｊ（７≤ｊ≤ ｍ）。由上面的证明知：除 ｖｎｊ（ｊ＞６）和 ｗ之外的点都是 Ｄ（２）点可区
别的。ｗ是惟一最大度点。而 ｖｎｊ（ｊ＞６）被颜色 ｉ（ｉ≥７）所区别。故 ｆ是图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的 Ｄ（２）点可区别正常
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边染色。

若 ｍ０（ｍｏｄ６），先按定理４中情况２１中图 ｂ的染法给图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的除 ｖｎｊｗ（ｊ＝１，２，…，ｍ）之外的边
着色，由定理４的证明知：除 ｖｎｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）和 ｗ之外的点都是Ｄ（２）点可区别的。再给边 ｖｎｊｗ着色：先
令 ｆ（ｖｎｊｗ）＝ｊ（ｊ＞６），再考虑边 ｖｎｊｗ（ｊ＝１，２，…，６）的着色：

若 ｎ≡１（ｍｏｄ２），先修改边 ｖ（ｎ－１）１ｖｎ２，ｖ（ｎ－１）２ｖｎ１的着色，令 ｆ（ｖ（ｎ－１）１ｖｎ２）＝ｆ（ｖ（ｎ－１）２ｖｎ１）＝７。
再令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ６ｗ）＝６；

若 ｎ≡０（ｍｏｄ４），先修改边 ｖ（ｎ－１）１ｖｎ２，ｖ（ｎ－１）２ｖｎ１的着色，令 ｆ（ｖ（ｎ－１）１ｖｎ２）＝ｆ（ｖ（ｎ－１）２ｖｎ１）＝７。
再令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝６，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝２，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ６ｗ）＝３；

若 ｎ≡２（ｍｏｄ４），先修改边 ｖ（ｎ－１）１ｖｎ２，ｖ（ｎ－１）２ｖｎ１的着色，令 ｆ（ｖ（ｎ－１）１ｖｎ２）＝ｆ（ｖ（ｎ－１）２ｖｎ１）＝７。
再令 ｆ（ｖｎ１ｗ）＝５，ｆ（ｖｎ２ｗ）＝４，ｆ（ｖｎ３ｗ）＝３，ｆ（ｖｎ４ｗ）＝１，ｆ（ｖｎ５ｗ）＝６，ｆ（ｖｎ６ｗ）＝２。
考虑上面的染色是否 Ｄ（２）点可区别的，因 ｗ是惟一最大度点，故不需考虑。由定理４的证明知所有４

度点是 Ｄ（２）点可区别的，而３度点 ｖｎｊ（ｊ＞７）被颜色 ｉ（ｉ＞７）所区别。下面只需考虑 ｖｎｊ（ｊ＝１，２，…，７）：

当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，Ｃ（ｖｎ１）＝｛２，３，７｝或｛２，６，７｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛１，２，７｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛２，３，４｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛１，３，５｝，

Ｃ（ｖｎ５）＝｛１，２，３｝，Ｃ（ｖｎ６）＝｛２，３，６｝，Ｃ（ｖｎ７）＝｛１，３，７｝或｛３，６，７｝。

当 ｎ≡０（ｍｏｄ４）时，Ｃ（ｖｎ１）＝｛４，６，７｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛５，６，７｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛１，４，６｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛２，４，５｝，Ｃ（ｖｎ５）＝
｛４，５，６｝，Ｃ（ｖｎ６）＝｛２，４，６｝，Ｃ（ｖｎ７）＝｛４，５，７｝。

当 ｎ≡２（ｍｏｄ４），ｍ≡０（ｍｏｄ３）时：Ｃ（ｖｎ１）＝｛５，６，７｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛４，５，７｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛３，５，６｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛１，

４，６｝，Ｃ（ｖｎ５）＝｛４，５，６｝，Ｃ（ｖｎ６）＝｛２，５，６｝，Ｃ（ｖｎ７）＝｛４，６，７｝。
当 ｍ０（ｍｏｄ３）时：Ｃ（ｖｎ１）＝｛２，５，７｝，Ｃ（ｖｎ２）＝｛４，５，７｝，Ｃ（ｖｎ３）＝｛３，５，６｝，Ｃ（ｖｎ４）＝｛１，４，６｝，Ｃ（ｖｎ５）＝

｛４，５，６｝，Ｃ（ｖｎ６）＝｛２，５，６｝，Ｃ（ｖｎ７）＝｛４，６，７｝或｛５，６，７｝。
故 ｖｎｊ（ｊ＝１，２，…，７）是点可区别的。
因此 ｆ是图Ｍ ｎ（Ｃｍ）的 Ｄ（２）点可区别正常边染色。

致谢：作者感谢张忠辅教授对本文的指导和所提出的建设性意见。
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