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拟无爪图的性质
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摘要：讨论了比无爪图更广泛的图———拟无爪图，得到了以下两个结果：

（ⅰ）若图 Ｇ是拟无爪图，且满足ω（Ｇ－Ｓ）≤ｔ（Ｇ），则２ｔ（Ｇ）＝κ（Ｇ）．
（ⅱ）若图 Ｇ是拟无爪图，对于任意的控制集 Ｄ及任意ｔ∈Ｄ，至多存在３点 ｕ１，ｕ２，ｕ３∈（Ｖ－Ｄ）满足Ｎ（ｕｉ）∩

Ｄ＝｛ｔ｝（ｉ＝１，２，３），则γ（Ｇ）＝ｉ（Ｇ），该结果是最好可能的．
以上结果扩展了无爪图的相应结果．
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（ⅰ）２ｔ（Ｇ）＝κ（Ｇ），ｗｈｅｒｅω（Ｇ－Ｓ）≤ｔ（Ｇ）．
（ⅱ）ＦｏｒｅｖｅｒｙｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔＤａｎｄｅａｃｈｔ∈Ｄ，ｔｈｅｒｅａｒｅａｔｍｏｓｔｔｈｒｅｅｖｅｔｉｃｅｓｕ１，ｕ２，ｕ３∈（Ｖ－Ｄ）ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ，

Ｎ（ｕｉ）∩Ｄ＝｛ｔ｝（ｉ＝１，２，３），ｔｈｅｎγ（Ｇ）＝ｉ（Ｇ）．Ｔｈｉｓｒｅｓｕｌｔｉｓｔｈｅｂｅｓｔｐｏｓｓｉｂｌｅ．Ｔｈｅｓｅｒｅｓｕｌｔｓｅｘｔｅｎｄｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅ
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０ 引言

这里仅考虑有限、简单图 Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））．文中所用的符号和术语如下（这里未介绍的见文献［１］）：
令κ（Ｇ）表示图 Ｇ的连通度．顶点 ｕ的度、开邻域、闭邻域，分别用 ｄ（ｕ）、Ｎ（ｕ）＝｛ｘ∈Ｖ：ｘｕ∈Ｅ｝、Ｎ［ｕ］＝
｛ｕ｝∪Ｎ（ｕ）表示．令 ｄ（ｕ，ｖ）代表顶点 ｕ和ｖ的距离．记 Ｊ（ａ，ｂ）＝｛ｕ∈Ｎ（ａ）∩Ｎ（ｂ）：Ｎ［ｕ］Ｎ［ａ］∪
Ｎ［ｂ］，其中 ｄ（ａ，ｂ）＝２｝．图 Ｇ称为是拟无爪图，如果对于任何距离为２的一对顶点｛ｘ，ｙ｝，都有 Ｊ（ｘ，ｙ）≠
Φ．无爪图就是其任何导出子图均都不同构于 Ｋ１，３．显然，拟无爪图是比无爪图更广泛的图类．

称图 Ｇ是 ｔ坚韧的：若对于任意割集 ＳＶ，都有｜Ｓ｜≥ｔω（Ｇ－Ｓ）成立，其中ω（Ｇ－Ｓ）代表 Ｇ－Ｓ的分支

数．图 Ｇ的坚韧度就是使 Ｇ是 ｔ坚韧的最大的 ｔ值．记为 ｔ（Ｇ）．即 ｔ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ ｜Ｓ｜
ω（Ｇ－Ｓ）

，ω（Ｇ－Ｓ）＞１｝．

称集合ＤＶ为控制集，如果ｖ∈Ｖ－Ｄ，都有Ｎ（ｖ）∩Ｄ≠Φ．称集合ＩＶ为独立集，如果ｕ，ｖ∈Ｉ，
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Ｎ（ｕ）∩｛ｖ｝＝Φ．称集合 ＩＶ为独立控制集，如果 Ｉ既是独立集又是控制集．

１ 主要引理

引理 １［２］ 对任意的图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），２ｔ（Ｇ）≤κ（Ｇ）均成立．
引理 ２［３］ 若 Ｇ是无爪图，则２ｔ（Ｇ）＝κ（Ｇ）．
引理 ３［４］ 任意２连通拟无爪图（ｎ≥３）是１坚韧的．
引理 ４［４］ 任意连通的拟无爪图有完美匹配．
引理 ５［４］ 连通、局部连通的拟无爪图是泛圈的．
引理 ６［５］ 称控制集 Ｄ是极小的当且仅当对任意ｄ∈Ｄ都有
（ⅰ）Ｎ（ｄ）∩Ｄ＝Φ或者
（ⅱ）ｃ∈（Ｖ－Ｄ）满足 Ｎ（ｃ）∩Ｄ＝｛ｄ｝．
引理 ７［５］ （ⅰ）Ｉ是极大独立集当且仅当Ｉ是独立控制集，
（ⅱ）若 Ｉ是极大独立集，则 Ｉ是极小控制集．
控制数γ（Ｇ）是图 Ｇ中所有极小控制集的最小基数．据引理５，定义独立控制数 ｉ（Ｇ）为图 Ｇ中所有独

立控制集的最小基数．显然：
引理 ８［５］ 对任意的图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），γ（Ｇ）≤ｉ（Ｇ）均成立．
引理 ９［５］ 若 Ｇ是无爪图，则γ（Ｇ）＝ｉ（Ｇ）．

２ 主要结果

定理 １ 如果图 Ｇ是拟无爪图，且ω（Ｇ－Ｓ）≤ｔ（Ｇ），则２ｔ（Ｇ）＝κ（Ｇ）．
证明 若 Ｇ是不连通的，结论显然成立．假定 Ｇ是ｎ连通的拟无爪图．令 Ｓ是满足ｔ（Ｇ）＝｜Ｓ｜?ω（Ｇ－

Ｓ）的割集，Ｃ１，Ｃ２，…Ｃω 代表Ｇ－Ｓ的分支数．由引理１可知，２ｔ（Ｇ）≤κ（Ｇ）．所以只需证明κ（Ｇ）≤２ｔ（Ｇ）．
由于 Ｇ是ｎ连通的，所以从 ｕｉ∈Ｃｉ到ｕｊ∈Ｃｊ（ｉ≠ｊ）至少有 ｎ条内部不相交的路．每条路都经过 Ｓ中的

不同点．则对每个 Ｃｉ而言（ｉ＝１，２，…ω），至少有 ｎ条边从Ｃｉ到Ｓ的不同点．故而从 Ｇ－Ｓ到Ｓ至少有ωｎ条
边．

下面证明 Ｓ中的每一点至多与Ｇ－Ｓ中的两个分支相连．假定存在 ｖ∈Ｓ与ｕ１，ｕ２，ｕ３相邻，这里 ｕｉ∈
Ｃｉ（ｉ＝１，２，３）．因为 ｄ（ｕ１，ｕ２）＝２且 Ｇ是拟无爪图，所以 Ｊ（ｕ１，ｕ２）≠Φ．假定 ｕ∈Ｊ（ｕ１，ｕ２），那么 ｕ∈
Ｓ（ｕ≠ｖ）且 Ｎ（ｕ）Ｓ∪Ｖ（Ｃ１）∪Ｖ（Ｃ２）．令 Ｔ＝Ｓ＼｛ｕ｝，则ω（Ｇ－Ｔ）＝ω（Ｇ－Ｓ）－１．又因为ω（Ｇ－Ｓ）≤

ｔ（Ｇ），所以 ｜Ｔ｜
ω（Ｇ－Ｔ）

＝ ｜Ｓ｜－１
ω（Ｇ－Ｓ）－１≥

ｔ＋１，与 ｔ（Ｇ）的定义矛盾．故而从 Ｇ－Ｓ到 Ｓ至多有２｜Ｓ｜条边．从

而得出ωｎ≤２｜Ｓ｜．所以 ｋ（Ｇ）＝ｎ≤２｜Ｓ｜?ω＝２ｔ（Ｇ）．结论成立．
定理 ２ 如果图 Ｇ是不完全的拟无爪图，对于任意的控制集 Ｄ及任意ｔ∈Ｄ，如果至多存在３点 ｕ１，ｕ２，

ｕ３∈（Ｖ－Ｄ）满足 Ｎ（ｕｉ）∩Ｄ＝｛ｔ｝（ｉ＝１，２，３），那么γ（Ｇ）＝ｉ（Ｇ）．该结果是最好可能的．
证明 由引理６知，γ（Ｇ）≤ｉ（Ｇ）．只需证明γ（Ｇ）≥ｉ（Ｇ）．
令 ｍ＝γ（Ｇ）及 Ｄ－１＝｛ｗ０，ｗ１，…ｗｍ－１｝Ｖ是控制集．对任意非空集 Ｖ′，令ε（Ｖ′）代表 Ｖ′的生成子图

的边数．显然，０≤ε（Ｄ－１）≤Ｃ２ｍ．若ε（Ｄ－１）＝０则 Ｄ－１是独立集．显然 ｉ（Ｇ）≤ｍ＝γ（Ｇ）．若ε（Ｄ－１）≠０，假
定 ｗ０ｗ１∈Ｅ（Ｇ）．

由引理４知，集合 Ｎ０＝｛ｕ∈Ｖ－Ｄ－１：Ｎ（ｕ）∩Ｄ－１＝｛ｗ０｝｝非空．
（ⅰ）若仅有一点 ｕ１∈Ｎ０，取 ｕ０＝ｕ１；
（ⅱ）若仅有两点 ｕ１，ｕ２∈Ｎ０，则 ｕ１ｕ２∈Ｅ．否则 ｄ（ｕ１，ｕ２）＝２，又因为 Ｇ是拟无爪图，因而

Ｊ（ｕ１，ｕ２）≠Φ．假定 ｗ∈Ｊ（ｕ１，ｕ２），由于 Ｎ（ｗ）Ｎ（ｕ１）∪Ｎ（ｕ２），因而可以断定 ｗ≠ｗ０且 ｗ∈Ｎ０，于是在

Ｎ０中至少有３个点．矛盾．取 ｕ０＝ｕｉ（ｉ＝１，２）；
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（ⅲ）若有３个点 ｕ１，ｕ２，ｕ３∈Ｎ０，由（ⅱ）知，其中一点必与另外两点相邻．不失一般性，假定 ｕ１ｕ２∈
Ｅ，ｕ１ｕ３∈Ｅ．取 ｕ０＝ｕ１．

取 ｕ０∈Ｎ０，考虑 Ｄ０＝｛ｕ０，ｗ１，…ｗｍ－１｝Ｖ．令 ｚ∈Ｖ－Ｄ０＝Ｍ－Ｋ，这里 Ｍ＝（Ｎ０－｛ｕ０｝）∪｛ｗ０｝且 Ｋ＝

Ｖ－（Ｎ０∪Ｄ－１）．若 ｚ∈Ｍ，则 ｚｕ０∈Ｍ．若 ｚ∈Ｋ则Ｎ（ｚ）∩Ｄ－１｛ｗｉ｝，这里１≤ｉ≤ｍ－１，即 ｚｗｉ∈Ｅ．因而

Ｄ０＝｛ｕ０，ｗ１，…ｗｍ－１｝Ｖ是控制集且满足｜Ｄ０｜＝ｍ．此时 Ｎ（ｕ０）∩Ｄ０＝Φ 且 ０≤ε（Ｄ０）≤Ｃ２ｍ．同样，若

ε（Ｄ０）＝０，则 ｉ（Ｇ）≤ｍ＝γ（Ｇ）．若ε（Ｄ０）＞０，利用得到 Ｄ０的过程类似得到控制集 Ｄ１＝｛ｕ０，ｕ１，…

ｗｍ－１｝Ｖ使得 Ｎ（ｕｉ）∩Ｄ１＝Φ（ｉ＝０，１）．同样 ０≤ε（Ｄ１）≤Ｃ２ｍ．同样若ε（Ｄ１）＝０，则结论成立．若

ε（Ｄ１）＞０，仍可继续重复从 Ｄ０到 Ｄ１的过程得到 Ｄ２．显然至多重复 ｍ－１次，可以得到控制集 Ｄｋ，－１≤
ｋ≤ｍ－２，满足｜Ｄｋ｜＝ｍ＝γ（Ｇ）且ε（Ｄｋ）＝０．因而 Ｄｋ是独立控制集．于是 ｉ（Ｇ）≤ｍ＝γ（Ｇ），定理得证．
下面证明此结果是最好可能的．
如果图 Ｇ是不完全的拟无爪图，对于任意的控制集 Ｄ及任意ｔ∈Ｄ，如果存在４点 ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｕ４∈（Ｖ－

Ｄ）满足 Ｎ（ｕｉ）∩Ｄ＝｛ｔ｝（ｉ＝１，２，３），则γ（Ｇ）＜ｉ（Ｇ）．（见图１，Ｃ１∨Ｃ２，Ｃｉ（ｉ＝１，２）这里是４圈）．
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