
收稿日期：２００７１１０９
基金项目：国家自然科学基金项目（１０６７１１１３）
作者简介：张守慧（１９７８ ），女，博士研究生，主要从事偏微分方程数值解法的研究．Ｅｍａｉｌ：ｓｓ－ｚｈａｎｇｓｈ＠ｕｊｎ．ｅｄｕ．ｃｎ

文章编号：１６７１９３５２（２００７）１２０１２００７

抛物型方程的 Ｏ（ｈ４）精度新交替分段显隐格式

张守慧１，２，王文洽１

（１．山东大学 数学与系统科学学院，山东 济南 ２５０１００；

２．济南大学 理学院，山东 济南 ２５００２２）

摘要：给出了对流扩散方程的一种高精度新的交替分段显隐格式。它可以用于并行计算，且无条件稳定，空间的

精确度可以达到 Ｏ（ｈ４）阶，最后的数值实验也证实了这一点。
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０ 引言

并行计算的飞速发展使越来越多的人关注偏微分方程的并行数值解法，而抛物型方程因为其在科学技

术中广泛的应用背景［１］备受关注。近几十年来，抛物型方程的有限差分方法的研究有了很快的发展。而在

这些方法中，有限差分显格式因为其可并行性和节省计算量在应用中备受推崇。

有限差分格式的并行计算的研究中，Ｄ．Ｊ．Ｅｖａｎｓ在文献［２，３］中提出了求解抛物型方程的交替分组格
式。近几年，又出现了一些新的算法［４６］，但是这些算法的精度对于空间步长几乎都是 Ｏ（ｈ２）阶的。本文构
造了一组新的非对称有限差分格式，在此基础上给出交替分段显隐格式。它可以用于并行计算，并且是无

条件稳定的，它对空间的误差阶可以达到 Ｏ（ｈ４），最后的数值算例也证实了这一点。
本文首先给出了要考虑的问题，在高阶差分格式的基础上构造了交替分段显隐格式；并分析了格式的

误差和稳定性；最后给出了算例来说明方法的适用性。

本文考虑如下抛物型方程：

ｕ
ｔ
＋ｕ
ｘ
＝

２ｕ
ｘ２
，０＜ｘ＜ｌ，０＜ｔ＜Ｔ， （０．１）

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（ｌ，ｔ），０＜ｔ＜Ｔ， （０．２）
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ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），０＜ｘ＜ｌ。 （０．３）
并建立它的交替分段显隐格式。

１ 差分格式

首先对区域进行等距剖分，令 ｈ和τ分别为空间和时间步长。设式（０１）的精确解为 ｕ（ｘ，ｔ），定义 Ｕｎｉ
为精确解ｕ（ｘｉ，ｔｎ）＝ｕ

ｎ
ｉ的数值近似解，其中 ｘｉ＝（ｉ－１）ｈ，ｉ＝１，２，…Ｊ＋１；ｔｎ＝ｎτ，ｎ＝０，１，…［Ｔ／τ］。特别

的，本文讨论 ｈ＝ｌＪ时问题的交替显隐格式，其中 Ｊ＝Ｋ（２Ｌ＋４），Ｌ≥１为一整数。

为了构造空间精度较高的差分格式，我们给出逼近式（０１）截断误差为 Ｏ（τ＋ｈ４）的有限差分显隐格式：
Ｕｎ＋１ｉ ＝（１－３０ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋（ｒ１－ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２－（ｒ１＋ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ－２－（８ｒ１－１６ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋１＋（８ｒ１＋１６ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ－１， （１．１ａ）

（１＋３０ｒ）Ｕｎ＋１ｉ －（ｒ１－ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋２＋（ｒ１＋ｒ）Ｕｎ＋１ｉ－２＋（８ｒ１－１６ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋１－（８ｒ１＋１６ｒ）Ｕｎ＋１ｉ－１＝Ｕ
ｎ
ｉ， （１．１ｂ）

其中：ｒ＝τ１２ｈ２
，ｒ１＝ｒｈ。

在此基础上，我们可以得到近似式（０１）的如图１所示的如下四个非对称差分格式（１２ａ）～（１２ｄ）：
（１＋７ｒ）Ｕｎ＋１ｉ －４ｒ（２－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋１＋ｒ（１－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋２＝

－ｒ（１＋ｈ）Ｕｎｉ－２＋８ｒ（２＋ｈ）Ｕ
ｎ
ｉ－１＋（１－２３ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋４ｒ（２－ｈ）Ｕｎｉ＋１， （１．２ａ）

－４ｒ（ｈ＋２）Ｕｎ＋１ｉ－１＋（１＋２３ｒ）Ｕｎ＋１ｉ －８ｒ（２－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋１＋ｒ（１－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋２＝
－ｒ（１＋ｈ）Ｕｎｉ－２＋４ｒ（２＋ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ－１＋（１－７ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ， （１．２ｂ）

ｒ（１＋ｈ）Ｕｎ＋１ｉ－２－８ｒ（ｈ＋２）Ｕｎ＋１ｉ－１＋（１＋２３ｒ）Ｕｎ＋１ｉ －４ｒ（２－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋１＝
（１－７ｒ）Ｕｎｉ＋４ｒ（２－ｈ）Ｕｎｉ＋１－ｒ（１－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２， （１．２ｃ）

ｒ（１＋ｈ）Ｕｎ＋１ｉ－２－４ｒ（ｈ＋２）Ｕｎ＋１ｉ－１＋（１＋７ｒ）Ｕｎ＋１ｉ ＝
４ｒ（２＋ｈ）Ｕｎｉ－１＋（１－２３ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋８ｒ（２－ｈ）Ｕｎｉ＋１－ｒ（１－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２， （１．２ｄ）

公式（１．２ａ）

公式（１．２ｂ）

公式（１．２ｃ）

公式（１．２ｄ）
图１ 格式（１．２ａ）～（１．２ｄ）的图示

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｓｃｈｅｍｅｓ（１．２ａ）～（１．２ｄ）
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２ 新交替分段显隐格式

２１ 新格式

对于 Ｊ＝Ｋ（４＋２Ｌ），在奇数时间层上，Ｊ个网格节点按从左至右的空间顺序分为２Ｋ段，并按“显式段，
隐式段，…，显式段，隐式段”来构造差分格式。其中显式段包含 Ｌ个点，每个点上均采用式（１１ａ），所以各点
可以单独的显式求解。隐式段包含 Ｌ＋４个点，开始的两个点采用差分格式（１２ａ）和（１２ｂ），最后两个点采
用（１２ｃ）和（１２ｄ），中间的点全部采用隐格式（１１ｂ），本段只能通过求解线性方程组进行求值。而在偶数时
间层上，上层中应用显格式（１１ａ）的点交替采用隐格式（１１ｂ）；隐格式段中采用（１２ａ）和（１２ｂ）的点交替采
用（１２ｃ）和（１２ｄ），采用（１２ｃ）和（１２ｄ）的节点交替采用（１２ａ）和（１２ｂ），采用隐格式（１１ｂ）的节点交替采用
式（１１ａ）。从而偶数时间层上的分段情况为：“隐式段，显式段，…，隐式段，显式段”。由周期性边界条件可
知，第一个隐式段是由开始的 Ｌ＋２个点和最后的２个点结合构成的，接下来是显隐交替的２Ｋ－１个段，如
图２所示，图中 Ｌ＝３。用线性方程组的形式表示如下：

ｎ为偶数时，对 ｎ＋１层上的隐式段节点（ｘｊ，ｔｎ＋１）；ｊ＝ｉ＋Ｌ＋１，…，ｉ＋４＋２Ｌ；ｉ＝（４＋２Ｌ）ｋ，ｋ＝０，１，
…Ｋ－１，有如下的求解格式：

（１＋７ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋１－４ｒ（２－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋２＋ｒ（１－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋３＝
－ｒ（１＋ｈ）Ｕｎｉ＋Ｌ－１＋８ｒ（２＋ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ＋（１－２３ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ＋１＋４ｒ（２－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ＋２， （２．１ａ）

－４ｒ（ｈ＋２）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋１＋（１＋２３ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋２－８ｒ（２－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋３＋ｒ（１－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋４＝
－ｒ（１＋ｈ）Ｕｎｉ＋Ｌ＋４ｒ（２＋ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ＋１＋（１－７ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ＋２， （２．１ｂ）

（１＋３０ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋ｓ－（ｒ１－ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋ｓ＋２＋（ｒ１＋ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋ｓ－２＋（８ｒ１－１６ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋ｓ＋１－
（８ｒ１＋１６ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋ｓ－１＝Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ＋ｓ， ｓ＝３，…Ｌ＋２， （２．１ｃ）

ｒ（１＋ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋１－８ｒ（ｈ＋２）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋２＋（１＋２３ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋３－４ｒ（２－ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋４＝
（１－７ｒ）Ｕｎｉ＋２Ｌ＋３＋４ｒ（２－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２Ｌ＋４－ｒ（１－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２Ｌ＋５， （２．１ｄ）

ｒ（１＋ｈ）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋２－４ｒ（ｈ＋２）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋３＋（１＋７ｒ）Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋４＝
４ｒ（２＋ｈ）Ｕｎｉ＋２Ｌ＋３＋（１－２３ｒ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２Ｌ＋４＋８ｒ（２－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２Ｌ＋５－ｒ（１－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２Ｌ＋６。 （２．１ｅ）

对于这个 Ｌ＋４个节点段，我们可以把公式（２１ａ）～（２１ｅ）改写成如下矩阵方程的形式：
（Ｉ＋ｒＰＬ＋４）珚Ｕｎ＋１＝Ｂ，Ｂ＝（Ｉ－ｒＱＬ＋４）珚Ｕｎ＋ｂ，

其中 珚Ｕｎ＋１＝（Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋１，Ｕｎ＋１ｉ＋Ｌ＋２，…Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋３，Ｕｎ＋１ｉ＋２Ｌ＋４）Ｔ，ＰＬ＋４＝ＣＬ＋４＋ｈＤＬ＋４，ＱＬ＋４＝ＭＬ＋４＋ｈＮＬ＋４，
其中 ＣＬ＋４为非负定的对称阵，ＤＬ＋４是一个非负定的反对称阵，定义如下：

ＣＬ＋４＝

７ －８ １
－８ ２３ －１６ １
１ －１６ ３０ －１６ １

  
１ －１６ ３０ －１６ １

１ －１６ ２３ －８





















１ －８ ７

，ＤＬ＋４＝

０ ４ －１
－４ ０ ８ －１
１ －８ ０ ８ －１

  
１ －８ ０ ８ －１

１ －８ ０ ４





















１ －４ ０

，

ＭＬ＋４＝

２３ －８
－８ ７

０
  

０
７ －８





















－８ ２３

， ＮＬ＋４＝

０ ４
－４ ０

０
  

０
０ ４





















－４ ０

。

ｂ＝（－ｒ（１＋ｈ）Ｕｎｉ＋Ｌ－１＋８ｒ（２＋ｈ）Ｕ
ｎ
ｉ＋Ｌ，－ｒ（１＋ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋Ｌ，０，…０，０，…０，
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－ｒ（１－ｈ）Ｕｎｉ＋２Ｌ＋５，８ｒ（２－ｈ）Ｕ
ｎ
ｉ＋２Ｌ＋５－ｒ（１－ｈ）Ｕ

ｎ
ｉ＋２Ｌ＋６）

Ｔ。

图２ 新交替分段显隐格式

Ｆｉｇ．２ ＴｈｅｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｎＡＳＥＩｓｃｈｅｍｅ

令

Ｕｎ＝（Ｕｎ１，Ｕｎ２，…Ｕ
ｎ
Ｊ）
Ｔ，

按图２所示的分段模式，在奇数时间层（ｎ＋１）上，我们可以得到：
（Ｉ＋ｒＧ１）Ｕｎ＋１＝（Ｉ－ｒＧ２）Ｕｎ，

其中

Ｇ１＝

ＲＬ
ＰＬ＋４

ＲＬ
ＰＬ＋４


ＲＬ

ＰＬ























＋４ Ｊ×Ｊ

，

以及

Ｇ２＝

３０ －８（２－ｈ） １－ｈ １＋ｈ －８（２＋ｈ）
－８（２＋ｈ） ３０ －８（２－ｈ） １－ｈ １＋ｈ
１＋ｈ －８（２＋ｈ） ３０ －８（２－ｈ） １－ｈ


１＋ｈ －８（２＋ｈ） ３０ －８（２－ｈ） １－ｈ

１＋ｈ －８（２＋ｈ） ２３ －４（２－ｈ）
１＋ｈ －４（２＋ｈ） ７

ＲＬ
ＲＬ＋４


ＲＬ

１－ｈ ７ －４（２－ｈ）
－８（２－ｈ） １－ｈ －４（２＋ｈ）



































２３ Ｊ×Ｊ

。

其中 ＲＬ为Ｌ×Ｌ的零矩阵。

对于偶数层 ｎ＋２层来说，可以类似得到如下的矩阵方程：
（Ｉ＋ｒＧ２）Ｕｎ＋２＝（Ｉ－ｒＧ１）Ｕｎ＋１。

从而对于 ｎ＝０，２，４，…，可以得到如下的完整格式：
（Ｉ＋ｒＧ１）Ｕｎ＋１＝（Ｉ－ｒＧ２）Ｕｎ， （２．２ａ）

（Ｉ＋ｒＧ２）Ｕｎ＋２＝（Ｉ－ｒＧ１）Ｕｎ＋１。 （２．２ｂ）

２２ 数值分析

２２１ 稳定性
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为了证明稳定性，我们需要Ｋｅｌｌｏｇｇ引理。
引理 １［７］ 若θ＞０，Ｃ＋Ｃ是非负定的，则（θＩ＋Ｃ）－１必存在且：

‖（θＩ＋Ｃ）－１‖２≤θ－１。

引理 ２ 在引理１的条件下，有

‖（θＩ－Ｃ）（θＩ＋Ｃ）－１‖２≤１
成立。

我们可以从（２２ａ）和（２２ｂ）式中把 Ｕｎ＋１消去，可以得到：
Ｕ２ｎ＝ＴＵ２ｎ－２＝…＝ＴｎＵ０， （２．３）

其中 Ｔ＝（Ｉ＋ｒＧ２）－１（Ｉ－ｒＧ１）（Ｉ＋ｒＧ１）－１（Ｉ－ｒＧ２）。

因为 Ｇ１，Ｇ２都是非负定的，由上面的引理对任意的正整数 ｎ和ｒ＝τ１２ｈ２
，有如下的不等式成立：

‖Ｔｎ‖≤‖（Ｉ＋ｒＧ２）－１‖２‖（Ｉ－ｒＧ１）（Ｉ＋ｒＧ１）－１‖２‖（Ｉ－ｒＧ２）（Ｉ＋ｒＧ２）－１‖２·

…‖（Ｉ－ｒＧ１）（Ｉ＋ｒＧ１）－１‖２‖（Ｉ－ｒＧ２）‖２≤‖（Ｉ－ｒＧ２）‖２≤１＋６４ｒ＋１８ｒｈ。
（２．４）

从而说明ｎＡＳＥＩ格式是无条件稳定的，所以有下面的定理：
定理 １ ｎＡＳＥＩ格式是无条件稳定的。

２２２ 截断误差

下面来讨论格式的误差．令 Ｌ（１１ａ）ｈ 为算子Ｌ的离散形式，所以有：

Ｌ（１１ａ）ｈ ｕｎｉ≡
１
τ
［ｕｎ＋１ｉ ＋ｒ（１＋ｈ）ｕ

ｎ
ｉ－２－８ｒ（２＋ｈ）ｕ

ｎ
ｉ－１－（１－３０ｒ）ｕ

ｎ
ｉ－８ｒ（２－ｈ）ｕｎｉ＋１＋ｒ（１－ｈ）ｕ

ｎ
ｉ＋２］＝

１
τ
｛τ（ｕｔ）ｎｉ＋τ

２

２！（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ＋１２ｒｈ２（ｕｘ）ｎｉ－２４ｒ·

ｈ２
２！（ｕｘｘ）

ｎ
ｉ－４８ｒｈ·

ｈ５
５！·（ｕ

（５））ｎｉ＋ｏ（τ３＋ｈ６）｝。 （２．５）

相应的截断误差为：

Ｌ（１．１ａ）ｈ ｕｎｉ－［Ｌｕ］ｎｉ＝τ２！（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ－４８·

ｈ４
５！·（ｕ

（５））ｎｉ＋ｏ（τ２＋
ｈ６

τ
）， （２．６ａ）

类似可得其它格式的截断误差形式如下：

Ｌ（１１ｂ）ｈ ｕｎｉ－［Ｌｕ］ｎｉ＝τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ＋１２·ｒ１ｈ［（ｕｔｔ）ｎｉ＋τ２！（ｕｘｔｔ）

ｎ
ｉ］－２４ｒ·

ｈ２
２！（ｕｘｘｔ）

ｎ
ｉ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
），（２．６ｂ）

Ｌ（１．１ａ）ｈ ｕｎｉ－［Ｌｕ］ｎｉ＝３ｒ１·（ｕｔ）ｎｉ＋（１＋３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ＋（２ｒ１－６ｒ）·ｈ·［（ｕｘｔ）ｎｉ＋τ２！·（ｕｘｔｔ）

ｎ
ｉ］－

４ｒ·ｈ
２

２！·（ｕｘｘｔ）
ｎ
ｉ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．６ｃ）

Ｌ（１２ｂ）ｈ ｕｎｉ－［Ｌｕ］ｎｉ＝３ｒ１·（ｕｔ）ｎｉ＋（１＋３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ＋（１０ｒ１－６ｒ）·ｈ·［（ｕｘｔ）ｎｉ＋τ２！·（ｕｘｔｔ）

ｎ
ｉ］－

２０ｒ·ｈ
２

２！·（ｕｘｘｔ）
ｎ
ｉ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．６ｄ）

Ｌ（１．２ｃ）ｈ ｕｎｉ－［Ｌｕ］ｎｉ＝－３ｒ１·（ｕｔ）ｎｉ＋（１－３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ＋（１０ｒ１＋６ｒ）·ｈ·［（ｕｘｔ）ｎｉ＋τ２！·（ｕｘｔｔ）

ｎ
ｉ］－

２０ｒ·ｈ
２

２！·（ｕｘｘｔ）
ｎ
ｉ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．６ｅ）

Ｌ（１．２ｄ）ｈ ｕｎｉ－［Ｌｕ］ｎｉ＝－３ｒ１·（ｕｔ）ｎｉ＋（１－３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ
ｉ＋（２ｒ１＋６ｒ）·ｈ·［（ｕｘｔ）ｎｉ＋τ２！·（ｕｘｔｔ）

ｎ
ｉ］－

－４ｒ·ｈ
２

２！·（ｕｘｘｔ）
ｎ
ｉ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）。 （２．６ｆ）

在本格式中，（１２ａ）和（１２ｃ）在两层间的节点 ｘｓ，其中 ｓ＝ｉ＋Ｌ＋１，ｉ＋２Ｌ＋３；ｉ＝（４＋２Ｌ）ｋ，ｋ＝０，１，
…Ｋ－１处是交替使用的，同样式（１２ｂ）和（１２ｄ）在 ｓ＝ｉ＋Ｌ＋２，ｉ＋２Ｌ＋４处交替使用；其它的点处是式
（１１ａ）和（１１ｂ）交替使用。对于采用这 ６个格式的节点，我们比较如下的三组式子：一组是式（１２ａ）在点
（ｘｉ，ｔｎ＋１）的Ｔａｙｌｏｒ展式和式（１２ｃ）在（ｘｉ，ｔｎ＋１）的截断误差式，另一组是式（１２ｂ）在点（ｘｉ，ｔｎ＋１）的Ｔａｙｌｏｒ展式
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和式（１２ｄ）在（ｘｉ，ｔｎ＋１）的截断误差式，最后一组是式（１１ａ）在点（ｘｉ，ｔｎ＋１）的 Ｔａｙｌｏｒ展式和式（１１ｂ）在（ｘｉ，

ｔｎ＋１）的截断误差式：

Ｌ（１．２ａ）ｈ ｕｎ＋１ｉ －［Ｌｕ］ｎ＋１ｉ ＝３ｒ１ｈ·（ｕｔ）ｎ＋１ｉ －（１＋３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ＋１
ｉ －（１０ｒ１＋６）·ｈ·

［（ｕｘｔ）ｎ＋１ｉ －τ２！·（ｕｘｔｔ）
ｎ＋１
ｉ ］＋２０ｒ·

ｈ２
２！·（ｕｘｘｔ）

ｎ＋１
ｉ ＋ｏ（ｒ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．７ａ）

Ｌ（１．２ｂ）ｈ ｕｎ＋１ｉ －［Ｌｕ］ｎ＋１ｉ ＝３ｒ１ｈ·（ｕｔ）ｎ＋１ｉ －（１＋３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ＋１
ｉ －（２ｒ１＋６ｒ）·ｈ·

［（ｕｘｔ）ｎ＋１ｉ －τ２！·（ｕｘｔｔ）
ｎ＋１
ｉ ］＋４ｒ·

ｈ２
２！·（ｕｘｘｔ）

ｎ＋１
ｉ ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．７ｂ）

Ｌ（１．１ａ）ｈ ｕｎ＋１ｉ －［Ｌｕ］ｎ＋１ｉ ＝－τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ＋１
ｉ －１２·ｒ１ｈ［（ｕｘｔ）ｎ＋１ｉ －τ２！（ｕｘｔｔ）

ｎ＋１
ｉ ］＋

２４ｒ·ｈ
２

２！（ｕｘｘｔ）
ｎ＋１
ｉ ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．７ｃ）

式（２７ａ）和式（２６ｅ）中的第一项和第四项符号相反，第二项和第三项部分可以抵消；从而这两个格式在
两层交替应用计算时误差会抵消一部分。同样的结果对式（２７ｂ）和式（２６ｆ）以及式（２７ｃ）和式（２６ｂ）也成
立。

类似可以得到，对于每一个隐式段的最后两个点以及隐格式节点，对应于式（１２ｃ），式（１２ｄ）和式
（１１ｂ）在相应点（ｘｉ，ｔｎ＋１）处的Ｔａｙｌｏｒ展式，可以得到如下的截断误差：

Ｌ（１２ｃ）ｈ ｕｎ＋１ｉ －［Ｌｕ］ｎ＋１ｉ ＝－３ｒ１ｈ·（ｕｔ）ｎ＋１ｉ －（１－３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ＋１
ｉ －（２ｒ１－６ｒ）·ｈ·

［（ｕｘｔ）ｎ＋１ｉ －τ２！·（ｕｘｔｔ）
ｎ＋１
ｉ ］＋４ｒ·

ｈ２
２！·（ｕｘｘｔ）

ｎ＋１
ｉ ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２７ｅ）

Ｌ（１２ｄ）ｈ ｕｎ＋１ｉ －［Ｌｕ］ｎ＋１ｉ ＝－３ｒ１·（ｕｔ）ｎ＋１ｉ －（１－３ｒ１）·τ２！·（ｕｔｔ）
ｎ＋１
ｉ －（１０ｒ１－６ｒ）·ｈ·

［（ｕｘｔ）ｎ＋１ｉ －τ２！·（ｕｘｔｔ）
ｎ＋１
ｉ ］＋２０ｒ·

ｈ２
２！·（ｕｘｘｔ）

ｎ＋１
ｉ ＋ｏ（τ２＋τｈ２＋

ｈ６

τ
）， （２．７ｆ）

Ｌ（１１ｂ）ｈ ｕｎ＋１ｉ －［Ｌｕ］ｎ＋１ｉ ＝－τ２！（ｕｔｔ）
ｎ＋１
ｉ －４８·ｈ

４

５！·（ｕ
（５））ｎ＋１ｉ ＋ｏ（τ２＋

ｈ６

τ
）。 （２７ｇ）

可以看到，式（２７ｅ）和式（２６ｃ）中的第一项和第四项符号相反，第二项和第三项可以抵消掉一部分，抵
消之后的两层误差可以达到 Ｏ（τｈ）。式（２７ｆ）和式（２６ｄ）有同样的结果成立，所以本格式的整体截断误差
可以达到Ｏ（τｈ）．

３ 数值试验

我们用如下例子来做数值试验：

ｕ
ｔ
＋ｕ
ｘ
＝

２ｕ
ｘ２
，０＜ｘ＜１，０＜ｔ＜Ｔ， （３．１）

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（１，ｔ），０＜ｔ＜Ｔ， （３２）
ｕ（ｘ，０）＝ｓｉｎ（２πｘ），０＜ｘ＜１。 （３．３）

精确解为：

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｅ－４π
２ｔｓｉｎ（２π（ｘ－ｔ）），０＜ｘ＜１。 （３４）

令 ｈ＝１／Ｊ，τ＝λｈ２，计算时间为 Ｔ＝ｎτ的解。其中 Ｕｎｉ为精确解ｕ（ｘ，ｔ）在节点（ｘｉ，ｔｎ），ｔｎ＝ｎ
τ的近似解，误差的度量范数定义如下：

Ｅｎ２，Δｘ＝‖Ｕ
ｎ
ｉ－ｕ（ｘｉ，ｔｎ）‖２＝｛∑

Ｊ

ｉ＝１
（Ｕｎｉ－ｕ（ｘｉ，ｔｎ））２ｈ｝

１
２，

Ｅｎ∞，Δｘ＝‖Ｕ
ｎ
ｉ－ｕ（ｘｉ，ｔｎ）‖∞ ＝ｍａｘ

１≤ｉ≤Ｊ
｜Ｕｎｉ－ｕ（ｘｉ，ｔｎ）｜。

方法的收敛率定义如下：
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收敛率≈
ｌｏｇ（Ｅｌ，Δｘ１?Ｅｌ，Δｘ２）
ｌｏｇ（Δｘ１?Δｘ２）

， ｌ＝２，∞，

分别用ｎＡＳＥＩ格式，ＡＳＣＮ格式进行求解，对它们的的结果作比较，如表１所示。图３给出了当空间剖
分不变，网比发生变化时两种方法计算得到的绝对误差结果比较。其中 ｘ方向表示空间变量，ｅａ方向表示
在某一时刻计算结果的绝对误差。由此我们可以看出ｎＡＳＥＩ格式无论是从误差还是从收敛阶都比ＡＳＣＮ格
式好的多。

表１ ｎＡＳＥＩ和ＡＳＣＮ收敛率的比较
Ｔａｂｌｅ１ ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｂｙｔｈｅｎＡＳＥＩａｎｄＡＳＣＮ

（ｈ＝１／Ｊ，τ＝１０－６，ｎ＝１０５，Ｔ＝ｎτ）
Ｓｃｈｅｍｅ Ｊ １６ ２４ ２８ ３２ ３６ ４８ ６０ ７２

ｎＡＳＥＩ

Ｅ∞，Δｘ ２１６ｅ５ ４３７ｅ６ ２３７ｅ６ １３９ｅ６ ８６８ｅ７ ２７４ｅ７ １１２ｅ７ ５３７ｅ８
ｒａｔｉｏｎ１ — ３９４６５ ３９７５０ ３９８６８ ３９９４３ ４００４９ ４００８０ ４０３７４
Ｅ２，Δｘ １５６ｅ５ ３１０ｅ６ １６７ｅ６ ９８２ｅ７ ６１４ｅ７ １９４ｅ７ ７９３ｅ８ ３８０ｅ８
ｒａｔｉｏｎ２ — ３９８１１ ３９８９４ ３９９２４ ３９９４７ ４０００７ ４０１３０ ４０


４０３

ＡＳＣＮ

Ｅ∞，Δｘ １０５ｅ３ ４６２ｅ４ ３３９ｅ４ ２６０ｅ４ ２０７ｅ４ １１８ｅ４ ７８３ｅ５ ５６８ｅ５
ｒａｔｉｏｎ１ — ２０１４８ ２０１６２ １９７１７ １９５１４ １９４１２ １８５３６ １７５５６
Ｅ２，Δｘ ７２３ｅ４ ３２３ｅ４ ２３８ｅ４ １８３ｅ４ １４５ｅ４ ８３５ｅ５ ５５１ｅ５ ４００ｅ５
ｒａｔｉｏｎ２ — １９８３７ １９７８４ １９７０７ １９６０２ １９３０１ １８６００ １７５７１

图３ ｎＡＳＥＩ和ＡＳＣＮ计算的绝对误差
Ｆｉｇ．３ ＴｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｅｘａｍｐｌｅｂｙＡＳＥＩａｎｄＡＳＣＮ
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