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１ 引言及预备

在文献［１］中作者围绕Ｒ．Ｌａｒｓｏｎ［２］关于空间（Ｘ，τ）是极大紧空间是否与（Ｘ，τ）是极小ＫＣ空间等价的问
题，证明了在特定的ＫＣ空间类中，极小 ＫＣ蕴含紧性，并证明了附加一定条件的某些 ＫＣ空间是 ＫａｔｅｔｏｖＫＣ
的．在［３］中，作者引入了强 ＫＣ空间的概念，发现强 ＫＣ空间有很好的性质，主要证明了对强 ＫＣ空间和极大
可数紧空间而言，有类似Ｒ．Ｌａｒｓｏｎ的问题的肯定回答，即空间（Ｘ，τ）是极大可数紧空间与（Ｘ，τ）是极小强
ＫＣ空间等价．

本文进一步讨论了强ＫＣ空间的性质，像可积性及映射性质，并给出了强 ＫＣ空间是 Ｋａｔｅｔｏｖ强 ＫＣ空间
的一个充分条件．

对于 ＡＸ，以ｃｌ（Ａ）表示 Ａ在 Ｘ中的闭包，若考虑的问题涉及 Ｘ上的不同的拓扑，以ｃｌτ（Ａ）表示 Ａ关
于拓扑τ的闭包，τ｜Ａ＝｛Ｕ∩Ａ｜Ｕ∈τ｝表示 Ａ关于拓扑τ的子空间拓扑．

文中未定义的概念和术语可参考文献［４］．
定义 １．１［５］ 设 Ｘ为拓扑空间，若 Ｘ中的任何紧子集是闭集，则称 Ｘ是ＫＣ空间．
定义 １．２［３］ 设 Ｘ为拓扑空间，若 Ｘ中的任何可数紧子集是闭集，则称 Ｘ是强ＫＣ空间．
定义 １．３［６］ 设Ｐ是一拓扑性质，空间（Ｘ，τ）称为极小（极大）Ｐ的，如果空间（Ｘ，τ）有拓扑性质 Ｐ，但 Ｘ

上严格粗于（细于）τ的拓扑不具有性质Ｐ．
定义 １．４［６］ 设Ｐ是一拓扑性质，空间（Ｘ，τ）称为ＫａｔｅｔｏｖＰ的，如果存在 Ｘ上的拓扑στ使得（Ｘ，τ）

是极小Ｐ的．
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文中主要考虑极小强ＫＣ空间及Ｋａｔｅｔｏｖ强ＫＣ空间．
引理 １．１［７］ 空间（Ｘ，τ）是极大可数紧空间的充要条件是：ＡＸ为 Ｘ的可数紧子集当且仅当 Ａ是 Ｘ

的闭子集．
引理 １．２［３］ 空间（Ｘ，τ）是极大可数紧空间当且仅当（Ｘ，τ）是极小强ＫＣ空间．

２ 主要结果

一般说来，两个强ＫＣ空间的积空间未必是强ＫＣ空间，而某一性质是否具有可积性是一般拓扑学中经
常研究的问题，因此讨论强ＫＣ空间在一定条件下的可积性是有一定意义的．

引理 ２．１ 设 Ｘ是强ＫＣ空间．若 Ｘ２是强ＫＣ空间，则 Ｘ的任何可数紧子集是Ｔ２的．

证明 设 ＡＸ是可数紧子集，则ΔＡ＝｛（ｘ，ｘ）｜ｘ∈Ａ｝与 Ａ同胚，因此是 Ｘ２的可数紧子集．因为 Ｘ２是
强ＫＣ空间，所以ΔＡ是 Ｘ２中的闭子集，而ΔＡ恰为 Ａ２的对角线，故 Ａ是 Ｔ２的．

由引理２．１容易看出，非 Ｔ２的可数紧强ＫＣ空间与自身的乘积空间一定不是强ＫＣ空间．下面我们举例
说明这样的空间确实是存在的．

例 ２．１ 令 Ｑ ＝Ｑ∪｛∞｝为有理数集 Ｑ的一点紧化，即 Ｑ的拓扑，Ｔ＝Ｔ∪｛ＵＱ：∞∈Ｕ且
Ｑ＼Ｕ是（Ｑ，Ｔ）中的闭的紧子集｝，其中Ｔ为空间Ｑ上的拓扑．由文献［５，例２］可知，Ｑ为紧致ＫＣ空间但不

是 Ｔ２的．因为 Ｑ为可数集，所以 ＡＱ为可数紧子集当且仅当 Ａ为 Ｑ中的紧子集，从而 Ｑ也是强 ＫＣ
空间，因此 Ｑ即是非 Ｔ２的可数紧强ＫＣ空间，根据引理２．１，Ｑ２不是强ＫＣ空间．

上述例子表明两个强ＫＣ空间的积空间不一定是强 ＫＣ空间．注意由强 ＫＣ空间的定义知，遗传 Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆ
Ｔ２空间显然是强ＫＣ空间，关于强ＫＣ空间的积空间问题我们有如下结果：
定理 ２．１ 设 Ｘ是强ＫＣ空间，Ｙ是遗传Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆＴ２空间，则 Ｘ×Ｙ是强ＫＣ空间．

证明 设 ＣＸ×Ｙ是非空的可数紧子集．对任（ｘ，ｙ）∈珔Ｃ，令

η＝｛Ｃ∩Ｕ｜Ｕ为（ｘ，ｙ）在 Ｘ×Ｙ中的邻域｝，
Ｐ：Ｘ×Ｙ→Ｘ为积空间Ｘ×Ｙ到Ｘ的投射．则（ｘ，ｙ）∈∩珔η，其中珔η＝｛Ｃ∩Ｕ｜Ｕ为（ｘ，ｙ）在 Ｘ×Ｙ中的邻

域｝．若不然，设对某 Ｃ∩Ｕ０∈η，（ｘ，ｙ）Ｃ∩Ｕ０，则存在（ｘ，ｙ）的邻域 Ｕ１使得 Ｕ１∩（Ｃ∩Ｕ０）＝Ｕ１∩Ｕ０∩
Ｃ＝，显然 Ｕ１∩Ｕ０仍为（ｘ，ｙ）的邻域，这与（ｘ，ｙ）∈珔Ｃ矛盾，故（ｘ，ｙ）∈∩珔η．因此，

ｘ∈∩Ｐ（珔η）＝∩｛Ｐ（Ｃ∩Ｕ）｜Ｕ为（ｘ，ｙ）在 Ｘ×Ｙ中的邻域｝． （２．１）
对（ｘ，ｙ）在 Ｘ×Ｙ中的任何邻域Ｕ，显然Ｃ∩Ｕ∩Ｃ为Ｃ的闭子集，从而也是可数紧的，因 Ｐ连续，故

Ｐ（Ｃ∩Ｕ∩Ｃ）为 Ｘ中的可数紧子集．又因为 Ｘ是强ＫＣ空间，所以 Ｐ（Ｃ∩Ｕ∩Ｃ）为 Ｘ中的闭子集．因此根
据式（２．１）及 Ｐ的连续性，有，

ｘ∈Ｐ（Ｃ∩Ｕ）Ｐ（Ｃ∩Ｕ）Ｐ（Ｃ∩Ｕ∩Ｃ）＝Ｐ（Ｃ∩Ｕ∩Ｃ）．
从而 Ｐ－１（｛ｘ｝）∩（Ｃ∩Ｕ∩Ｃ）≠．因为 Ｐ－１（｛ｘ｝）＝｛ｘ｝×Ｙ与 Ｙ同胚，而 Ｙ是遗传 Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆ的，所以
Ｐ－１（｛ｘ｝）是遗传Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆ的，从而 Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ是Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆ的．由定义，强ＫＣ空间 Ｘ显然是 Ｔ１空间，因此，
Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ是可数紧子集 Ｃ的闭子集，显然也是可数紧的，从而 Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ是Ｘ中的紧子集．令

Ｆ ＝｛Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ∩Ｃ∩Ｕ｜Ｃ∩Ｕ∈η｝，

则Ｆ是由紧子集 Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ的非空闭子集构成的集族且显然满足有限交性质，故∩Ｆ≠．取（ｘ，ｙ′）∈
∩Ｆ，则（ｘ，ｙ′）∈Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ．对 ｙ的任何闭邻域 Ｋ，因 Ｘ×Ｋ是（ｘ，ｙ）的邻域，所以 Ｃ∩（Ｘ×Ｋ）∈η．因
此，（ｘ，ｙ′）∈Ｐ－１（｛ｘ｝）∩Ｃ∩Ｃ∩（Ｘ×Ｋ）Ｘ×Ｋ＝Ｘ×Ｋ，所以 ｙ′∈Ｋ．由 Ｋ的任意性，ｙ′属于 ｙ的每个闭
邻域．又因为 Ｙ是 Ｔ２空间，故由［４］知，ｙ的所有闭邻域的交恰为单点集｛ｙ｝，所以 ｙ＝ｙ′，（ｘ，ｙ）＝（ｘ，ｙ′）∈
Ｃ，因此 Ｃ为 Ｘ×Ｙ中的闭子集，从而 Ｘ×Ｙ是强ＫＣ空间．
注 由文献［５，定理１］或定义可知，Ｔ２ＫＣＴ１，并且根据强 ＫＣ空间的定义，遗传 Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆＫＣ空间是

强ＫＣ空间．因此，一个自然的问题是定理２．１中条件 Ｔ２能否减弱为 ＫＣ？若令 Ｘ＝Ｙ＝Ｑ如例２．１所定
义，则由例２．１可知，Ｘ是强ＫＣ空间，可数空间 Ｙ显然是遗传Ｌｉｎｄｅｌ̈ｏｆ的ＫＣ空间，但 Ｙ不是 Ｔ２的．因此由
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例２．１说明定理２．１中空间 Ｙ的条件Ｔ２不能减弱为ＫＣ，即上述问题的答案是否定的．
引理 ２．２ 设空间（Ｘ，τ）是一拓扑空间，则以下条件相互等价：
（１）（Ｘ，τ）是极大可数紧空间；

（２）ＡＸ是（Ｘ，τ）中的可数紧子集当且仅当 Ａ是闭子集；
（３）（Ｘ，τ）是可数紧强ＫＣ空间；
（４）（Ｘ，τ）是极小强ＫＣ空间．
证明 根据引理１．１和引理１．２，（１），（２）和（４）相互等价；因此，（２）蕴含（３），再由强 ＫＣ空间的定义可

知，（３）蕴含（２），从而（２）与（３）等价．引理证完．
定理 ２．２ 设 ｆ：Ｘ→Ｙ是连续满映射，Ｘ为极小强 ＫＣ空间，Ｙ是Ｔ１空间，则 Ｙ是极小强 ＫＣ空间当且

仅当 ｆ是闭映射．
证明 （）设 ｆ是闭映射．因 Ｘ是极小强ＫＣ空间，故由引理２．２知 Ｘ为可数紧空间．对任 ｙ∈Ｙ，因为

Ｙ是 Ｔ１的，所以 ｆ－１｛ｙ｝是 Ｘ中闭子集，从而 ｆ－１｛ｙ｝是 Ｘ中可数紧子集．因此对 Ｙ中的任何可数紧子集 Ｋ，
根据文献［４，３．１０．９］，ｆ－１（Ｋ）是 Ｘ中的可数紧子集，从而 ｆ－１（Ｋ）是闭的，故 Ｋ＝ｆ（ｆ－１（Ｋ））是 Ｙ中的闭子
集，因此 Ｙ是强ＫＣ空间．又 ｆ是连续的，因此 Ｙ＝ｆ（Ｘ）是可数紧的，因此根据引理２．２，Ｙ是极小强 ＫＣ空
间．

（）设 ＦＸ是闭子集，根据引理２．２可知，Ｘ是可数紧的，所以 Ｆ也是可数紧的．因此，ｆ（Ｆ）是 Ｙ中
的可数紧子集，而 Ｙ是强ＫＣ空间，所以 ｆ（Ｆ）是 Ｙ中的闭子集，即 ｆ是闭映射．

由上面的证明过程可以看出：由极小强ＫＣ空间到强ＫＣ空间的连续映射是准完备映射．
下面给出强ＫＣ空间是Ｋａｔｅｔｏｖ强ＫＣ空间的一个充分条件，首先给出下面的定理．
定理 ２．３ 若（Ｘ，τ）是 Ｔ２，强ＫＣ的 ｋ空间，则存在 Ｘ上的较弱的可数紧强ＫＣ拓扑στ．
证明 若（Ｘ，τ）是可数紧空间，结论显然成立．
若（Ｘ，τ）不是可数紧的．取 ａ∈Ｘ，定义

σ＝｛Ｕ∈τ：ａＵ｝∪｛Ｕ∈τ：ａ∈Ｕ且 Ｘ＼Ｕ是可数紧的｝．
显然στ并且（Ｘ，σ）是可数紧空间．将证明（Ｘ，σ）是强 ＫＣ空间．设 Ｓ是（Ｘ，σ）中的可数紧子集，容易验
证：

ｃｌτ（Ｓ）ｃｌσ（Ｓ）并且ｃｌσ（Ｓ）ｃｌτ（Ｓ）∪｛ａ｝，因此ｃｌσ（Ｓ）＼ｃｌτ（Ｓ）｛ａ｝． （２．２）
下面分两种情况讨论：

（１）若 ｚＳ，则σ｜Ｓ＝τ｜Ｓ．因此 Ｓ是（Ｘ，τ）中的可数紧子集，从而是（Ｘ，τ）中的闭子集．因此 Ｘ＼Ｓ是

ａ的一个关于拓扑σ的邻域，从而 ａｃｌσ（Ｓ）．由式（２．２）得 ｃｌσ（Ｓ）＝ｃｌτ（Ｓ）＝Ｓ，因此 Ｓ是（Ｘ，σ）中的闭子
集．

（２）若 ａ∈Ｓ，则由式（２．２），ｃｌσ（Ｓ）＝ｃｌτ（Ｓ）．因此，若 Ｓ不是（Ｘ，σ）中的闭子集，则 Ｓ也不是（Ｘ，τ）中
的闭子集．因（Ｘ，τ）是 ｋ空间，故存在（Ｘ，τ）中的紧子集 Ｃ使得Ｃ∩Ｓ在Ｃ中不是闭的．因此存在 ｘ∈
ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ）∩Ｃ＼（Ｃ∩Ｓ），显然 ｘ∈Ｃ但ｘＳ．

若 ａ∈Ｃ，因为（Ｘ，τ）是 Ｔ２的，所以存在 ｘ与ａ的不相交的开邻域Ｕ和Ｖ，则 Ｃ＼Ｖ是（Ｘ，τ）中的紧子

集，从而也是（Ｘ，τ）中的闭子集．显然 ｘｃｌτ（Ｖ），因此由

ｘ∈ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ）＝ｃｌτ（（Ｃ＼Ｖ）∩Ｓ）∪ｃｌτ（（Ｃ∩Ｖ）∩Ｓ）

知，ｘ∈ｃｌτ（（Ｃ＼Ｖ）∩Ｓ）Ｃ＼Ｖ且 ｘ（Ｃ＼Ｖ）∩Ｓ．因此 Ｃ＼Ｖ是（Ｘ，τ）中紧子集满足（Ｃ＼Ｖ）∩Ｓ在

Ｃ＼Ｖ中不是闭的，并且 ａＣ＼Ｖ．
因此，根据上面的分析，可以不妨假设 ａＣ．因为（Ｘ，τ）是 Ｔ２的，所以 Ｃ是（Ｘ，τ）中闭子集，从而

ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ）Ｃ．因此，ａｃｌτ（Ｃ∩Ｓ），并且作为紧子集 Ｃ的闭子集，ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ）也是（Ｘ，τ）中的紧子集．由σ
的定义知，ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ）是（Ｘ，σ）中的闭子集．令 Ｂ＝Ｓ∩ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ），则 Ｂ是 Ｓ的关于拓扑σ的闭子集，从而

是（Ｘ，σ）中的可数紧子集．因 ａＢ，故τ｜Ｂ＝σ｜Ｂ，因此 Ｂ也是（Ｘ，τ）中的可数紧子集． （下转第５３页）
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（上接第４６页） 又因为 Ｃ∩ＳＢ，所以 ｘ∈ｃｌτ（Ｃ∩Ｓ）ｃｌτ（Ｂ）．因为 ｘＳ，所以 ｘＢ．这说明 Ｂ不是
（Ｘ，τ）中的闭子集，与（Ｘ，τ）是强ＫＣ空间矛盾．因此假设不成立，Ｓ是（Ｘ，σ）中闭子集．

由（１），（２）可知（Ｘ，σ）是强ＫＣ空间．
根据定理２．３和引理２．２中（３）与（４）的等价性，有：
推论 ２．１ 若（Ｘ，τ）是 Ｔ２，强ＫＣ的 ｋ空间，则（Ｘ，τ）是Ｋａｔｅｔｏｖ强ＫＣ空间．
事实上，用完全类似的方法可以证明，上述定理２．３及推论２．１中的条件 ｋ空间可以减弱为Ｘ满足：

ＡＸ是 Ｘ中的闭子集当且仅当对 Ｘ的每一可数紧子集 Ｃ，Ａ∩Ｃ是 Ｃ的闭子集．
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