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摘要：讨论了方程 Ｋｘ＝ｙ两步定常迭代的近似解，推导出滤波函数．通过适当地确定α，β的范围，证明此滤波函数
是正则滤波函数，并给出此迭代的收敛阶及停止法则．
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０ 引言

考虑下面算子方程

Ｋｘ＝ｙ， （１）
其线性两步定常迭代方程可表示为

ｘｍ＋１，α，β＝ｘｍ，α，β＋αＫ（ｙ－Ｋｘｍ，α，β）＋β（ｘ
ｍ，α，β－ｘｍ－１，α，β）， （２）

其中 ｘ０，α，β＝０，ｘ－１，α，β＝０．Ｋ：Ｘ→Ｙ是紧的，线性有界算子．Ｘ，Ｙ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．在实际中，方程右端通常是
带有扰动数据 ｙδ 且满足‖ｙδ－ｙ‖≤δ，在很多情况下算子的逆是不存在的，或着存在也不连续．这时问题
是不适定问题［１］．求解不适定问题常采用正则化方法和动力系统方法［２，３］，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代的优点是比较稳
定，当右端比较大时可以得到好的结论，并且误差达到最优阶．但是收敛速度比较慢［４］．本文将应用正则化方
法通过两步定常线性迭代（２）求解不适定问题（１），给出收敛阶和停止法则，可得到收敛阶达最优．并且通过
数值例子验证本文迭代法的收敛速度比Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代收敛速度快．Ｋ：Ｙ→Ｘ是Ｋ的伴随算子，α，β是正
的实常数．

１ 滤波函数

记：ｘｍ＋１，α，β＝ｘｍ＋１．则：ｘｍ，α，β＝ｘｍ，ｘｍ－１，α，β＝ｘｍ－１．
设算子 Ｋ的奇异系统为（μｊ，ｘｊ，ｙｊ），（μ１≥μ２≥μ３…）．则有
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ｘｍ＋１＝∑
∞

ｊ＝１
（ｘｍ＋１，ｘｊ）ｘｊ，ｘｍ＝∑

∞

ｊ＝１
（ｘｍ，ｘｊ）ｘｊ，ｘｍ－１＝∑

∞

ｊ＝１
（ｘｍ－１，ｘｊ）ｘｊ．

方程（２）变为

∑
∞

ｊ＝１
（ｘｍ＋１，ｘｊ）ｘｊ＝∑

∞

ｊ＝１
（ｘｍ，ｘｊ）ｘｊ＋α∑

∞

ｊ＝１μｊ
（ｙ，ｙｊ）ｘｊ－α∑

∞

ｊ＝１μ
２
ｊ（ｘｍ，ｘｊ）ｘｊ＋β∑

∞

ｊ＝１
（ｘｍ－ｘｍ－１，ｘｊ）ｘｊ．

有条件得

（ｘｍ＋１，ｘｊ）－（ｘｍ，ｘｊ）－αμｊ（ｙ，ｙｊ）＋αμ
２
ｊ（ｘｍ，ｘｊ）－β（ｘ

ｍ－ｘｍ－１，ｘｊ）＝０．
令：Ｃｍ＋１ｊ ＝（ｘｍ＋１，ｘｊ），则：Ｃｍｊ＝（ｘｍ，ｘｊ），Ｃｍ－１ｊ ＝（ｘｍ－１，ｘｊ）．

则

Ｃｍ＋１ｊ ＝Ｃｍｊ（１＋β－αμ
２
ｊ）－βＣｊ

ｍ－１＋αμｊ（ｙ，ｙｊ）．
对上式迭代

（Ｃｍ＋１ｊ －ｂｊＣｍｊ）＝ａｊ（Ｃｍｊ－ｂｊＣｍ－１ｊ ）＋αμｊ（ｙ，ｙｊ）．
其中 ａｊｂｊ＝β，ａｊ＋ｂｊ＝１＋β－αμ

２
ｊ，即 ａｊ，ｂｊ是方程ｘ２－（１＋β－αμ

２
ｊ）ｘｊ＋β＝０的两个根（这里我们首先考虑

两个根不相等）．令 ｚｍｊ＝（Ｃｍｊ－ｂｊＣｍ－１ｊ ），则有 ｚ０ｊ＝０，ｚｊ＝αμｊ（ｙ，ｙｊ）．
则上式变为

ｚｍ＋１ｊ ＝ａｊｚｍｊ＋ｚｊ，
解得

Ｃｍｊ＝
１
１－ａｊ

１－ｂｍｊ
１－ｂｊ

－
ａｊ（ａｍｊ－ｂｍｊ）
ａｊ－ｂ( )

ｊ
ｚｊ．

即得

ｘｍ＝∑
∞

ｊ＝１
Ｃｍｊｘｊ＝∑

∞

ｊ＝１

１
１－ａｊ

（
１－ｂｍｊ
１－ｂｊ

－
ａｊ（ａｍｊ－ｂｍｊ）
ａｊ－ｂｊ

）αμ
２
ｊ

μｊ
（ｙ，ｙｊ）ｘｊ．

所以滤波函数为

ｑ（ｍ，μ）＝
１
１－ａ

１－ｂｍ
１－ｂ－

ａ（ａｍ－ｂｍ）
ａ－( )ｂ αμ

２．

下面我们限定条件考虑正则滤波函数．

２ 正则滤波函数

定理 １ 由方程（２）得到的滤波函数 ｑ（ｍ，μ）是正则滤波函数，即定义算子 Ｒｍ：

Ｒｍｙ＝∑
∞

ｊ＝１

ｑ（ｍ，μｊ）
μｊ

（ｙ，ｙｊ）ｘｊ． （３）

是正则化策略，并且‖Ｒｍ‖≤ αｍ
１－槡槡 β

，其中０＜β＜１，０＜α＜
（１－槡β）

２

‖Ｋ‖２ ，ａ，ｂ是方程ｘ２－（１＋β－αμ
２）ｘ＋

β ＝ ０ 的 两 个 不 相 等 的 根．我 们 可 以 求 得 ａ ＝ １＋β－αμ
２＋ （１＋β－αμ

２）２－４槡 β
２ ，ｂ ＝

１＋β－αμ
２－ （１＋β－αμ

２）２－４槡 β
２ ．

证明正则滤波函数前有以下引理．
引理 １［５］ 对于一元二次方程 ｘ２－ｂｘ＋ｃ＝０．ｂ，ｃ是常数．设 ｘ１，ｘ２是其根，满足 ｍａｘ｛｜ｘ１｜，｜ｘ２｜｝＜１

当且仅当｜ｂ－珋ｂｃ｜＜１－｜ｃ｜２．由于 ａ，ｂ是方程ｘ２－（１＋β－αμ
２）ｘ＋β＝０的两个不相等的根（不妨设 ａ＞

ｂ）．为使ｍａｘ｛｜ａ｜，｜ｂ｜｝＜１，由引理１经计算可得０＜β＜１，０＜αμ
２＜２（１＋β）和β＞１，αμ

２＞２（１＋β）（不合

题意舍去）．另外我们要求 ａ，ｂ都是正实根得０＜β＜１，０＜αμ
２＜（１－槡β）

２．

所以当０＜β＜１，０＜α＜
（１－槡β）

２

‖Ｋ‖２ 时，ｍａｘ｛｜ａ｜，｜ｂ｜｝＜１．
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引理 ２ 在条件０＜β＜１，０＜α＜
（１－槡β）

２

‖Ｋ‖２ 下，

１－αμ
２

１－槡β
＜１＋β－αμ

２＋ （１＋β－αμ
２）２－４槡 β

２ ．

证明 即证１－β－（
２

１－槡β
－１）αμ

２＜ （１＋β－αμ
２）２－４槡 β因为左边大于零，两边平方得

（１－β）
２－２（１－β）（

２
１－槡β

－１）αμ
２＋ （

２
１－槡β

－１）αμ( )２ ２

＜（１－β）
２－２（１＋β）αμ

２＋（αμ
２）２，

得到

－２（１＋槡β）
２
αμ

２＋２（１＋β）（αμ
２）２＜ １－（１＋槡β

１－槡β
）( )２ （αμ２）２，

可得

αμ
２＜（１－槡β）

２．
由条件可得命题成立．

证明 ｑ（ｍ，μ）是正则滤波函数：
（１）由引理１

ｌｉｍ
ｍ→∞
ｑ（ｍ，μ）＝

１
１－ａ

１－ｂｍ
１－ｂ－

ａ（ａｍ－ｂｍ）
ａ－( )ｂ αμ

２＝１．

（２）

｜ｑ（ｍ，μ）｜＝
１
１－ａ

１－ｂｍ
１－ｂ－

ａ（ａｍ－ｂｍ）
ａ－( )ｂ αμ

２≤αμ
２ １
αμ

２＋
ａｍ（ｂ－ａ）
αμ

２（ａ－ｂ( )）≤１．
（３）由引理２

｜ｑ（ｍ，μ）｜≤ ｜ｑ（ｍ，μ）槡 ｜≤ １－（１－αμ
２

１－槡β
）槡
ｍ≤μ

αｍ
１－槡槡 β

．

从而 ｑ（ｍ，μ）是正则滤波函数，Ｒｍｙ是正则化策略，且‖Ｒｍ‖≤
αｍ
１－槡槡 β

．

３ 收敛阶及停止法则

引理 ３ 在条件０＜β＜１，０＜α＜
（１－槡β）

２

‖Ｋ‖２ 下，
１＋β－αμ

２＋ （１＋β－αμ
２）２－４槡 β

２ ≤（１－αμ
２）．

引理 ４ ｌｎｘ≤ｘ－１，０＜ｘ≤１．

引理 ５ ｘａｘ≤
－ｅ－１
ｌｎａ，０＜ａ＜１，ｘ＞０．

引理 ６ ｜１－ｑ（ｍ，μ）｜≤ｃａ
ｍ
２≤ｃ（１－αμ

２）
ｍ
２．其中 ｃ＝１＋２ｅ－１．

证明 应用引理３～５，

ｑ（ｍ，μ）＝
１
１－ａ

１－ｂｍ
１－ｂ－

ａ（ａｍ－ｂｍ）
ａ－( )ｂ αμ

２＝ １
１－ｂ

１－ａｍ
１－ａ－

ｂ（ａｍ－ｂｍ）
ａ－( )ｂ αμ

２．

从而

｜１－ｑ（ｍ，μ）｜≤ｃａ
ｍ
２≤ｃ（１－αμ

２）
ｍ
２．

引理 ７ ｜１－ｑ（ｍ，μ）｜≤ｃ（１－αμ
２）
ｍ
２≤

ｃ（２σ）σ
（αｍ）σμ

２σ，σ＞０．

定理 ２ 若上述引理７成立，取 ｘ∈Ｘσ（见［１］），即 ｘ＝（ＫＫ）σｚ，‖ｚ‖≤Ｅ，则有

‖ＲｍＫｘ－ｘ‖≤ｃ１‖
ｚ‖

（ｍα）σ
，

这里 ｃ１与σ有关．
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证明 类似文献［１］中的证明（略）．
定理 ３（先验估计） Ｋ：Ｘ→Ｙ是线性紧算子．

（１）０＜β＜１，０＜α＜
（１－槡β）

２

‖Ｋ‖２ ，由（３）定义的算子：Ｒｍ：Ｘ→Ｙ是正则化策略．并且‖Ｒｍ‖≤ αｍ
１－槡槡 β

，

ｘｍ，δ＝Ｒｍｙδ是有下面扰动方程迭代产生
ｘｍ＋１，α，β，δ＝ｘｍ，α，β，δ＋αＫ（ｙδ－Ｋｘｍ，α，β，δ）＋β（ｘ

ｍ，α，β，δ－ｘｍ－１，α，β，δ）． （４）
其中 ｘ０，α，β，δ＝０，ｘ－１，α，β，δ＝０，（ｍ＝１，２，…）．每一个 ｍ（δ）→∞，（δ→０）且δ２ｍ（δ）→０，（δ→０）是容许的．

（２）如果 ｘ＝（ＫＫ）σｚ∈（ＫＫ）σ（Ｘ），‖ｚ‖≤Ｅ，存在 ｃ＞０，０＜ｃ１（σ）＜ｃ２（σ），使选取的每一个ｍ（δ）

满足 ｃ１（σ）（Ｅ?δ）
２

２σ＋１≤ｍ（δ）≤ｃ２（σ）（Ｅ?δ）
２

２σ＋１．则有下面估计

‖ｘｍ（δ），δ－ｘ‖≤ ｃＥ
１

２σ＋１δ
２σ
２σ＋１， （５）

ｃ依赖于ｃ１（σ），ｃ２（σ）．
证明 由基本估计式

‖ｘｍ（δ），δ－ｘ‖≤‖ｘｍ（δ），δ－ｘｍ‖＋‖ｘｍ－ｘ‖≤‖Ｒｍ‖‖ｙ－ｙδ‖＋‖ＲｍＫｘ－ｘ‖
和上述（１）及定理２，容易得到此误差估计（５）．

自然地，我们要求迭代方程在符合某种条件下迭代停止，并且迭代解逼近真解，下面给出停止法则．
定理４ Ｋ：Ｘ→Ｙ是线性紧的一对一的算子．令 ｒ＞ｃ并且ｙδ∈Ｙ有‖ｙ－ｙδ‖≤δ，‖ｙδ‖≥ｒδ，δ∈（０，

δ０），ｃ＝１＋２ｅ－１序列 ｘｍ
，δ＝Ｒｍｙδ是由迭代方程（４）产生，其中 ｍ＝１，２，…，０＜β＜１，０＜α＜

（１－槡β）
２

‖Ｋ‖２ ．有以

下结论：

（１）ｌｉｍ
ｍ→∞
‖Ｋｘｍ，δ－ｙδ‖＝０，即存在最小的整数∈Ｎ０，有‖Ｋｘｍ

，δ－ｙδ‖≤ｒδ．

（２）δ２ｍ（δ）→０，即所选取的 ｍ（δ）是容许的，因此 ｘｍ（δ），δ收敛到精确解ｘ．

证明 我们表示 Ｒｍｙ＝∑
∞

ｊ＝１

ｑ（ｍ，μｊ）
μｊ

（ｙ，ｙｊ）ｘｊ，ｙ∈Ｙ并且

‖ＫＲｍｙ－ｙ‖２＝∑
∞

ｊ＝１
｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

２｜（ｙ，ｙｊ）｜２≤ｃ２∑
∞

ｊ＝１
（１－αμｊ

２）ｍ｜（ｙ，ｙｊ）｜２．

我们用 ｙδ代替ｙ

‖Ｋｘｍ，δ－ｙδ‖２＝∑
∞

ｊ＝１
｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

２｜（ｙδ，ｙｊ）｜２≤ｃ２∑
∞

ｊ＝１
（１－αμ

２
ｊ）
ｍ｜（ｙδ，ｙｊ）｜２．

把级数分成两项．任意给定的ε＞０，存在一个 Ｊ有 ∑
∞

ｊ＝Ｊ＋１
｜（ｙδ，ｙ）｜２＜ε

２

２ｃ２
，又因为｜（１－αμｊ

２）｜ｍ→０当 ｍ→∞，

所以存在 ｍ０当 ｍ＞ｍ０时，

∑
Ｊ

ｊ＝１
（１－αμｊ

２）ｍ｜（ｙδ，ｙｊ）｜２≤ ｍａｘ
ｊ＝１，２，３，…Ｊ

（１－αμｊ
２）ｍ∑

Ｊ

ｊ＝１
｜（ｙδ，ｙｊ）｜２≤ε

２

２ｃ２．

这意味着当 ｍ＞ｍ０时‖ＫＲｍｙ－ｙ‖２≤ε２，这证明了（１）．
记 ｍ：＝ｍ（δ）我们有‖ＫＲｍ－Ｉ‖≤ｃ且

‖ＫＲｍ－１ｙ－ｙ‖≥‖ＫＲｍ－１ｙδ－ｙδ‖－‖（ＫＲｍ－１－Ｉ）（ｙ－ｙδ）‖≥ｒδ－‖（ＫＲｍ－１－Ｉ）‖δ≥（ｒ－ｃ）δ，
因此

ｍ（ｒ－ｃ）２δ２≤ ｃ２ｍ∑
∞

ｊ＝１
（１－αμｊ

２）ｍ－１｜（ｙ，ｙｊ）｜２＝ｃ２ｍ∑
∞

ｊ＝１
（１－αμｊ

２）ｍ－１μ
２
ｊ｜（ｘ，ｘｊ）｜２．

同（１）把级数分成两项可得到δ２ｍ（δ）→０，这证明了（２）．
下面介绍 Ｘ的子空间Ｘσ，σ∈Ｒ，σ≥０并在此空间上估计收敛阶．定义子空间

Ｘσ：＝（ＫＫ）σ（Ｘ）：＝｛ｘ∈Ｘ，∑
∞

ｊ＝１μ
－２σ
ｊ ｜（ｘ，ｘｊ）｜２＜∞｝， （６）

定义空间的范数

‖ｘ‖σ＝ ∑
∞

ｊ＝１μ
－２σ
ｊ ｜（ｘ，ｘｊ）｜槡 ２． （７）

则（Ｘσ，‖·‖σ）是Ｈｉｌｂｔｅｒ空间
［１］．
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下面定理给出迭代解在上述空间上的收敛阶．
定理 ５（后验估计） 满足定理４的全部条件，当 ｘ＝（ＫＫ）σｚ，‖ｚ‖≤Ｅ，有下面误差估计式

‖ｘｍ（δ），δ－ｘ‖≤ＣＥ
１

２σ＋１δ
２σ
２σ＋１．

其中 Ｃ＞０，即根据此停止准则所选取的 ｍ（δ）使收敛阶达最优．
证明 记 ｍ：＝ｍ（δ）我们有‖ＫＲｍ－Ｉ‖≤ｃ且

‖ＫＲｍ－１ｙ－ｙ‖≥‖ ＫＲｍ－１ｙδ－ｙδ‖－‖（ＫＲｍ－１－Ｉ）（ｙ－ｙδ）‖≥ｒδ－‖（ＫＲｍ－１－Ｉ）‖δ≥（ｒ－ｃ）δ．
取 ｘ＝（ＫＫ）σｚ，‖ｚ‖≤Ｅ．有式子

ｍ２σ＋１（ｒ－ｃ）２δ２≤ｃ２ｍ２σ＋１∑
∞

ｊ＝１
（１－αμ

２
ｊ）
ｍ－１
μ
４σ＋２
ｊ ｜（ｚ，ｘｊ）｜２，

由估计式 ｍ２σ＋１μ
４σ＋２
ｊ （１－αμ

２
ｊ）
ｍ－１≤

ｃ３
α
２σ＋１，其中 ｍ≥２．得到

ｍ２σ＋１（ｒ－ｃ）２δ２≤
ｃ２ｃ３
α
２σ＋１‖ｚ‖

２．

从而得到上界

ｍ（δ）≤（
ｃ２ｃ３Ｅ２

α
２σ＋１（ｒ－ｃ）２δ２

）
１

２σ＋１．

由于

‖（Ｉ－ＲｍＫ）ｘ‖２＝∑
∞

ｊ＝１μ
４σ
ｊ ｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

２｜（ｚ，ｙｊ）｜２＝

∑
∞

ｊ＝１μ
４σ
ｊ ｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

４σ
２σ＋１｜（ｚ，ｙｊ）｜

４σ
２σ＋１｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

２
２σ＋１｜（ｚ，ｙｊ）｜

２
２σ＋１≤

∑
∞

ｊ＝１μ
４σ＋２
ｊ ｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

２｜（ｚ，ｙｊ）｜( )２
２σ
２σ＋１ ∑

∞

ｊ＝１
｜１－ｑ（ｍ，μｊ）｜

２｜（ｚ，ｙｊ）｜( )２
１

２σ＋１≤

‖ＫＲｍｙ－ｙ‖
４σ
２σ＋１‖ｚ‖

２
２σ＋１≤Ｅ

２
２σ＋１（ｃ＋ｒ）

４σ
２σ＋１δ

４σ
２σ＋１．

因此，

‖ｘｍ，δ－ｘ‖≤δ
ｍα
１－槡槡 β

＋‖ＲｍＫｘ－ｘ‖≤ＣＥ
１

２σ＋１δ
２σ
２σ＋１．

推论 １ 满足定理５的条件，当 ｘ＝Ｋｚ∈Ｋ（Ｙ），ｘ＝（ＫＫ）ｚ∈（ＫＫ）（Ｘ）这两个常见的空间时，收

敛阶分别为 Ｏ（δ
１
２）和 Ｏ（δ

２
３）．（定理５中分别取σ＝

１
２，σ＝１便得相应的结论）．

对于迭代方程（２）我们考虑使ｍａｘ｛｜ａ｜，｜ｂ｜｝＜１时，得０＜β＜１，０＜α＜
２（１＋β）
‖Ｋ‖２，我们已经讨论０＜β＜

１，０＜α＜
（１－槡β）

２

‖Ｋ‖２ 中迭代方程的滤波函数为正则滤波函数，收敛阶及停止法则．下面我们进一步考虑 ０＜

β＜１，０＜α＜
２（１＋β）
‖Ｋ‖２中迭代方程滤波函数，收敛阶及停止法则，并且假设存在 Ｋ的奇异值μｉ，μｋ使αμｉ＝

（１－槡β）
２，αμｋ＝（１＋槡β）

２，（ｉ＞ｋ＞１）．

（１）０＜αμ
２
ｊ＜（１－槡β）

２，０＜β＜１，ａ，ｂ为两个不相等的正实根．

（２）αμ
２
ｉ＝（１－槡β）

２，０＜β＜１，ａ，ｂ为两个相等的正实根．

（３）（１－槡β）
２＜αμ

２
ｊ＜（１＋槡β）

２，０＜β＜１，ａ，ｂ为两个共轭的复实根．
（ｊ＝ｉ－１，ｉ－２，…ｋ－１）．

（４）αμ
２
ｋ＝（１＋槡β）

２，０＜β＜１，ａ，ｂ为两个相等的负实根．

（５）（１＋槡β）
２＜αμ

２
ｊ＜２（１＋β），０＜β＜１，ａ，ｂ为两个不相等的负实根．

可以定义算子 Ｒｍ：

Ｒｍｙ＝∑
∞

ｊ＝ｉ＋１

ｑ（ｍ，μｊ）
μｊ

（ｙ，ｙｊ）ｘｊ＋
ｑ（ｍ，μｉ）
μｉ

（ｙ，ｙｉ）ｘｉ＋∑
ｉ＞ｊ＞ｋ

ｑ（ｍ，μｊ）
μｊ

（ｙ，ｙｊ）ｘｊ＋
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ｑ（ｍ，μｋ）
μｋ

（ｙ，ｙｋ）ｘｋ＋∑
ｋ＞ｊ≥１

ｑ（ｍ，μｊ）
μｊ

（ｙ，ｙｊ）ｘｊ． （８）

则滤波函数

ｑ（ｍ，μ）＝

１
１－ａ

１－ｂｍ
１－ｂ－

ａ（ａｍ－ｂｍ）
ａ－( )ｂ αμ

２，如果 ａ≠ｂ；

１
１－ａ

１－ｂｍ
１－ｂ－ｍｂ( )ｍαμ２，如果 ａ＝ｂ{ ．

（９）

在式（８）中第一项是无限项，其余的是有限项．

由于０＜β＜１，０＜α＜
２（１＋β）
‖Ｋ‖２．所以ｌｉｍ

ｍ→∞
ｑ（ｍ，μ）＝１，

即

ｌｉｍ
ｍ→∞
ＲｍＫｘ＝ｘ．

显然算子 Ｒｍ是线性的．

在条件（１）下，已经证明｜ｑ（ｍ，μ）｜≤μ
αｍ
１－槡槡 β

．

在条件（２），（３），（４），（５）下，

｜ｑ（ｍ，μ）｜≤ｃμ槡ｍ．
这样得到

‖Ｒｍｙ‖≤ 槡Ｃ ｍ‖ｙ‖．

算子‖Ｒｍ‖≤ 槡Ｃ ｍ，故定义的算子是正则化策略．
综上，有如下结论：

定理 ６ 由方程（２）得到滤波函数 ｑ（ｍ，μ），（８）式是滤波函数定义的算子 Ｒｍ．则 Ｒｍｙ是正则化策略，并

且‖Ｒｍ‖≤ 槡Ｃ ｍ．其中０＜β＜１，０＜α＜
２（１＋β）
‖Ｋ‖２．

由式（８）定义的正则算子中有限项不影响算子的正则性，可得到相应于定理３，定理４和定理５的结论，

只不过把条件扩大为０＜β＜１，０＜α＜
２（１＋β）
‖Ｋ‖２，｜ｑ（ｍ，μ）｜不是正则滤波函数．

４ 数值例子

我们用Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代和两步定常迭代求解下面第一类积分方程［１］

∫
１

０
（１＋ｔｓ）ｅｔｓｘ（ｓ）ｄｓ＝ｅｔ，０≤ ｔ≤１．

可知此方程有惟一解 ｘ（ｔ）＝１．算子 Ｋ：Ｌ２［０，１］→ Ｌ２［０，１］由

（Ｋｘ）（ｔ）＝∫
１

０
（１＋ｔｓ）ｅｔｓｘ（ｓ）ｄｓ

定义．经计算 Ｋ ＝Ｋ即算子是自伴算子．用Ｓｉｍｐｓｏｎ公式数值估计 Ｋｘ，ｔ＝ ｉｎ，ｉ＝１，２，…ｎ，

（Ｋｘ）（ｔｉ）＝∑
ｎ

ｊ＝０
ωｊ（１＋ｔｊｔｉ）ｅｔｊｔｉｘ（ｔｊ），ωｊ＝

１
３ｎ ｊ＝０或 ｎ，

４
３ｎ ｊ＝１，３，…ｎ－１，

２
３ｎ ｊ＝２，４，…ｎ－２











 ，

由上面离散得到的矩阵 Ａ是非对称的，这样离散的Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代方程
ｘｍ，δ ＝（Ｉ－ａＡ２）ｘｍ－１，δ ＋ａＡｙδ，ｘ０，δ ＝０ （１０）

两步定常迭代
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ｘｍ，β，δ ＝（Ｉ＋βＩ－αＡ
２）ｘｍ－１，α，β，δ －βＩｘ

ｍ－２，α，β，δ ＋αＡｙδ． （１１）
ｘ０，α，β，δ ＝０，ｘ－１，α，β，δ ＝０这里 ｙδ是ｙ的扰动值．

｜ｙ－ｙδ ｜２ ＝
∑
ｎ

ｉ＝０
（ｙｉ－ｙｉδ）２

ｎ＋槡 １ ≤δ．

｜ｘ－ｘｍ，δ ｜２表示精确解 ｘ（ｔ）＝１和迭代近似解 ｘｍ
，δ 的误差．计算时我们取 ｎ＝１６，ｒ＝２，ｙδ ＝ｅｔ＋

δｓｉｎ（１０πｔ）．扰动方程的终止原则是上述的残差准则：｜Ａｘｍ，δ －ｙδ ｜２≤ ｒδ确定ｍ，进而在表１中得到线性两
步定常迭代和Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代的 ｜ｘ－ｘｍ，δ ｜２估计误差．

表１ 线性两步定常迭代和Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代的误差比较
Ｔａｂｌｅ１ ＥｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｌｉｎｅａｒｔｗｏｓｔｅｐｓｔａｔｉｏｎａｒｙｉｔｅｒａｔｉｏｎａｎｄＬａｎｄｗｅｂｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎ

δ
Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代

ａ ｍ ｜ｘｍ，δ －ｘ｜２

线性两步定常迭代

α β ｍ ｜ｘｍ，δ －ｘ｜２
０．１ ０．４５ ５ ０．３０１２ ０．９８ ０．３０ １ ０．３２７４
０．０１ ０．５０ ６０ ０．０９２４ ０．８５ ０．３０ ２６ ０．０２５４
０．００１ ０．５５ １５６ ０．０２６３ ０．７８ ０．３０ ５３ ０．０２５６
０．０００１ ０．５５ ５７５６ ０．０１７７ ０．９５ ０．９５ ２７７ ０．０１４３

以上数值结果和理论分析基本一致，并且可以看出：在δ及终止条件相同的条件下，选择不同的α，β，两

步定常迭代次数大大小于Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代次数，Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代次数越大，效果越明显，且迭代误差减少．
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