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摘要：给出了有１的交换环上余模的比较定理成立的一个充分条件．主要内容涉及到有１交换环上余模，投射余

模，内射余模，内射分解，投射分解，同伦，比较定理．
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对代数的同调性质进行研究得到了很多深刻的结论［１，２］．同调余代数，与同调代数的研究类似但有很多
不同之处．１９６８年，Ｄ．Ｗ．Ｊｏｎａｈ在其专著《ＣｏｈｏｍｏｌｏｇｙＣｏａｌｇｅｂｒａｓ》［３］中对余代数的上同调性质进行了研究．１９８１
年，ＹｕｋｉｏＤＯＩ在文献《ＨｏｍｏｌｏｇｉｃａｌＣｏａｌｇｅｂｒａｓ》中对域上的余代数的上同调进行了讨论［４］．１９９６年，Ｃ．Ｎａｓｔａｓｅｓｃｕ
和Ｂ．Ｔｏｒｒｅｃｉｌｌａｓ在文献《ＨｅｒｅｄｉｔａｒｙＣｏａｌｇｅｂｒａｓ》中对域上的遗传余代数与余代数的整体维数的关系进行了讨
论［５］．在这些讨论中，所有的余代数都是在域上讨论的．但近年来对交换环上余代数的研究越来越多［６～８］．由
于环上的张量积与域上的张量积有很大区别，像正合性、结合性、基的缺失等等．在这方面，Ｔ．Ｂｒｅｚｉｎｓｋｉ和 Ｒ．
Ｗｉｓｂａｕｅｒ做了出色的工作，这体现在他们的书《ＣｏｒｉｎｇａｎｄＣｏａｌｇｅｂｒａｓ》中［７］．本文的主要目的是对在交换环上
的同调余代数中比较定理成立的充分条件进行研究．

１ 预备知识

在本文中 Ｒ始终代表有 １的交换环．所有的左 Ｒ模构成的 Ａｂｅｌ范畴，记为ＲＭ．所有的右 Ｒ模构成
Ａｂｅｌ范畴，记为Ｍ Ｒ．

Ａ为左Ｒ代数．所有的左 Ａ模连同Ａ模同态构成的范畴记为ＡＭ．所有的右 Ａ模连同Ａ模同态构成的
范畴记为Ｍ Ａ．所有的左 Ａ右Ｂ双模连同（Ａ，Ｂ）双模同态构成的范畴记为ＡＭ Ｂ．

设 Ｃ是一个定义在Ｒ上的余代数，Δ，ε分别是其余乘与余单位．
若 Ｍ是右Ｃ余模，则用ρ

Ｍ表示右Ｃ余模Ｍ的结构映射．
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从 Ｍ到Ｎ的所有右Ｃ余模同态，记为ＨｏｍＣ（Ｍ，Ｎ）．
从 Ｍ到Ｎ的所有左Ｃ余模同态，记为ＣＨｏｍ（Ｍ，Ｎ）．
定义 １．１ 设 Ｍ是右Ｃ余模．Ｍ的Ｒ子模Ｋ称为子余模，如果 Ｋ有右余模结构使得嵌入映射是余模

同态．
此处的定义与在域上的定义是不同的．因为在一般的交换环上，由于Ｒ是右正合的，不是左正合的，

故 Ｋ是Ｍ的Ｒ子模不能保证ＫＲＣ是ＭＲＣ的Ｒ子模．
由所有的左 Ｃ余模连同左Ｃ余模同态构成的范畴，记为ＣＭ．由所有的右 Ｃ余模连同右Ｃ余模同态构

成的范畴，记为Ｍ Ｃ．
一般情况下，交换环上余模范畴是加法范畴．但不是Ａｂｅｌ范畴．

定义 １．２ 设 ｆ：Ｍ→Ｍ′在ＡＭ 中有 →０ Ｋｅｒ →ｆ Ｍ →
ｆ
Ｍ →′ Ｃｏｋｅｒ →ｆ ０正合．Ｌ∈Ｍ Ａ，若 →０

ＬＡＫｅｒ →ｆ ＬＡ →Ｍ ＡＭ →′ ＬＡＣｏｋｅｒ →ｆ ０正合，则称 ｆ是Ｌ纯的．若对任给的 Ｌ∈Ｍ Ａ，都有 ｆ是

Ｌ纯的，则称 ｆ是纯的．
定义 １．３ 设 Ｃ是Ｒ余代数，对于余模范畴Ｍ Ｃ来说，Ｑ∈Ｍ Ｃ称为内射余模，若对任意的Ｍ Ｃ中的单

态射 （ｍｏｎｏｍｏｒｐｈｉｓｍ） →Ｍ Ｎ，典范映射ＨｏｍＣ（Ｎ，Ｑ →） ＨｏｍＣ（Ｍ，Ｑ）是满射．
定义 １．４ 设 Ｃ是Ｒ余代数，Ｐ∈Ｍ Ｃ称为投射余模，若对任意的Ｍ Ｃ中的满态射（ｅｐｉｍｏｒｐｈｉｓｍ） →Ｍ

Ｎ，典范映射ＨｏｍＣ（Ｐ，Ｍ →） ＨｏｍＣ（Ｐ，Ｎ）是满射．
定义 １．５ 设 Ｎ∈Ｍ Ｃ，其内射分解是指正合列

→０ →Ｎ Ｉ０ →
０

Ｉ１ →
１

Ｉ →２ ，…，

其中 Ｉｉ为内射余模，Ｎ的内射分解记为Ｉ．

２ 主要定理

余模内射分解是不惟一的，但我们有下面的定理．
定理 ２．１（比较定理） 设 ｆ∈ＨｏｍＣ（Ｍ，Ｎ），Ｍ，Ｎ∈Ｍ Ｃ，ｉ（ｉ＝０，１，２…）是 Ｃ纯的，若下图中两行都是

复形，且第一行是正合的，第二行是 Ｎ的内射分解

则存在 ｆｎ∈ＨｏｍＣ（Ｅｎ，Ｉｎ）使得上图是交换的，即有链映射 ｆ： →Ｅ Ｉ使得上图是交换的．而且，这样的
链映射在同伦意义下是惟一的．

定理的证明需要下面的引理．
引理 ２．１［８］ 设 Ｃ是余代数，则有（１）设 ＫＭ是右 Ｃ余模 Ｍ的子余模，则商模 Ｍ?Ｋ有惟一的余模结

构使得典范投射 ｐ： →Ｍ Ｍ?Ｋ是余模同态．
（２）设 ｆ： →Ｍ Ｍ′是余模同态，则有：

若ＫｅｒｆＭ，作为 Ｒ模是 Ｃ纯的，则Ｋｅｒｆ是 Ｃ子余模．
若 ＩｍｆＭ′，作为 Ｒ模是 Ｃ纯的，则 Ｉｍｆ是 Ｃ子余模．
（３）对任意的子余模 ＫＭ，若 ＫＫｅｒｆ则有余模同态珋ｆ：Ｍ? →Ｋ Ｍ′使得珋ｆｐ＝ｆ．
下面给出定理的证明．
证明 由 Ｉ０是内射余模知，存在 ｆ０∈ＨｏｍＣ（Ｅ０，Ｉ０）完成下面的交换图：
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归纳假设 ｆ０，ｆ１，…ｆｎ－１都已经存在，下面证明 ｆｎ的存在性．
因为由归纳假设，下图是交换的

即ｎｆｎ－１ｎ－１＝ｎｎ－１ｆｎ－２＝０．所以，Ｋｅｒ（ｎ）＝Ｉｍ（ｎ－１）Ｋｅｒ（ｎｆｎ－１）．故由 Ｉｎ的内射性和引理２．１知，存在

ｆｎ使下面的图交换：

存在性证毕．
下面给出惟一性的证明．
设 ｆ，ｇ是两个这样的链映射，下面我们用归纳法证明 ｆ与ｇ是同伦的．如下图，令 ｈ０＝ｈ１＝０，

则由（ｆ０－ｇ０）０＝０（ｆ－ｆ）＝０，且０是单同态，故有 ｆ０－ｇ０＝０．所以，ｆ０－ｇ０＝０ｈ０＋ｈ１１＝０．
归纳假设 ｆｎ－ｇｎ＝ｎｈｎ＋ｈｎ＋１ｎ＋１．
因为 ｆ－ｇ也为链映射，所以有

（ｆｎ＋１－ｇｎ＋１－ｎ＋１ｈｎ＋１）ｎ＋１＝（ｆｎ＋１－ｇｎ＋１）ｎ＋１－ｎ＋１ｈｎ＋１ｎ＋１＝
（ｆｎ＋１－ｇｎ＋１）ｎ＋１－ｎ＋１（ｆｎ－ｇｎ－ｎｈｎ）＝
（ｆｎ＋１－ｇｎ＋１）ｎ＋１－ｎ＋１（ｆｎ－ｇｎ）＝０．

故有Ｋｅｒｎ＋２＝Ｉｍｎ＋１Ｋｅｒ（ｆｎ＋１－ｇｎ＋１－ｎ＋１ｈｎ＋１）．
由下交换图知（ｆｎ＋１－ｇｎ＋１－ｎ＋１ｈｎ＋１）：Ｅｎ →＋１ Ｉｎ＋１是余模同态

又因为 Ｉｎ＋１是内射余模，ｉ是单余模同态，所以存在余模同态 ｈｎ＋２：Ｅｎ →＋２ Ｉｎ＋１使得下图是交换的：
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即 ｆｎ＋１－ｇｎ＋１＝ｎ＋１ｈｎ＋１＋ｈｎ＋２ｎ＋２．定理证毕．
更进一步Ｒ．Ｗｉｓｂａｕｅｒ在［８］证明了Ｍ Ｃ是Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ范畴，当 Ｃ作为Ｒ模是平坦的．
推论 ２．１ 若 Ｃ作为Ｒ模是平坦的，则比较定理成立．
证明 因为当 Ｃ作为Ｒ模是平坦的时，引理２．１的条件满足．
且当 Ｃ作为Ｒ模是平坦的，此时ＣＭ，Ｍ Ｃ是 Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ范畴，Ｂ．Ｓｔｅｎｓｔｒ在［９］中证明了 Ｇｒｏｔｈｅｎｄｉｅｃｋ范

畴有足够的内射模。所以，此时任意的 Ｃ余模可以作内射分解．

致谢：衷心感谢导师张顺华教授的悉心指导！
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