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摘要：研究了一类具有避难所的两物种间的捕食－食饵模型，其功能反应函数为ＨｏｌｌｉｎｇⅢ型。主要利用分歧理论，

结合极值原理，得到系统非常数正解的存在性。在一维情况下，对于非常数正解的全局分歧结构给出了细节的描

述。
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０ 引言

近年来，对具有功能反应的捕食－食饵模型的研究，因其性态的复杂性及应用的广泛性，吸引了众多学
者和科研人员的关注。在二维系统中典型模型是ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ捕食－食饵模型。尽管 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ模型应
用范围广泛，但功能性反应被确定为与食饵的数量成正比，与实际情况并不完全吻合。１９６５年，Ｈｏｌｌｉｎｇ在实
验的基础上，对不同类型的物种，提出了三种不同的功能性反应函数［１］。第一类功能性反应函数适合于细

胞、藻类等低等生物；第二类功能性反应函数适合于无脊椎动物；第三类功能性反应函数适合于脊椎动物。

在捕食者与食饵相互作用的过程中，会有一些食饵从作用区域中逃离出去，或者食饵逃进避难所躲藏

起来，从而在某种程度上保护了食饵免于被食，也就降低了由于捕食者而造成食饵灭绝的机率。Ｍａｙｎａｒｄ
Ｓｍｉｔｈ［２］和Ｈａｓｓｅｌ［３］等许多学者都建立了具有避难所的数学模型。这些数学上的模型和大量的实验都表明，
避难所的出现能加强捕食－食饵模型的稳定性。

在物种密度空间分布均匀的情况下，具有常比率避难所且功能反应函数为 ＨｏｌｌｉｎｇⅢ型的 ＬｏｔｋａＶｏｌｔｅｒｒａ
捕食－食饵模型为以下的常微分方程组所描述：
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ｕ′（ｔ）＝ａｕ（１－ｕＫ）－
αｍ２ｕ２ｖ
β
２＋ｍ２ｕ２

，

ｖ′（ｔ）＝ｖ（－ｄ＋αηｍ
２ｕ２

β
２＋ｍ２ｕ２

{
）。

（１）

其中 ｕ，ｖ分别代表捕食者和食饵的密度，ａ，Ｋ，α，β，ｄ，η都为正的常数，它们具体的生物意义与文献［４］相
同，ｍ∈（０，１］也为常数，表示避难所保护了食饵中（１－ｍ）ｕ的食饵，在功能反应函数中只有 ｍｕ的食饵能
被捕食者捕食。更多有关避难所的知识参见文献［５，６］。

当 ｍ＝１时，即没有避难所的情况下，Ｊ．Ｐ．Ｃｈｅｎ和Ｈ．Ｄ．Ｚｈａｎｇ在文献［４］中对系统（１）的性质进行了研
究，得到了正平衡解和极限环存在稳定的条件。ｍ∈（０，１］时，文献［７］对系统（１）研究了 ｍ对系统平衡解稳
定性的作用。

本文研究物种空间分布不均匀，同时食饵存在避难所的情况。如果捕食者和食饵被限制在 Ｒ２＋的一个
固定且具有光滑边界的有界区域Ω中，我们研究的模型为如下反应扩散方程组：

ｕｔ－ｄ１Δｕ＝ａｕ（１－
ｕ
Ｋ）－

αｍ２ｕ２ｖ
β
２＋ｍ２ｕ２

， ｘ∈Ω，ｔ＞０，

ｖｔ－ｄ２Δｖ＝ｖ（－ｄ＋αη
ｍ２ｕ２

β
２＋ｍ２ｕ２

）， ｘ∈Ω，ｔ＞０，

ｕ
ν
＝０，ｖ
ν
＝０， ｘ∈Ω，ｔ＞０，

ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ）≥０，ｖ（ｘ，０）＝ｖ０（ｘ）， ｘ∈珚Ω















。

（２）

其中，ν为Ω边界的单位外法向量，ｄ１，ｄ２＞０分别为捕食者和食饵的扩散速度。
经过简单的计算知道，系统（２）有平凡解（０，０），半平凡解（Ｋ，０），惟一的正常数平衡解 ｅ：＝（ｕ，ｖ），

其中

ｕ ＝βｍ
ｄ

αη－槡 ｄ，ｖ ＝
ηａ
ｄｕ（１－

ｕ
Ｋ）。 （３）

显然，若正常数平衡解存在，需要以下条件成立：

αη＞ｄ，βＫ
ｄ

αη－槡 ｄ＜ｍ≤１。 （４）

１ 主要结果

人们对系统（２）更多关注的是两物中能否共存。从数学的角度来说，即当 ｔ→０时，系统（２）的解是否恒
正。而共存问题与平衡态系统正解的存在性密切相关，所以下面本文考察系统（２）的平衡态系统，即考察以
下椭圆型方程组

－ｄ１Δｕ＝ａｕ（１－
ｕ
Ｋ）－

αｍ２ｕ２ｖ
β
２＋ｍ２ｕ２

， ｘ∈Ω，

－ｄ２Δｖ＝ｖ（－ｄ＋αη
ｍ２ｕ２

β
２＋ｍ２ｕ２

）， ｘ∈Ω，

ｕ
ν
＝０，ｖ
ν
＝０， ｘ∈Ω











 。

（５）

定理 １ 若 ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）是系统（５）的非负解，则

ｕ（ｘ）≤Ｋ，ｖ（ｘ）≤ηＫ（
ａ
ｄ＋

ｄ１
ｄ２
），ｘ∈珚Ω。

证明 由于 ｕ满足－ｄ１Δｕ≤ａｕ（１－
ｕ
Ｋ），ｘ∈Ω。由椭圆型方程的极值原理

［８］易得 ｕ（ｘ）≤Ｋ，ｘ∈珚Ω。

下面我们证明 ｖ（ｘ）在珚Ω有上界。

先将系统（５）的扩散系数除到方程的右端，令 ｗ＝ηｄ２
ｕ＋１ｄ１

ｖ，有
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－Δｗ＝
ａη
ｄ１ｄ２

ｕ－ ａη
ｄ１ｄ２Ｋ

ｕ２－ｄｄ２
ｗ＋ｄηｄ２２

ｕ，

从而

－Δｗ＋
ｄ
ｄ２
ｗ≤（

ａη
ｄ１ｄ２

＋ｄηｄ２２
）ｕ≤ （

ａη
ｄ１ｄ２

＋ｄηｄ２２
）Ｋ，

由椭圆型方程极值原理得

ｗ≤（
ａη
ｄ１ｄ２

＋ｄηｄ２２
）Ｋ
ｄ２
ｄ＝（

ａ
ｄ１
＋ｄｄ２
）
Ｋη
ｄ，ｘ∈

珚Ω。

因为
ｖ
ｄ１≤

ｗ，从而就有 ｖ（ｘ）≤ηＫ（
ａ
ｄ＋

ｄ１
ｄ２
）。定理证毕！

下面本文在一维情况下考察系统（５），设Ω＝（０，ｌ），高维情况可类似讨论。－Δ算子在齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ边

界条件下的特征值λｉ＝（π
ｉ
ｌ）

２，ｉ≥０，且所有的特征值均为单重特征值，相应的特征函数为０（ｘ）＝１／槡ｌ，

ｉ（ｘ）＝ ２／槡 ｌｃｏｓ（πｉｘ／ｌ），ｉ＞０。则所有的特征函数构成 Ｌ２（０，ｌ）空间的一组正规正交基。下面我们在条件

（４）成立的前提下来考察唯一的正常数平衡解（ｕ，ｖ）的稳定性。令

ｆ（ｕ，ｖ）＝ａｕ（１－ｕＫ）－
αｍ２ｕ２ｖ
β
２＋ｍ２ｕ２

，ｇ（ｕ，ｖ）＝ｖ（－ｄ＋αηｍ
２ｕ２

β
２＋ｍ２ｕ２

）， （６）

ｆ０＝ｆｕ（ｕ，ｖ）＝
ａ
αη
（２ｄ－αη－

２ｄ
Ｋｕ），ｆ１＝ｆｖ（ｕ，ｖ）＝－

ｄ
η
＜０， （７）

ｇ０＝ｇｕ（ｕ，ｖ）＝
２αηｍ

２
β
２ｕｖ

（β
２＋ｍ２ｕ２）

２＞０，ｇ１＝ｇ珋ｖ（ｕ，ｖ）＝０。 （８）

考察线性化算子

Ｌ＝
ｄ１Δ＋ｆ０ ｆ１
ｇ０ ｄ２( )

Δ
。

定理２ 当αη≥２ｄ时，对 ｍ∈（ｍ１，１］，常数正平衡解 ｅ
是局部渐进稳定的。当 ｄ＜αη＜２ｄ时，若 ｍ∈

（ｍ１，ｍ２），常数正平衡解 ｅ是局部渐进稳定的；若 ｍ∈（ｍ２，１］，常数正平衡解 ｅ是不稳定的。其中

ｍ１＝βＫ
ｄ

αη－槡 ｄ，ｍ２＝
β
Ｋ

ｄ
αη－槡 ｄ＋

αβη
Ｋ（２ｄ－αη）

ｄ
αη－槡 ｄ。 （９）

证明 设μ是Ｌ的特征值，对应的特征函数为（（ｘ），ψ（ｘ）），则有
（ｄ１Δ＋（ｆ０－μ）＋ｆ１ψ，ｄ２Δψ＋ｇ０－μψ）＝（０，０）。

将，ψ在Ｌ
２的一组基底下展开

＝ ∑
０≤ｉ＜∞

ａｉｉ，ψ＝ ∑０≤ｉ＜∞ｂｉｉ
。 （１０）

则有

∑
０≤ｉ＜∞

ｆ０－ｄ１λｉ－μ ｆ１
ｇ０ －ｄ２λｉ－( )

μ

ａｉ
ｂ( )
ｉ
ｉ＝０，

（１１）

可见，若μ为Ｌ的特征值，当且仅当对某些 ｉ≥０，系数矩阵退化，即

μ
２＋Ｐｉμ＋Ｑｉ＝０，

其中，Ｐｉ＝（ｄ１＋ｄ２）λｉ－ｆ０，Ｑｉ＝－ｄ２λｉ（ｆ０－ｄ１λｉ）－ｆ１ｇ０。

当αη≥２ｄ时，对 ｍ∈（ｍ１，１］，都有 ｆ０＜０。当 ｄ＜αη＜２ｄ时，若 ｍ∈（ｍ１，ｍ２），也有 ｆ０＜０。由于 ｆ１＜

０，ｇ０＞０，所以 Ｐｉ＞０，Ｑｉ＞０，ｉ≥ ０。从而有Ｒｅμ＜０，（ｕ，ｖ）是局部渐进稳定的。

当 ｄ＜αη＜２ｄ时，若 ｍ＞ｍ２，则 ｆ０＞０。此时 Ｐ０＝－ｆ０＜０，从而存在 Ｒｅμ＞０，（ｕ，ｖ）是不稳定的。
定理证毕！

如果 ｄ１λ１＜ｆ０，即
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ｍ＞ｍ ＞ｍ２，ｍ：＝βＫ
ｄ

αη－槡 ｄ＋
（ａ＋ｄ１λ１）αβη

Ｋ［２ａｄ－（ａ＋ｄ１λ１）αη］
ｄ

αη－槡 ｄ。

定义 ｉα为满足ｄ１λｉ＜ｆ０，ｉ≤ｉα的最大正整数，则１≤ｉα＜∞。并令

珘ｄ２＝ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｉ

α

ｄ（ｉ）２ ，ｄ
（ｉ）
２ ＝

ｆ１ｇ０
λｉ（ｄ１λｉ－ｆ０）

。 （１２）

下面应用局部分歧理论［９，１１］来研究系统（５）非常数正平衡解的存在性时，将 ｄ２作为分歧参数，其他参数
均固定。

令 Ｙ＝Ｌ２（０，ｌ）×Ｌ２（０，ｌ），Ｅ＝｛（ｕ，ｖ）：ｕ，ｖ∈Ｃ２（０，ｌ），ｕ′（ｘ）＝０，ｖ′（ｘ）＝０，ｘ＝０，ｌ｝，则在 Ｃ２范数意
义下，Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空间。定义 Ｆ：（０，∞）×Ｅ→Ｙ为

Ｆ（ｄ２，Ｕ）＝（ｄ１ｕ″＋ｆ（ｕ，ｖ），ｄ２ｖ″＋ｇ（ｕ，ｖ））），Ｕ＝（ｕ，ｖ）。
对任意的 ｄ２，都有 Ｆ（ｄ２，（ｕ，ｖ））＝０成立。
定理 ３ 假设 ｄ＜αη＜２ａｄ／（ａ＋ｄ１λ１），且 ｍ∈（ｍ

，１］成立，并设 ｊ是一个满足ｄ１λｊ＜ｆ０的正整数，且
对于任意正整数 ｋ，若 ｋ≠ｊ时ｄ（ｋ）２ ≠ｄ

（ｊ）
２ ，则（ｄ

（ｊ）
２ ，（ｕ，ｖ））是分歧点，且存在δ＞０和一个 Ｃ

１函数类（ｄ２，
（（ｓ），ψ（ｓ））：（－δ，δ）→Ｒ×Ｚ，使得 ｄ２（０）＝ｄ

（ｊ）
２ ，（０）＝ψ（０）＝０，当｜ｓ｜＜δ时 Ｆ（ｄ２（ｓ），（ｕ（ｓ），

ｖ（ｓ）））＝０成立，其中 ｕ（ｓ）＝ｕ ＋ｓ（ｊ＋（ｓ）），ｖ（ｓ）＝ｖ ＋ｓ（ｂｊｊ＋ψ（ｓ）），ｂｊ＝（ｄ１λｊ－ｆ０）／ｆ１＞０。
证明 令

Ｌ０＝ＤＵＦ（ｄ
（ｊ）
２ ，（０，０）），Ｌ１＝Ｄｄ２ＤＵＦ（ｄ

（ｊ）
２ ，（０，０））， （１３）

直接计算可得

Ｌ０＝
ｄ１Δ＋ｆ０ ｆ１
ｇ０ ｄ（ｊ）２

( )
Δ
，Ｌ１＝

０ ０
０( )
Δ
。 （１４）

（１）记 Ｌ０的核空间为 Ｎ（Ｌ０），值域空间为 Ｒ（Ｌ０）。假设（，ψ）∈Ｎ（Ｌ０），则类似于（１０）把，ψ在Ｌ
２的

一个基底下展开可得

∑
０≤ｉ＜∞

Ｂｉ
ａｉ
ｂ( )
ｉ
ｉ＝０，Ｂｉ＝

ｆ０－ｄ１λｉ ｆ１
ｇ０ －ｄ（ｊ）２λ

( )
ｉ

。 （１５）

经过计算可知当 ｉ≠ｊ时，ｄｅｔＢｉ≠０，所以只有ｄｅｔＢｊ＝０，故

Ｎ（Ｌ０）＝ｓｐａｎ｛Ｕ０｝，Ｕ０＝＝
１
ｂ( )
ｊ
ｊ，ｂｊ＝

ｄ１λｊ－ｆ０
ｆ１

＞０。

（２）Ｌ０的伴随算子 Ｌ０ 为

Ｌ０ ＝
ｄ１Δ＋ｆ０ ｇ０
ｆ１ ｄ（ｊ）２

( )
Δ
。 （１６）

借助于（１）的方法，可以得到

Ｎ（Ｌ０）＝ｓｐａｎ｛Ｕ０｝，Ｕ０ ＝
１
ｂ( )
ｊ
ｊ，ｂｊ＝

ｄ１λｊ－ｆ０
ｇ０

＜０。

由于 Ｒ（Ｌ０）＝Ｎ（Ｌ０）⊥，所以ｃｏｄｉｍＲ（Ｌ０）＝ｄｉｍＮ（Ｌ０）＝１。

（３）由于〈Ｌ１Ｕ０，Ｕ０〉Ｙ＝－λｊｂｊｂｊ＞０，所以 Ｌ１Ｕ０Ｒ（Ｌ０）。
综合（１）（２）（３），由局部分歧理论可知结论成立。定理证毕！
定理 ４ 在定理３的假设下，由（ｄ（ｊ）２ ，（ｕ，ｖ））产生的局部分歧可以延拓成整体分歧。
证明 令珔ｕ＝ｕ－ｕ，珋ｖ＝ｖ－ｖ，为了便于应用全局分歧理论

［１０］，先将系统（５）整理成如下形式：

－ｄ１珔ｕ″＝ｆ０珔ｕ＋ｆ１珋ｖ＋ｆ２（珔ｕ，珋ｖ），
－ｄ２珋ｖ″＝ｇ０珔ｕ＋ｇ２（珔ｕ，珋ｖ{ ）。

（１７）

其中 ｆ２（珔ｕ，珋ｖ）和 ｇ２（珔ｕ，珋ｖ）是珔ｕ和珋ｖ的高阶导数部分。令

Ｇ１＝（－ｄ１Δ＋ｆ０）－１，Ｇ２＝（－ｄ２Δ＋Ｍ）－１。
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其中 Ｍ为正常数，待定，则有
Ｋ（ｄ２）珚Ｕ＝（２ｆ０Ｇ１（珔ｕ）＋ｆ１Ｇ１（珋ｖ），ｇ０Ｇ２（珔ｕ）＋ＭＧ２（珋ｖ）），

Ｈ（珚Ｕ）＝（Ｇ１（ｆ２（珔ｕ，珋ｖ）），Ｇ２（ｇ２（珔ｕ，珋ｖ）））。
则（１７）可描述为 Ｅ中如下方程的问题

珚Ｕ＝Ｋ（ｄ２）珚Ｕ＋Ｈ（珚Ｕ）， （１８）
其中 Ｋ（ｄ２）是 Ｅ中的紧算子，对任意的 ｄ２＞０都成立，Ｈ（珚Ｕ）＝ｏ（｜珚Ｕ｜）也是 Ｅ中的紧算子。

由定理３的证明过程可知，１是 Ｋ（ｄ（ｊ）２ ）的特征值，并且代数重数为１。如果 ｄ２在 ｄ
（ｊ）
２ 的一个足够小的

邻域里，则 Ｉ－Ｋ（ｄ２）：Ｅ→Ｅ是双射，并且对于固定的 ｄ２，（０，０）是 Ｉ－Ｋ（ｄ２）－Ｈ的孤立零点，其指标为
ｉｎｄｅｘ（Ｉ－Ｋ（ｄ２）－Ｈ，（ｄ２，０，０））＝ｄｅｇ（Ｉ－Ｋ（ｄ２），Ｂ，０）＝（－１）ｐ。 （１９）

其中 Ｂ以（０，０）为球心的足够小的球，ｐ是算子Ｋ（ｄ２）所有大于１的特征值的代数重数之和。
假设μ是Ｋ（ｄ２）的一个特征值，其相应的特征函数为（珋，珔ψ），则有

－μｄ１珋″＝（２－μ）ｆ０珋＋ｆ１珔ψ，－μｄ２珔ψ″＝ｇ０珋＋（１－μ）Ｍ珔ψ。 （２０）
借助

珋＝ ∑
０≤ｉ＜∞

珔ａｉｉ，珔ψ＝ ∑０≤ｉ＜∞
珋ｂｉｉ。 （２１）

可知

∑
０≤ｉ＜∞

（２－μ）ｆ０－μｄ１λｉ ｆ１
ｇ０ （１－μ）Ｍ－μｄ２λ

( )
ｉ

珔ａｉ
珋ｂ( )
ｉ
ｉ＝０。

因此 Ｋ（ｄ２）的所有特征值就是解如下特征方程

μ
２－（

２ｆ０
ｆ０＋ｄ１λｉ

＋ Ｍ
Ｍ＋ｄ２λｉ

）μ＋
２ｆ０Ｍ－ｇ０ｆ１

（ｆ０＋ｄ１λｉ）（Ｍ＋ｄ２λｉ）
＝０。 （２２）

由于当 ｄ２＝ｄ
（ｊ）
２ 时，如果μ＝１是方程（２２）的一个根，则必有 ｄ

（ｊ）
２ ＝ｄ

（ｉ）
２ ，由假设条件可知 ｉ＝ｊ。因此对于所

有 ｄ（ｊ）２ 附近的 ｄ２，Ｋ（ｄ２）大于１的特征值的数目与 Ｋ（ｄ
（ｊ）
２ ）是一样的，并且有相同的代数重数。在方程（２２）

中，令 ｉ＝ｊ，μ（ｄ２），珘μ（ｄ２）是相应的两个根，取 Ｍ＝ｄ１ｄ２λ
２
ｊ／（ｆ０－ｄ１λｊ），则有

μ
２－（

２ｆ０
ｆ０＋ｄ１λｊ

＋
ｄ１λｊ
ｆ０
）μ＋

２ｆ０ｄ１λｊ２－ｇ０ｆ１（ｆ０－ｄ１λｊ）／ｄ２
（ｆ０＋ｄ１λｊ）ｆ０λｊ

＝０。 （２３）

μ（ｄ
（ｊ）
２ ）＝１，珘μ（ｄ

（ｊ）
２ ）＝

ｄ２１λ２ｊ＋ｆ２０
（ｆ０＋ｄ１λｊ）ｆ０

＜１。 （２４）

因此对于 ｄ（ｊ）２ 附近的 ｄ２，有珘μ（ｄ２）＜１。考虑到方程（２３）的常数项关于 ｄ２是单调递减函数，故

μ（ｄ
（ｊ）
２ ＋ε）＞１，μ（ｄ

（ｊ）
２ －ε）＜１。 （２５）

从而对于足够小的ε＞０，Ｋ（ｄ（ｊ）２ ＋ε）比 Ｋ（ｄ
（ｊ）
２ －ε）多一个大于１的特征值，类似于定理３的方法可以证明

这个特征值的代数重数是１。因此有

ｉｎｄｅｘ（Ｉ－Ｋ（ｄ（ｊ）２ －ε）－Ｈ，（ｄ
（ｊ）
２ －ε，０））≠ｉｎｄｅｘ（Ｉ－Ｋ（ｄ

（ｊ）
２ ＋ε）－Ｈ，（ｄ

（ｊ）
２ ＋ε，０））。 （２６）

由全局分歧理论对系统（５）而言，在（ｄ２－（ｕ，ｖ））平面内存在一个连通分支Γｊ使得下面二者之一成立：
（ⅰ）Γｊ连接点（ｄ

（ｊ）
２ ，（ｕ，ｖ））和（ｄ

（ｋ）
２ ，（ｕ，ｖ）），其中 ｋ≠ｊ；（ⅱ）Γｊ从点（ｄ

（ｊ）
２ ，（ｕ，ｖ））出发，在 Ｒ×

Ｘ中伸向无穷。定理证毕！
定理 ５ 在定理３的假设下，Γｊ从点（ｄ

（ｊ）
２ ，（ｕ，ｖ））出发，必在 Ｒ×Ｘ中伸向无穷。如果 ｄ＞珘ｄ２，且对

任意的 ｋ＞０，ｄ２≠ｄ
（ｋ）
２ ，系统（５）至少存在一个非常数正解。

证明 如果Γｊ有界，则Γｊ必连接到其他分歧点。设Γｊ连接到分歧点（ｄ
（ｋ）
２ ，（ｕ，ｖ）），对于任意的

ｉ＞ｋ，Γｊ不连接到分歧点（ｄ
（ｉ）
２ ，（ｕ，ｖ））。将系统（５）限制在区间（０，ｌ／ｋ）上，即研究下面的方程组

ｄ１Δｕ＋ａｕ（１－
ｕ
Ｋ）－

αｍ２ｕ２ｖ
β
２＋ｍ２ｕ２＝０

，ｘ∈（０，ｌ／ｋ），

ｄ２Δｖ＋ｖ（－ｄ＋αη
ｍ２ｕ２

β
２＋ｍ２ｕ２

）＝０， ｘ∈（０，ｌ／ｋ），

ｕ
ν
＝０，ｖ
ν
＝０， ｘ＝０，ｌ／ｋ











 。

（２７）
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首先，如果珚Ｕ是（２７）的解，则通过下面的延拓可以构造出系统（５）的解 Ｕ：令 ｘｎ＝ｎｌ／ｋ，ｎ＝０，１，…ｋ，

Ｕ（ｘ）＝
珚Ｕ（ｘ－ｘ２ｎ），ｘ２ｎ≤ｘ≤ｘ２ｎ＋１，
珚Ｕ（ｘ２ｎ＋２－ｘ），ｘ２ｎ＋１≤ｘ≤ｘ２ｎ＋２{ 。

（２８）

在区间（０，ｌ／ｋ）上，则－Δ算子在齐次Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件下的特征值λ^ｉ＝（π
ｉ
ｌ／ｋ）

２，ｉ≥０均为单重特征值，

相应的特征函数为^０（ｘ）＝１／ ｌ／槡 ｋ，^ｉ（ｘ）＝
２
ｌ／槡 ｋｃｏｓ（

πｉｘ
ｌ／ｋ），ｉ＞０。可以看出λ^ｉ＝λｋｉ。

对于（２７），ｄ１λ^１＝ｄ１λｋ＜ｆ０，从而（^ｄ
（１）
２ ，ｕ，ｖ）就为（２７）的分歧点。其中，^ｄ

（ｉ）
２ 定义为将 ｄ

（ｉ）
２ 的表达式

中的λｉ换成λ^ｉ。由（^ｄ
（１）
２ ，ｕ，ｖ）产生的局部分歧也能延拓成整体分歧Γ^１。且延拓出的整体分歧或者在

Ｒ×Ｘ中伸向无穷，或者连接到其他的分歧点。如果前者发生，则将这个分歧分支Γ^１按照（２８）式进行延拓，
就成为系统（５）的由分歧点（ｄ（ｋ）２ ，（ｕ，ｖ））延拓出的分歧分支。这与假设的Γｊ有界相矛盾。如果分歧分
支Γ^１有界，连接到其他的分歧点（^ｄ

（ｔ）
２ ，ｕ，ｖ），ｔ＞１，由于 ｄ^

（ｔ）
２ ＝ｄ

（ｔｋ）
２ ，将分歧分支Γ^１按照（２８）式进行延

拓，就成为系统（５）的由分歧点（ｄ（ｋ）２ ，（ｕ，ｖ））延拓出的分歧分支又连接到（ｄ
（ｔｋ）
２ ，（ｕ，ｖ））。由于 ｔｋ＞ｋ，

这就与 ｋ的选取原则相矛盾。从而，Γｊ从点（ｄ
（ｊ）
２ ，（ｕ，ｖ））出发，在Ｒ×Ｘ中伸向无穷。定理证毕！

上述定理表明：当食饵的扩散系数达到一定程度时（ｄ＝ｄ（ｊ）２ ），捕食者和食饵原有的空间密度分布均匀
的平衡态会不稳定，食物链将以空间密度分布不均匀的平衡态共存。
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