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一类一阶控制系数未知非线性

系统有限时间镇定

刘允刚
（山东大学控制科学与工程学院，山东 济南 ２５００６１）

摘要：应用状态反馈和自适应技术，研究了一类一阶控制系数未知非线性系统有限时间镇定．基于 Ｎｕｓｓｂａｕｍ增益
方法，成功地构造了自适应状态反馈控制器，确保了闭环系统的全局稳定性，并且原系统的状态是有限时间稳定

的（其严格证明是借助于著名的罗彼塔法则完成的）．仿真算例验证了该方法的有效性．
关键词：非线性系统；未知控制系数；自适应控制；Ｎｕｓｓｂａｕｍ增益；有限时间稳定；全局稳定
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ｔｅｍｕｎｄｅｒｔｈｅｄｅｓｉｇｎｅｄｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅｗｈｉｌｅｔｈｅｏｔｈｅｒｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｉｇｎａｌｉｓｂｏｕｎｄｅｄｏｎ［０，∞）．
Ｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｄｅｓｉｇｎｅｄｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｉｓｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｄｂｙａｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅ，ｒｅｇａｒｄｌｅｓｓｏｆｔｈｅａｃｔｕａｌｓｉｇｎａｎｄｖａｌｕｅ
ｏｆｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．

２ Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｙｋｎｏｗｌｅｄｇｅ

Ｔｈｒｏｕｇｈｏｕｔｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ＩＮｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｎａｔｕｒａｌｎｕｍｂｅｒｓ；ＲＲｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓ，ＲＲ＋ｔｈｅｓｅｔｏｆ
ａｌｌｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓ，ａｎｄＲＲｎｔｈｅｒｅａｌｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ，ｎ∈ＩＮ；ａｃｏｎｓｔａｎｔｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｕｎｋｎｏｗｎ，ｉｆｂｏｔｈ
ｉｔｓｖａｌｕｅａｎｄｓｉｇｎａｒｅｕｎｋｎｏｗｎ．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１ Ａｆｕｎｃｔｉｏｎ，Ｎ：［０，∞）→ＲＲ，ｉｓｃａｌｌｅｄａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｉｆｉｔｓａｔｉｓｆｉｅｓ

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｓｕｐ １ｓ∫

ｓ

０
Ｎ（ｖ）ｄ( )ｖ＝＋∞，

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｉｎｆ１ｓ∫

ｓ

０
Ｎ（ｖ）ｄ( )ｖ＝－{ ∞．

（１）

Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，υ →ｅυ
２
ｃｏｓ（πυ／２），υ∈ＲＲ＋，υ →ｌｎ（υ＋１）ｃｏｓ（ ｌｎ（υ＋１槡 ）），υ∈ＲＲ＋，ａｎｄυ →υ２ｃｏｓ（πυ／２），

υ∈ＲＲ＋ａｒｅａｌｌＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅａｂｏｖｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ［１，４］．
ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｌｅｍｍａｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｏｍｅｂａｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．
Ｌｅｍｍａ１ ＩｆＮ：［０，∞）→ＲＲｉｓａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｇ∈ ＲＲａｎｏｎｚｅｒｏｃｏｎｓｔａｎｔ，ｔｈｅｎｇＮ（·）ｉｓａｌｓｏａ

Ｎｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎ．
Ｐｒｏｏｆ Ｉｆｇ＞０，ｔｈｅｎｆｒｏｍＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｇＮ（·）ｉｓａｌｓｏａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎ．
Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｉｆｇ＜０，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｓｕｐ １ｓ∫

ｓ

０
ｇＮ（ｖ）ｄ( )ｖ＝ｇｌｉｍ

ｓ→∞
ｉｎｆ１ｓ∫

ｓ

０
Ｎ（ｖ）ｄ( )ｖ＝＋∞

ａｎｄ

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｉｎｆ１ｓ∫

ｓ

０
ｇＮ（ｖ）ｄ( )ｖ＝ｇｌｉｍ

ｓ→∞
ｓｕｐ １ｓ∫

ｓ

０
Ｎ（ｖ）ｄ( )ｖ＝－∞，

ｗｈｉｃｈｓｈｏｗｔｈａｔｇＮ（·）ｉｓａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎａｓｗｅｌｌ．
Ｌｅｍｍａ１ｉｓｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｔｏｔｈｅｃａｓｅｏｆｇ∈ ＲＲ＼｛０｝ｂｅｉｎｇａｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｍｏｒｅｇｅｎｅｒａｌｌｙ，ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｉｓ

ｄｅｖｏｔｅｄｔｏｔｈｅｃａｓｅｏｆｇｂｅｉｎｇａｆｕｎｃｔｉｏｎ．
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Ｌｅｍｍａ２ Ｌｅｔｇ：［０，∞）→ＲＲｂｅｎｏｎｚｅｒｏａｎｄａｌｗａｙｓｐｏｓｉｔｉｖｅ（ｏｒｎｅｇａｔｉｖｅ）．ＩｆＮ：［０，∞）→ＲＲｉｓａＮｕｓｓｂａｕｍ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｇＮ：［０，∞）→ＲＲｉｓａｌｓｏａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｉｆｆｏｒａｎｙε ＞０，ｇ（υ）＞０，υ≥０ｓａｔｉｓｆｉｅｓ

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｓｕｐ １ｓ∫

ｓ

０
ｖεｇ（υ）ｄ( )υ ＝＋∞， （２）

ｏｒｇ（υ）＜０，υ≥０，

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｉｎｆ１ｓ∫

ｓ

０
υ
εｇ（υ）ｄ( )υ ＝－∞． （３）

Ｐｒｏｏｆ Ｔｈｉｓｃａｎｂｅｓｈｏｗｎｂｙａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎａｒｇｕｍｅｎｔ．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｗｈｅｎｇ（υ）＞０，υ≥０，（２）ｄｏｅｓｎｏｔ
ｈｏｌｄ，ｔｈａｔｉｓ，

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｓｕｐ １ｓ∫

ｓ

０
υ
εｇ（υ）ｄ( )υ ＜＋∞， （４）

ｆｏｒｓｏｍｅε＞０．Ｔｈｅｎ，ｏｎｅｃａｎｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｐｉｅｃｅｗｉｓｅｒｉｇｈｔｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎ（０＜ε＜１）：

Ｎ（υ）＝
０， υ∈［０，３），

υ
ε， υ∈［３ｎ，３ｎ＋１）， ｗｈｅｎｎｉｓｐｏｓｉｔｉｖｅｏｄｄｎｕｍｂｅｒ，

－υε， υ∈［３ｎ，３ｎ＋１）， ｗｈｅｎｎｉｓｐｏｓｉｔｉｖｅｅｖｅｎｎｕｍｂｅｒ
{

，

ｆｏｒｗｈｉｃｈ，ｗｅｈａｖｅ

－１ｓ∫
ｓ

０
υ
εｇ（υ）ｄυ≤

１
ｓ∫

ｓ

０
ｇ（υ）Ｎ（υ）ｄυ≤

１
ｓ∫

ｓ

０
υ
εｇ（υ）ｄυ．

Ｆｒｏｍｔｈｉｓａｎｄ（４），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

－∞ ＜ｌｉｍ
ｓ→∞
ｓｕｐ∫

ｓ

０
ｇ（υ）Ｎ（υ）ｄυ ＜＋∞，

ｗｈｉｃｈｏｂｖｉｏｕｓｌｙｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅｋｎｏｗｎｆａｃｔｔｈａｔｇＮ：［０，∞）→ ＲＲｉｓａＮｕｓｓｂａｕｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ

ｌｉｍ
ｓ→∞
ｓｕｐ（１ｓ∫

ｓ

０
ｇ（υ）Ｎ（υ）ｄυ）＝＋∞．

Ａｎａｌｏｇｏｕｓｌｙ，ｔｈｅａｓｓｅｒｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｇ（υ）＜０，υ≥０ｃａｎｂｅｐｒｏｖｅｎ．
ＦｒｏｍＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１ａｎｄＬｅｍｍａｓ１ａｎｄ２，ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｔｈａｔａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｎｏｔｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｔｏｂｅｅｖｅｎ（ｏｒ

ｏｄｄ）ａｎｄｓｍｏｏｔｈ（ｏｒｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ）．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｎｔｈｅｌａｔｔｅｒｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｔｈｅｐａｐｅｒ，ｗｅｗｉｌｌｃｈｏｏｓｅυ → Ｎ（υ）＝

ｅυ
２
ｃｏｓ（πυ／２）ａｓａｎｅｖｅｎｓｍｏｏｔｈＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｍａｉｎｌｙｆｏｒｔｈｅｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔｗｈｅｎｆｅｅｄｂａｃｋｄｅｓｉｇｎ．
Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｉｓｍｕｃｈｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌａｎｄｐｌａｙｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｏｌｅｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌ

ｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，ｗｈｉｃｈｈａｓｂｅｅｎｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙｐｒｏｖｅｎｉｎ［６］．
Ｌｅｍｍａ３［６］ ＬｅｔｔｆｂｅｓｏｍｅｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｉｎＲＲ＋ｏｒ＋∞，Ｖ：［０，ｔｆ）→ ＲＲ＋ａｎｄζ：［０，ｔｆ）→ ＲＲｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｂｌｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ，ａｎｄＮ（·）ａｎｅｖｅｎｓｍｏｏｔｈＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｆｉｎｅｄａｓζ → ｅζ
２
ｃｏｓ（πζ／２）．Ｉｆｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙｈｏｌｄｓ：

Ｖ（ｔ）≤ ｃ＋∫
ｔ

０
（ｇＮ（ζ（υ））＋１）ｄζ（υ），ｔ∈［０，ｔｆ）， （５）

ｗｈｅｒｅｇ∈ＲＲｉｓａｎｏｎｚｅｒｏｃｏｎｓｔａｎｔａｎｄｃ∈ＲＲｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｓｏｍｅｓｕｉｔａｂｌｅｃｏｎｓｔａｎｔ，ｔｈｅｎｔ→ζ（ｔ），ｔ→Ｖ（ｔ）ａｎｄ

ｔ→∫
ｔ

０
Ｎ（ζ（υ））ｄζ（υ）ａｒｅａｌｌｂｏｕｎｄｅｄｏｎ［０，ｔｆ）．

Ｌｅｔ’ｓｎｅｘｔｔｕｒｎｔｏｐｒｅｓｅｎｔｉｎｇｓｏｍｅｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｙｒｅｓｕｌｔｓｏｎｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ．Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｎｔｈｅ
ｃｏｎｃｅｐｔｏｆｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｗａｓｒｉｇｏｒｏｕｓｌｙｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｉｎｔｈｅｓｅｍｉｎａｌｐａｐｅｒ［１１］ａｎｄｔｏｄａｙｈａｓｂｅｅｎｗｅｌｌｒｅｃｏｇｎｉｚｅｄ
ａｎｄｗｉｄｅｌｙａｄｏｐｔｅｄｉｎｔｈｅｒｅｌｅｖａｎｔｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２［１１］ Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｘ（ｔ）＝ ｆ（ｘ（ｔ））ｏｎｄｏｍａｉｎＤ ＲＲｎｗｉｔｈ

ｆ（０）＝０ａｎｄｘ（０）＝ｘ０．ＩｔｓｚｅｒｏｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔａｎｏｐｅｎｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＢ Ｄｏｆｔｈｅ
ｏｒｉｇｉｎａｎｄａｆｕｎｃｔｉｏｎＴ：Ｂ＼｛０｝→ （０，∞），ｃａｌｌｅｄｔｈｅｓｅｔｔｌｉｎｇｔｉｍｅｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏ
ｓｔａｔｅｍｅｎｔｓｈｏｌｄ：

第３期 ＬＩＵＹｕｎｇａｎｇ：Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ３９



（Ⅰ）（Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ）Ｆｏｒｅｖｅｒｙｘ０∈ Ｂ＼｛０｝，ｘ（ｔ）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｏｎ［０，Ｔ（ｘ０）），ｘ（ｔ）∈ Ｂ＼｛０｝，

ｆｏｒａｎｙｔ∈［０，Ｔ（ｘ０）），ａｎｄｌｉｍｔ→Ｔ（ｘ０）ｘ（ｔ）＝０．

（Ⅱ）（Ｌｙａｐｕｎｏｖｓｔａｂｉｌｉｔｙ）ＦｏｒａｎｙｏｐｅｎｓｅｔＵεｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎｉｎＢ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｏｐｅｎｓｅｔＵδｓｕｃｈｔｈａｔ０∈

ＵδＢ ａｎｄｆｏｒｅｖｅｒｙｘ０∈Ｕε ＼｛０｝，ｘ（ｔ）∈Ｕδｆｏｒａｎｙｔ∈［０，Ｔ（ｘ０））．
ＴｈｅｚｅｒｏｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｓｙｓｔｅｍｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅｉｆｉｔｉｓｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅａｎｄＤ＝

Ｂ ＝ＲＲｎ．
Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａａｌｒｅａｄｙａｖａｉｌａｂｌｅｉｎｔｈｅｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｇｉｖｅｓｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｇｌｏｂａｌｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ

ｉｎｔｈｅＬｙａｐｕｎｏｖｍａｎｎｅｒ．
Ｌｅｍｍａ４［１２］ Ｆｏｒａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｙｓｔｅｍｘ（ｔ）＝ｆ（ｘ（ｔ））ｗｉｔｈｆ（０）＝０ａｎｄｘ（０）＝ｘ０，ｓｕｐｐｏｓｅ
ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａＣ１ｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅａｎｄｐｒｏｐｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎＶ：ＲＲｎ→ＲＲ，ａｎｄｒｅａｌｎｕｍｂｅｒｓｋ＞０ａｎｄα∈（０，１）ｓｕｃｈ
ｔｈａｔＶ＋ｋＶα ｉｓｎｅｇａｔｉｖｅｓｅｍｉｄｅｆｉｎｉｔｅ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｚｅｒｏｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅ，ａｎｄ

ｍｏｒｅｏｖｅｒｔｈｅｓｅｔｔｌｉｎｇｔｉｍｅＴ≤
Ｖ１－α（ｘ０）
ｋ（１－α）

．

２ Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｔｈｅｇｌｏｂａｌｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｃｏｎｔｒｏｌａｆｆｉｎｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｉｎｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｆｏｒｍ：

ｘ＝ｇｕ＋ｘ（ｘ）， （６）
ｗｈｅｒｅｘｉｓｔｈｅｓｃａｌａｒｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａｔａｘ（０）＝ｘ０，ｇｉｓａｎｏｎｚｅｒｏｃｏｎｓｔａｎｔｗｉｔｈｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｓｉｇｎ
ａｎｄｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｖａｌｕｅ，ａｎｄ：ＲＲ→ＲＲｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｎｄｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｔｏｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ：
Ａ１．ＴｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｏｐｅｎｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＮｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎ，ｓｕｃｈｔｈａｔ（ｘ）＜０ｆｏｒｅｖｅｒｙｘ∈Ｎ．
Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（６）ｉｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｄｕｅｔｏｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｓｉｇｎｏｆｇ．Ｆｏｒｓｕｃｈｓｉｍｐｌｅ

ｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｓｙｓｔｅｍｓ，ｔｈｅｒｅｈａｓｂｅｅｎａｖａｉｌａｂｌｅｍｅｔｈｏｄｓ（ｓｅｅｅ．ｇ．［６７］）ｔｏａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｉｌｉｚｅｔｈｅｓｙｓｔｅｍ
ｓｔａｔｅｓ，ｂｕｔｗｈｉｃｈｃａｎｎｏｔｒｅａｌｉｚｅｔｈｅｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｆｏｒａｎｙｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅ．
Ｔｈｅｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｓｅａｒｃｈｆｏｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌａｗ：


ζ ＝μ（ζ，ｘ），
ｕ＝ρ（ζ，ｘ），

ｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（６）ｓｕｃｈｔｈａｔｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｆｉｎｉｔｅ
ｓｅｔｔｌｉｎｇｔｉｍｅτ≥０ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｌｉｍ
ｔ→τ
ｘ（ｔ）＝０， ａｎｄ ｘ（ｔ）＝０， ｔ＞τ，

ｗｈｉｌｅｔｈｅｏｔｈｅｒｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｔａｔｅζ∈ＲＲｉｓｂｏｕｎｄｅｄｏｎ［０，∞）．
Ｒｅｍａｒｋ１ ＩｔｉｓａｐｐａｒｅｎｔｔｈａｔｕｎｄｅｒＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎＡ１，ｔｈｅｏｒｉｇｉｎｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）ｉｓｌｏｃａｌｌｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙ

ｓｔａｂｌｅｗｈｅｎｎｏｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔｓｉｎｃｅｆｏｒｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｄｅｆｉｎｉｔｅＷ（ｘ）＝ｘ２，ｉｔｓｔｉｍｅｄｅｒｉｖａｔｉｖｅＷ ＝ｘ２（ｘ）ｉｓｎｅｇａｔｉｖｅ
ｄｅｆｉｎｉｔｅｉｎＮ．Ｆｒｏｍｔｈｅｌａｔｅｒｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ，ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｔｈａｔｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｓｕｃｈｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＮｗｉｌｌｐｌａｙａ
ｃｒｕｃｉａｌｒｏｌｅｉｎｏｂｔａｉｎｉｎｇｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｏｂｊｅｃｔｉｖｅｏｆｔｈｅｐａｐｅｒ．
２．１ Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｉｇｎ
Ｂｅｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｃｅｏｆｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｇ，ｉ．ｅ．，ｂｏｔｈｉｔｓｖａｌｕｅａｎｄｓｉｇｎａｒｅｕｎｋｎｏｗｎ，

ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｉｇｎｉｓｖｅｒｙｈａｒｄ，ｉｆｎｏｔｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅ．Ｉｔｈａｓｂｅｅｎｓｈｏｗｎｔｈａｔｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｔｈｅｍｅｔｈｏｄ
ｂａｓｅｄｏｎＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓａｎｅｆｆｅｃｔｕａｌｔｏｏｌｗｉｔｈｏｕｔｗｏｒｒｙｉｎｇｔｏｏｍｕｃｈａｂｏｕｔｔｈｅｉｒｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｔｈｅ
ｎｅｗｅｓｔｒｅｓｕｌｔａｖａｉｌａｂｌｅｔｈｕｓｆａｒｉｎｔｈｅｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｔｒｏｌｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｉｓｐｒｏｂａｂｌｙｔｈａｔｉｎ［１７］，ｗｈｉｃｈ，ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｓ
ａｐｐｌｉｃａｂｌｅｔｏｔｈｅｃｌａｓｓｏｆｕｎｃｅｒｔａｉｎｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．
Ｉｎｔｈｉｓｓｕｂｓｅｃｔｉｏｎ，ａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｉｓｄｅｓｉｇｎｅｄｆｏｒｓｙｓｔｅｍ（６）ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＬｙａｐｕｎｏｖｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅｕｎｉｖｅｒｓａｌａｄａｐｔｉｖｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｂａｓｅｄｏｎａＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎ．Ａｌｓｏ，ａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｔｈｅｏｒｅｍａｎｄａｋｅｙ
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ｌｅｍｍａａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍａｎｄｒｅｖｅａｌｔｈｅｍｏｓｔｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆ
ｓｕｃｈｔｙｐｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

ＬｅｔＶ＝ ｘ
２－ｖ

２－ｖｂｅｔｈｅＬｙａｐｕｎｏｖｃａｎｄｉｄａｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｉｇｎ，ｗｈｅｒｅｖ∈（０，１）ｉｓａｒａｔｉｏａｓ
２ｐｖ
ｑｖ

ｗｉｔｈｐｖｂｅｉｎｇａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄｑｖａｐｏｓｉｔｉｖｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒ．Ｔｈｅｎ，ａｌｏｎｇｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｓｙｓｔｅｍ（６），ｉｔｉｓｅａｓｙ
ｔｏｇｅｔ

Ｖ＝ｘ１－ｖ（ｇｕ＋ｘ（ｘ））． （７）

Ａｓｍｅｎｔｉｏｎｅｄｅａｒｌｉｅｒ，ｃｈｏｏｓｅｔｈｅＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎＮ（·）ａｓｋ→Ｎ（ｋ）＝ｅｋ
２
ｃｏｓ（πｋ／２）ａｎｄｄｅｓｉｇｎａｎａｄａｐｔｉｖｅ

ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒａｓｆｏｌｌｏｗｓ：
ｋ＝ｘ１－ｖ（ｘ１－ｖ１ ＋ｘ｜（ｘ）｜）， ｋ（０）＝ｋ０ ＞０，

ｕ＝Ｎ（ｋ）（ｘ１－ｖ１ ＋ｘ｜（ｘ）｜
{

），
（８）

ｗｈｅｒｅｖ１∈（０，１）ｉｓａｎｏｔｈｅｒｒａｔｉｏａｓ
２ｐｖ１
ｑｖ１
ｗｉｔｈｐｖ１ ｂｅｉｎｇａｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄｑｖ１ ａｐｏｓｉｔｉｖｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒ，ａｎｄ

ｓａｔｉｓｆｉｅｓｖ＋２ｖ１ ＞２（ｖｈａｓｂｅｅｎｄｅｆｉｎｅｄａｂｏｖｅ），ａｎｄｔ→ ｋ（ｔ）∈ＲＲ＋，ｔ∈ＲＲ＋ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅａｄａｐｔｉｖｅｕｐｄａｔｉｎｇ

ｓｉｇｎａｌ．Ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｎｇ（８）ｉｎｔｏ（７）ｃｏｎｃｌｕｄｅｓｔｈａｔ
Ｖ＝ｇＮ（ｋ）（ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋ｘ２－ｖ｜（ｘ）｜）＋ｘ２－ｖ（ｘ）≤

－ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋（ｇＮ（ｋ）＋１）（ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋ｘ２－ｖ｜（ｘ）｜）＝
－ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋（ｇＮ（ｋ）＋１）ｋ， （９）

ｉｎｓｏｍｅｓｍａｌｌｉｎｔｅｒｖａｌ［０，ｔｆ），ｗｈｅｒｅｔｆ＞０．Ｆｒｏｍｔｈｉｓ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｆｏｒａｎｙｔｉｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，ｔｆ），

Ｖ（ｔ）≤ ｃ＋∫
ｔ

０
（ｇＮ（ｋ（μ））＋１）ｋ（μ）ｄμ， （１０）

ｗｈｅｒｅｃｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｓｏｍｅａｐｐｒｏｐｒｉａｔｅｃｏｎｓｔａｎｔｄｅｐｅｎｄｉｎｇｏｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａｔａｘ（０）ｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）．
Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｉｎｔｅｒｍｅｄｉａｔｅｒｅｓｕｌｔｔｏｕｌｔｉｍａｔｅｌｙｅｓｔａｂｌｉｓｈｔｈｅｇｌｏｂａｌｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆ

ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｎｇｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１ ＵｎｄｅｒｔｈｅａｓｓｕｍｐｔｉｏｎＡ１，ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｘ（ｔ），ｋ（ｔ））ｏｆｓｙｓｔｅｍ（６）ｗｉｔｈ（８）ｉｎｔｈｅｌｏｏｐｉｓｗｅｌｌ

ｄｅｆｉｎｅｄａｎｄｂｏｕｎｄｅｄｏｎ［０，∞）ｆｏｒａｎｙｉｎｉｔｉａｌｄａｔａｘ（０）ａｎｄｋ（０）．Ｍｏｒｅｓｐｅｃｉｆｉｃａｌｌｙ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ（ｔ）
ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏ０ａｓｔｉｍｅｔｇｏｅｓｔｏ＋∞，ｗｈｉｌｅｌｉｍｔ→∞ｋ（ｔ）＝ｋｃｆｏｒｓｏｍｅｋｃ＞０．
Ｐｒｏｏｆ Ａｓａｌｒｅａｄｙｍｅｎｔｉｏｎｅｄ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓｓｏｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，ｔｆ），０＜ｔｆ＜∞，ｉｎｗｈｉｃｈｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ

ｈａｓｓｏｌｕｔｉｏｎｓｄｕｅｔｏｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｙｎａｍｉｃｓ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｂｙＬｅｍｍａ２ｉｎＰａｇｅ１０７ｏｆ［２０］ａｎｄＴｈｅｏｒｅｍ４３ｉｎＰａｇｅ
５９ｏｆ［２１］，ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｄｙｎａｍｉｃｓ，ｉｔｃａｎｂｅｓｈｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｓｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｅｕｎｉｑｕｅｉｎｆｏｒｗａｒｄ
ｔｉｍｅａｎｄａｒｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｌｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｎｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ［１１，１８］．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｉｓｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄｏｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，ｔｆ）．Ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，
ｔｆ）ｃａｎｂｅｍａｘｉｍｉｚｅｄｔｏｔｈｅｍａｘｉｍａｌｉｎｔｅｒｖａｌ［０，Ｔｆ）ｆｏｒｓｏｍｅＴｆ，ｗｈｅｒｅｔｆ≤ Ｔｆ≤ ∞．Ｔｈｅｎｂｙｔｈｅ
ａｆｏｒｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄＬｅｍｍａ３，ｗｅｅａｓｉｌｙａｃｈｉｅｖｅｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｏｆｋ（ｔ）ａｎｄＶ（ｔ），ａｓｗｅｌｌａｓｘ（ｔ）ｏｎｔｈｅｍａｘｉｍａｌ
ｉｎｔｅｒｖａｌ［０，Ｔｆ）．
ＷｅｎｅｘｔｐｒｏｖｅＴｆ＝＋∞ｂｙａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎａｒｇｕｍｅｎｔ．ＳｕｐｐｏｓｅｔｈａｔＴｆ＜＋∞．Ｔｈｅｎ，Ｔｆｗｏｕｌｄｂｅｔｈｅｆｉｎｉｔｅ

ｅｓｃａｐｅｔｉｍｅｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｉｓｅｖｉｄｅｎｔｌｙｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｏｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔａｎｙｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ
ｓｙｓｔｅｍ（６）ａｎｄ（８）ｉｓｂｏｕｎｄｅｄｏｎｔｈｅｍａｘｉｍａｌｉｎｔｅｒｖａｌ［０，Ｔｆ），ａｎｄｈｅｎｃｅａｌｓｏｂｏｕｎｄｅｄａｔｔ＝Ｔｆｄｕｅｔｏｔｈｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆａｎｙｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ．
Ａｓａｎｉｍｍｅｄｉａｔｅｒｅｓｕｌｔ，ｋ，ｕ，ｘａｎｄｘ̈ａｒｅａｌｌｂｏｕｎｄｅｄｏｎ［０，∞），ａｎｄｉｎｔｕｒｎ，ｕｓｉｎｇｔｈｅｗｅｌｌｋｎｏｗｎ

Ｂａｒｂａｌａｔ’ｓＬｅｍｍａ，ｉｔｃａｎｂｅｃｏｎｃｌｕｄｅｄｔｈａｔｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝０．Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ（８），ｉ．ｅ．，ｋ（ｔ）≥０，

ｔ≥０，ｋ（０）＞０ａｎｄｔｈｅｐｒｏｖｅｎｆａｃｔｋ（ｔ）＜∞ ｏｎ［０，∞），ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｋ（ｔ）ｍｏｎｏｔｏｎｉｃａｌｌｙｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｌｙ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｓｔｏｉｔｓｆｉｎｉｔｅｌｉｍｉｔａｓｔｉｍｅｇｏｅｓｔｏｉｎｆｉｎｉｔｙ，ｔｈａｔｉｓ，ｌｉｍｔ→∞ｋ（ｔ）＝ｋｃｆｏｒａｆｉｎｉｔｅｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｋｃ．Ｔｈｉｓ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ．

第３期 ＬＩＵＹｕｎｇａｎｇ：Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ４１



Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｅｍｍａｒｅｖｅａｌｓｔｈｅｍｏｓｔｉｎｔｒｉｎｓｉｃｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｓｕｃｈｔｙｐｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｔｈａｔｉｓ，ｂｙｔｈｅ
Ｎｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｓｉｇｎｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｇｃａｎｂｅｓｕｃｃｅｓｓｆｕｌｌｙｅｓｔｉｍａｔｅｄ，ａｓｗｉｌｌｂｅｓｅｅｎ
ｔｈａｔｔｈｅｓｉｇｎｏｆｔｈｅＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎｔ→ Ｎ（ｋ（ｔ））ｅｖｅｎｔｕａｌｌｙｂｅｃｏｍｅｓｔｈｅｏｐｐｏｓｉｔｅｓｉｇｎｏｆｇｗｈｅｎｔｉｍｅｇｏｅｓ

ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅ，ｗｈｉｌｅＮ（ｋ）ｉｓａｍｅａｓｕｒａｂｌｅｓｉｇｎａｌａｎｄｈｅｎｃｅａｐｐｌｉｃａｂｌｅｆｏｒｆｅｅｄｂａｃｋｄｅｓｉｇｎ．
Ｌｅｍｍａ５ Ｆｏｒｔｈｅａｄａｐｔｉｖｅｕｐｄａｔｉｎｇｓｉｇｎａｌｋ（ｔ）ｇｉｖｅｎｂｙ（８）ｗｉｔｈｔｈｅｎｏｎｚｅｒｏｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ

（ｉ．ｅ．，ｘ（０）≠０ａｎｄｋ（０）≠０），ｉｔｓｌｉｍｉｔｅｘｉｓｔｓａｓｔ→ ∞（ｄｅｎｏｔｅｄｂｙｋｃ），ａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｌａｔｉｏｎ：

ｇＮ（ｋｃ）＝ｇｅ
（ｋ２ｃ）ｃｏｓ（πｋｃ／２）≤０． （１１）

Ｐｒｏｏｆ ＩｔｈａｓｂｅｅｎｓｈｏｗｎｉｎＴｈｅｏｒｅｍ１ｔｈａｔｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｔｈｅｌｉｍｉｔｋｃ＞０ｏｆｋ（ｔ）ａｓｔ→ ∞．Ｗｅｎｅｘｔｏｎｌｙ
ｐｒｏｖｅｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｎｅｓｓｏｆｒｅｌａｔｉｏｎ（１１）．Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ（１１）ｄｏｅｓｎｏｔｈｏｌｄ．Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ

ｇｅ（ｋ
２
ｃ）ｃｏｓ（πｋｃ／２）＞０． （１２）

Ｗｅｗｉｌｌｓｈｏｗｔｈｉｓｉｓｎｏｔｔｒｕｅｂｙａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎａｒｇｕｍｅｎｔ．Ｂｙｓｏｍｅｅｖｉｄｅｎｔｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｓｅｅｔｈａｔ

ｗｈｅｔｈｅｒｘ（ｔ）≠０ｆｏｒａｌｌｔ≥０ｏｒｘ（ｔ）ｒｅａｃｈｅｓｚｅｒｏａｔａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅａｎｄｒｅｍａｉｎｓｚｅｒｏｆｏｒｅｖｅｒａｆｔｅｒ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅ

ｒｅｓｔｐｒｏｏｆｉｓｂｒｏｋｅｎｕｐｉｎｔｏｔｗｏｓｅｐａｒａｔｅｐａｒｔｓ：（Ⅰ）ｆｏｒａｎｙｔ≥０，ｘ（ｔ）≠０，ｔｈｏｕｇｈｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝０（Ｔｈｉｓｈａｓ
ｂｅｅｎｐｒｏｖｅｎｉｎａｂｏｖｅＴｈｅｏｒｅｍ１）；ａｎｄ（Ⅱ）ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｔｅａｔｗｈｉｃｈｘ（ｔｅ）＝０，ａｎｄｘ（ｔ）＝０ｆｏｒａｎｙ
ｔ≥ ｔｅ．

（Ⅰ）Ｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｔ≥０，ｘ（ｔ）≠０，ｆｒｏｍ（１２）ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｋ（ｔ）ｉｎｔ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｃｇ ＞０，ｔｈｅｒｅｉｓａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｔｃｇ（ｍａｙｂｅｖｅｒｙｌａｒｇｅ）ｓｕｃｈｔｈａｔｇｅｘｐ（ｋ

２（ｔ））ｃｏｓ（πｋ（ｔ）／２）≥

ｃｇ ＞０ｉｎ［ｔｃｇ，∞）．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｖｅｎｆａｃｔｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝０ａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆｘ（ｔ）ｉｎｔ，ｉｔ

ｃｏｎｃｌｕｄｅｓｔｈａｔｆｏｒａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｃｏｎｓｔａｎｔｃ１ ＞０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｏｔｈｅｒｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｔｄ∈ ［ｔｃｇ，∞）ａｔｗｈｉｃｈ

｜ｘ（ｔｄ）｜＝ｃ１ａｎｄｓｕｃｈｔｈａｔ
ｃ２－ｖ－ｖ１１ （ｃｇ＋ｃｇｃｖ１１ ｍｉｎ

ｘ∈［－ｃ１，ｃ１］
｜（ｘ）｜－ｃｖ１１ ｍａｘ

ｘ∈［－ｃ１，ｃ１］
｜（ｘ）｜）＞０，

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔＶ（ｔｄ）＞０ａｎｄｉｎｔｕｒｎｃｏｎｃｌｕｄｅｓｔｈａｔ｜ｘ（ｔ）｜≥ｃ１，ｔ∈［ｔｄ，∞）．Ｔｈｉｓｏｂｖｉｏｕｓｌｙｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓ
ｔｈｅｐｒｏｖｅｎｆａｃｔｌｉｍｔ→∞ｘ（ｔ）＝０．
（Ⅱ）Ｉｎｔｈｅｃａｓｅ，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｅ≥０ｉｓｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅａｔｗｈｉｃｈｘ（ｔｅ）＝０．ＴｈｅｎＶ（ｔｅ）＝０ａｎｄｋ（ｔｅ）＝

０，ａｎｄｈｅｎｃｅｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｗｉｌｌｓｅｔｔｌｅｄｏｗｎａｔｔｈｉｓｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅ，ｏｒｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｘ（ｔ）＝０，ｔ∈［ｔｅ，∞）

ａｎｄｋ（ｔ）＝ｋｃ，ｔ∈［ｔｅ，∞）．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｒｅｓｔｒｉｃｔｏｕｒａｔｔｅｎｔｉｏｎｔｏｔｈｅｃａｓｅｏｆｔｅ＞０ｓｉｎｃｅｔｅ＝０ｉｓｔｈｅ
ｔｒｉｖｉａｌｃａｓｅａｎｄｈｅｎｃｅｉｔｄｏｅｓｎｏｔｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｔｈｉｓｌｅｍｍａ．Ｆｒｏｍ（１２），ｋ（ｔｅ）＝ｋｃａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆ
ｋ（·），ｉｔｃｏｎｃｌｕｄｅｓｔｈａｔｇｅｘｐ（ｋ２（ｔ））ｃｏｓ（πｋ（ｔ）／２）≥ ｃ２ｏｎｓｏｍｅｉｎｔｅｒｖａｌ［ｔｅ－ε，ｔｅ）ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｓε＞０
ａｎｄｃ２ ＞０．Ａｄｄｉｔｉｏｎａｌｌｙ，ａｔｔｈｅｔｉｍｅｔｅ－ε，ｔｈｅｒｅｈｏｌｄｓ｜ｘ（ｔｅ－ε）｜≥ ｃ３ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｃ３ ＞０．Ｓｉｍｉｌａｒｔｏ
ｔｈｅａｒｇｕｍｅｎｔｏｆ（Ⅰ），ｉｆεｉｓｃｈｏｓｅｎｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｎｓｔａｎｔｃ３ｗｉｌｌｂｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｓｏｔｈａｔ

ｃ２－ｖ－ｖ１３ （ｃ２＋ｃ２ｃｖ１３ ｍｉｎ
ｘ∈［－ｃ３，ｃ３］

｜（ｘ）｜－ｃｖ１３ ｍａｘ
ｘ∈［－ｃ３，ｃ３］

｜（ｘ）｜）＞０．

ＴｈｉｓｗｉｌｌｒｅｓｕｌｔｉｎＶ（ｔｅ－ε）＞０，ａｎｄｉｎｔｕｒｎ｜ｘ（ｔ）｜≥ ｃ３ ＞０，ｔ∈ ［ｔｅ－ε，∞）．Ｔｈｉｓｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅ
ａｓｓｕｍｅｄｆａｃｔｘ（ｔ）＝０，ｔ∈［ｔｅ，∞）．
Ｔｈｅｂｏｔｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｓｆｏｒｐａｒｔｓ（Ⅰ）ａｎｄ（Ⅱ）ｕｎｄｅｒ（１２）ｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎ（１１）ｉｓｃｏｒｒｅｃｔ．Ｔｈｉｓ

ｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ．
２．２ Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ
Ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅｏｒｅｍｗｈｉｃｈｓｕｍｍａｒｉｚｅｓｔｈｅｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐａｐｅｒ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ２ Ｗｉｔｈｔｈｅｄｅｓｉｇｎｅｄａｄａｐｔｉｖｅｓｔａｔｅｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌａｗ（８）ｉｎｔｈｅｌｏｏｐ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（６）ｕｎｄｅｒ

ＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎＡ１ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｓｔａｂｌｅ，ａｎｄｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ（ｔ）ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅ，ｔｈａｔｉｓ，ｆｏｒａｎｙ
ｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅτ，ｓｕｃｈｔｈａｔｌｉｍｔ→τｘ（ｔ）＝０，ａｎｄｘ（ｔ）＝０ｆｏｒａｌｌｔ≥τ．
Ｐｒｏｏｆ Ｔｈｅｇｌｏｂａｌｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｉｓｅｖｉｄｅｎｔｆｒｏｍｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ（ｅ．ｇ．Ｔｈｅｏｒｅｍ１）．
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Ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｓｈｏｗｔｈｅｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ（ｔ）．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｗｈｅｎｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｄａｔａ

ｘ（０）＝０，ｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｈｏｌｄ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｗｅｎｅｘｔｒｅｓｔｒｉｃｔｏｕｒａｔｔｅｎｔｉｏｎｔｏｔｈｅｃａｓｅｘ（０）≠ ０．
Ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｓｇｎ（ｇ）＝＋１ａｎｄｘ（０）＞０．Ｔｈｅｎ，ｆｒｏｍＬｅｍｍａ５，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ
Ｎ（ｋｃ）＝ｅｘｐ（ｋ２ｃ）ｃｏｓ（πｋｃ／２）≤０．Ｔｈｅｒｅｓｔｐｒｏｃｅｅｄｓｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃａｓｅｓ：（Ⅰ）Ｎ（ｋｃ）＜０；ａｎｄ
（Ⅱ）Ｎ（ｋｃ）＝０．
（Ⅰ）ＷｈｅｎＮ（ｋｃ）＜０，ｔｈｅｎａｐｐａｒｅｎｔｌｙｆｏｒａｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｌａｒｇｅｔｉｍｅｔｇ≥０，ｔｈｅｒｅｉｓａｃｏｎｓｔａｎｔｃｇ ＞０，ｓｕｃｈ

ｔｈａｔＮ（ｋ（ｔ））≤－ｃｇ，ｔ∈ ［ｔｇ，∞）．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｉｎｔｈｅｉｎｔｅｒｖａｌ［０，ｔｇ］，ｘ（ｔ）≠ ０
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓｗｏｕｌｄａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｈｏｌｄ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｎｏｔｈｅｒｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｔｄ∈ （ｔｇ，∞），ａｔｗｈｉｃｈ

｜ｘ（ｔｄ）｜≠０，ａｎｄｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｃｏｎｓｔａｎｔｃ１ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ｜ｘ（ｔ）｜≤ ｃ１，ｔ≥ ｔｄａｎｄ
ｇｃｇ
２ －ｃ

ｖ１１ ｍａｘ
ｘ∈［－ｃ１，ｃ１］

｜（ｘ）｜≥０，

ａｎｄｈｅｎｃｅｗｅｈａｖｅ

Ｖ≤－ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋（ｇＮ（ｋ）＋１）（ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋ｘ２－ｖ｜（ｘ）｜）≤－
ｇｃｇ
２ｘ

２－ｖ－ｖ１ ＝－珋ｋＶα， （１３）

ｆｏｒａｎｙｘ∈［－ｃ１，ｃ１］，ｗｈｅｒｅ０＜α ＝
２－ｖ－ｖ１
２－ｖ ＜１ａｎｄ珋ｋ＝

ｇｃｇ
２（２－ｖ）

α ＞０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙＬｅｍｍａ４，

ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ（ｔ）ｃａｎｂｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ａｎｄｔｈｅｓｅｔｔｌｉｎｇｔｉｍｅＴ≤ ｔｄ＋
Ｖ１－α（ｔｄ）
（１－α）

．

（Ⅱ）ＦｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆＮ（ｋｃ）＝０，ｉｆｔｈｅｒｅｉｓａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅτ≥０ｓｕｃｈｔｈａｔ
ｌｉｍ
ｔ→τ
Ｎ（ｋ（ｔ））＝０， Ｎ（ｋ（ｔ））＝０， ｔ＞τ， （１４）

ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈａｔｉｎ［τ，∞），ｋ（ｔ）＝ｋｃ，ｉ．ｅ．，ｋ（ｔ）＝０ａｎｄｉｎｔｕｒｎｘ（ｔ）＝０ｉｎ［τ，∞），ａｎｄｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｔｈｅ
ｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ（ｔ）ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅｗｉｔｈｔｈｅｓｅｔｔｌｉｎｇｔｉｍｅＴ≤τ．
Ｔｈｅｎｅｘｔｔｕｒｎｓｔｏｔｈｅｏｔｈｅｒｃａｓｅｏｆｎｏｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅτ≥０ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇ（１３），ｍｅａｎｗｈｉｌｅｌｉｍｔ→∞Ｎ（ｋ（ｔ））＝Ｎ（ｋｃ）＝

０．Ｔｈｉｓｍｅａｎｓｔｈａｔｆｏｒａｎｙｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈｂｕｔｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｔ，ｔｈｅｒｅｗｏｕｌｄａｌｗａｙｓｈｏｌｄＮ（ｋ（ｔ））＜０ａｎｄｘ（ｔ）≠０．
Ｗｅｗｉｌｌｓｈｏｗｔｈｉｓｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅｂｙａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎａｒｇｕｍｅｎｔ，ｔｈａｔｉｓ，ｔｈｅｒｅｍｕｓｔｂｅａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅτ ＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔ

ｋ（ｔ）＝ｋｃａｎｄｘ（ｔ）＝０ｆｏｒａｎｙｔ∈［τ，∞）．Ｆｏｒｔｈｅａｉｍ，ｗｅｎｅｅｄｆｉｒｓｔｔｏｅｘａｍｉｎｅｔｈｅｌｉｍｉｔｏｆ
Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ１（ｔ） ａｓｔｈｅ

ｔｉｍｅｔｇｏｅｓｔｏ＋∞．Ｉｎｆａｃｔ，ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｄＮ（ｋ（ｔ））／ｄｔ
ｄｘｖ１（ｔ）／ｄｔ ＝ｌｉｍｔ→∞

ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ１（ｔ） ＝ｌｉｍ

ｔ→∞

ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｋ（ｔ） ·

ｄｋ（ｔ）
ｄｔ·

ｄｔ
ｄｘ（ｔ）·

ｄｘ（ｔ）
ｄｘｖ１（ｔ( )）．

Ｆｒｏｍｔｈｉｓａｎｄｎｏｔｉｎｇｔｈａｔ
ｄＮ（ｋ）
ｄｋ ＝２ｋｅｘｐ（ｋ２）ｃｏｓ（πｋ／２）－π／２ｅｘｐ（ｋ２）ｓｉｎ（πｋ／２）→

π／２ｅｘｐ（ｋ２ｃ）ａｓｔ→＋∞ｓｉｎｃｅｃｏｓ（πｋ／２）→０－，

ｄｘ
ｄｘｖ１ ＝１／

（ｄｘｖ１／ｄｘ）＝１／（ｖ１ｘｖ１－１），

ｄｋ（ｔ）
ｄｔ ＝ｋ（ｔ）＝ｘ１－ｖ（ｘ１－ｖ１ ＋ｘ｜（ｘ）｜），

ｄｔ
ｄｘ（ｔ）＝１／ｘ（ｔ）＝

１
ｇＮ（ｋ（ｔ））（ｘ１－ｖ１ ＋ｘ｜（ｘ）｜）＋ｘ（ｘ）

，

ｗｅｅａｓｉｌｙｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ１（ｔ） ＝－π／２ｅｘｐ（ｋ２ｃ）ｌｉｍ

ｔ→∞

ｘ１－ｖ（ｘ１－ｖ１ ＋ｘ｜（ｘ）｜）
ｇｖ１Ｎ（ｋ（ｔ））＋ｇｖ１Ｎ（ｋ（ｔ））ｘｖ１ ｜（ｘ）｜＋ｖ１ｘｖ１（ｘ）

＝

πｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ１

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ２－ｖ－ｖ１
－ｇＮ（ｋ（ｔ））－ｘｖ１（ｘ）

． （１５）
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Ｃｌｅａｒｌｙ，ｉｔｃａｎｂｅｓｅｅｎｔｈａｔｔｈｅｔｉｍｅｔｉｓｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈｔｏｅｎｓｕｒｅｔｈａｔｇＮ（ｋ（ｔ））＜０ａｎｄｘ（ｔ）ｗｉｌｌｅｎｔｅｒｔｈｅｓｅｔＮ
ｄｅｆｉｎｅｄｉｎａｓｓｕｍｐｔｉｏｎＡ１ａｎｄｒｅｍａｉｎｉｎｉｔｆｏｒｅｖｅｒａｆｔｅｒ，ａｎｄｔｈｕｓｗｅｈａｖｅ（ｘ（ｔ））＜０．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｆ
Ｎ（ｋ（ｔ））＝ｏ（ｘｖ１）ｗｈｅｎｘｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌｉｎｍａｇｎｉｔｕｄｅ，ｔｈｅｎｂｙ（１４）ａｎｄｎｏｔｉｎｇ２－ｖ－２ｖ１ ＜０，ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ１（ｔ） ＝ｌｉｍ

ｔ→∞

－ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ１（ｔ） ＝π

ｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ１

ｌｉｍ
ｘ→０

＋

ｘ２－ｖ－ｖ１
－ｘｖ１（ｘ）

＝π
ｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ１

ｌｉｍ
ｘ→０

＋

ｘ２－ｖ－２ｖ１
－（０）＝＋

∞，

ａｎｄｉｎｔｕｒｎｂｙＬ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ’ｓＲｕｌｅ［１９］（ｓｉｎｃｅｉｔｃａｎｂｅｅａｓｉｌｙｖｅｒｉｆｉｅｄｔｈａｔｄｘｖ１／ｄｔ≠ ０ｉｎｅｖｅｒｙｒｉｇｈｔｈａｎｄ
ｎｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄｏｆ０ｉｎｘ），

ｌｉｍ
ｔ→∞

－Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ１（ｔ） ＝ｌｉｍ

ｔ→∞

－ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ１（ｔ） ＝＋∞，

ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ１（ｔ） ＝ｌｉｍ

ｘ→０
＋

ｏ（ｘｖ１）
ｘｖ１ ＝０．

ＩｆＮ（ｋ（ｔ））＝Ｏ（ｘｖ１）ｗｈｅｎｘｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，ａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｗｏｕｌｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｂｙｔｈｅｓｉｍｉｌａｒａｎａｌｙｓｉｓｔｏｔｈｅ
ａｂｏｖｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔ．
Ｉｔｃａｎｂｅｔｕｒｎｅｄｏｕｔｔｈａｔｔｈｅｏｎｌｙｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙｉｓｔｈａｔｗｈｅｎｘ≠０ｉｓｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｓｍａｌｌ，

ｋ１｜ｘ（ｔ）｜ｖ２ ＜－Ｎ（ｋ（ｔ））＜ｋ２｜ｘ（ｔ）｜ｖ３， （１６）

ｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｓｋ１ ＞０，ｋ２＞０，ｖ１＞ｖ２＞１－
ｖ
２＞０ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇｖ２＝

２ｑｖ２
ｐｖ２
ｗｉｔｈｑｖ２ｂｅｉｎｇｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒａｎｄ

ｐｖ２ ｐｏｓｉｔｉｖｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒ，ａｎｄ０＜ｖ３ ＜２－ｖ－ｖ１．Ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｗｈｅｎ－Ｎ（ｋ（ｔ））≥ ｋ２｜ｘ（ｔ）｜
ｖ３ｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ

ｓｍａｌｌｘ≠０，ｂｙ（１４）ａｎｄＬ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ’ｓＲｕｌｅ，ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ１（ｔ） ≥ ｌｉｍ

ｘ→０
＋

ｋ２｜ｘ｜ｖ３
ｘｖ１ ＝＋∞，

ｌｉｍ
ｔ→∞

－Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ１（ｔ） ＝π

ｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ１

·
１
ｇｋ２
ｌｉｍ
ｘ→０

＋
｜ｘ｜２－ｖ－ｖ１－ｖ３ ＝０，

ｗｈｉｃｈｉｓｃｌｅａｒｌｙａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｗｈｅｎ－Ｎ（ｋ（ｔ））≤ ｋ１｜ｘ（ｔ）｜ｖ２ｆｏｒｓｍａｌｌｅｎｏｕｇｈｘ≠０，ｗｅ
ｓｉｍｉｌａｒｌｙｙｅｉｌｄ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ２（ｔ） ＝－π

ｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ２

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ１－ｖ（ｘ１－ｖ１ ＋ｘ｜（ｘ）｜）
ｇＮ（ｋ（ｔ））ｘｖ２－ｖ１ ＋ｇＮ（ｋ（ｔ））ｘｖ２ ｜（ｘ）｜＋ｘｖ２（ｘ）

＝

πｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ２

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ２－ｖ－ｖ１
－ｇＮ（ｋ（ｔ））ｘｖ２－ｖ１ －ｘｖ２（ｘ）

．

Ｔｈｅｎ，ｂｙＬ’Ｈｏｓｐｉｔａｌ’ｓＲｕｌｅ，ａｎｄｎｏｔｉｎｇｔｈａｔ
２－ｖ－ｖ１ ＜２ｖ２－ｖ１，
２－ｖ－ｖ１ ＜ｖ２，

ｗｅｈａｖｅ

ｌｉｍ
ｔ→∞

－Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ２（ｔ） ≤ ｌｉｍ

ｘ→０
＋

ｋ１｜ｘ｜ｖ２
ｘｖ２ ＝ｋ１，

ｌｉｍ
ｔ→∞

－Ｎ（ｋ（ｔ））
ｘｖ２（ｔ） ＝ｌｉｍ

ｔ→∞

－ｄＮ（ｋ（ｔ））
ｄｘｖ２（ｔ） ≥

πｅｘｐ（ｋ２ｃ）
２ｖ２

ｌｉｍ
ｔ→∞

ｘ２－ｖ－ｖ１
－ｇｋ１ｘ２ｖ２－ｖ１ －ｘｖ２（ｘ）

＝＋∞，

ｗｈｉｃｈｉｓｉｍｐｏｓｓｉｂｌｅａｎｄｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙｒｅｓｕｌｔｓｉｎａｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎ，ａｎｄｉｎｔｕｒｎｓｈｏｗｓｔｈａｔ（１５）ｈｏｌｄｓ．
Ｔｈｕｓｆａｒ，ｗｅｐｒｏｃｅｅｄｔｏｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｏｖｅｎｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ（１５）ａｆｔｅｒｌａｒｇｅ

ｅｎｏｕｇｈｔｉｍｅｔｄ．Ｎｏｔａｂｌｙ，ｗｅｈａｖｅ
Ｖ＝ｇＮ（ｋ）（ｘ２－ｖ－ｖ１ ＋ｘ２－ｖ｜（ｘ）｜）＋ｘ２－ｖ（ｘ）≤－ｃ｜ｘ｜２－ｖ－ｖ１＋ｖ２ ＝－珋ｋＶα（ｔ），

ｗｈｅｎｔ≥ ｔｄｆｏｒｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｃ＞０，ａｎｄ０＜α ＝
２－ｖ－ｖ１＋ｖ２

２－ｖ ＜１ａｎｄ珋ｋ＝ｃ（２－ｖ）α．ＴｈｅｎｂｙＬｅｍｍａ

４，ｔｈｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘ（ｔ）ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅａｎｄｔｈｅｓｅｔｔｌｉｎｇｔｉｍｅＴ≤ ｔｄ＋
Ｖ１－α（ｔｄ）
（１－α）

．Ｔｈｉｓ
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ｍｅａｎｓｔｈａｔｘ（ｔ）＝０，ｔ≥Ｔ，ｗｈｉｃｈｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｓｔｈｅａｓｓｕｍｅｄｘ（ｔ）≠０，ｔ≥０ａｎｄｔｈｅｒｅｍｕｓｔｂｅａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅ
τ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ（１３）ｈｏｌｄｓ．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆ．
Ｒｅｍａｒｋ２ Ｆｒｏｍｔｈｅａｂｏｖｅｐｒｏｏｆ，ｏｎｅｃａｎｅａｓｉｌｙｓｅｅｔｈｅｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｔｏｇｕａｒａｎｔｅｅ（８）ｂｅａｇｌｏｂａｌ

ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｆｏｒｔｈｅｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅｘｏｆ（６）ｕｎｄｅｒＡｓｓｕｍｐｔｉｏｎＡ１ｉｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ：

ｖ＝
２ｐｖ
ｑｖ ∈

（０，１）ａｎｄ ｖ１ ＝
２ｐｖ１
ｑｖ１
∈（０，１）ｓｕｃｈｔｈａｔｖ＋２ｖ１ ＞２

ｗｉｔｈｐｖ，ｐｖ１ ｂｅｉｎｇｐｏｓｉｔｉｖｅｉｎｔｅｇｅｒｓａｎｄｑｖ，ｑｖ１ ｐｏｓｉｔｉｖｅｏｄｄｉｎｔｅｇｅｒｓ．

３ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

Ｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｓｙｓｔｅｍ：
ｘ＝ｇｕ－ｘ（０１－ｘ），

ｗｈｅｒｅｇ≠０ｉｓａｎｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ｎａｍｅｌｙ，ｉｔｓｓｉｇｎａｎｄｖａｌｕｅａｒｅｕｎｋｎｏｗｎ．
Ｂｙｖｉｒｔｕｅｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｉｇｎｓｃｈｅｍｅｇｉｖｅｎｉｎｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｏｂｔａｉｎｔｈｅｕｎｉｖｅｒｓａｌｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

ａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
ｋ＝ｘ１／５（ｘ１／５＋ｘ｜０１－ｘ｜）， ｋ（０）＝ｋ０ ＞０，

ｕ＝ｅｋ
２
ｃｏｓ（πｋ／２）（ｘ１／５＋ｘ｜０１－ｘ｜）

{
．

Ｗｉｔｈｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ：ｘ（０）＝０２ａｎｄｋ（０）＝０１，ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｒｅｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇｕｒｅｓ１～４，
ｗｈｉｃｈａｒｅｃｌａｓｓｉｆｉｅｄｉｎｔｏｔｗｏｇｒｏｕｐｓｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｃａｓｅｓｏｆｇ＝１ａｎｄｇ＝－１，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｆｉｇｕｒｅｓ１ａｎｄ３ｓｈｏｗｔｈｅｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｔｈｅｓｔａｔｅｘ，ｒｅｇａｒｄｌｅｓｓｏｆｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｖａｌｕｅｏｆｇ，

ｗｈｉｌｅＦｉｇｕｒｅｓ２ａｎｄ４，ｆｏｒｔｗｏｃａｓｅｓｗｉｔｈｏｐｐｏｓｉｔｉｖｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｏｆｔｈｅａｄａｐｔｉｖｅｓｉｇｎａｌｋ
ｗｈｉｃｈｉｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｔｏｉｄｅｎｔｉｆｙｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｉｍｐｌｉｃｉｔｌｙ．

Ｆｉｇ．１ Ｓｔａｔｅｘｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｇ＝－１ Ｆｉｇ．２ Ｓｉｇｎａｌｋｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｇ＝－１

Ｆｉｇ．３ Ｓｔａｔｅｘｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｇ＝１ Ｆｉｇ．４ Ｓｉｇｎａｌｋｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｏｆｇ＝１

第３期 ＬＩＵＹｕｎｇａｎｇ：Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ ４５



４ Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｔｈｅｇｌｏｂａｌｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｈａｓｂｅｅｎｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｕｎｃｅｒｔａｉｎ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ．ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅａｄａｐｔｉｖｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｉｎｔｅｇｒａｔｅｄｗｉｔｈａｓｕｉｔａｂｌｅＮｕｓｓｂａｕｍｆｕｎｃｔｉｏｎ，ａｎａｄａｐｔｉｖｅ
ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚｉｎｇｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｏｔｈａｔｔｈｅｓｔａｔｅｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍｉｓｇｌｏｂａｌｌｙｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｌｅ
ｗｈｉｌｅｏｔｈｅｒｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｓｉｇｎａｌｉｓｂｏｕｎｄｅｄｏｎ［０，∞）．Ａｎｏｔｈｅｒｉｎｔｅｒｅｓｔｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｉｓｔｈａｔｆｏｒｈｉｇｈｅｒｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ，ｈｏｗｄｏｅｓｄｅｓｉｇｎａｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｔｏｒｅａｌｉｚｅｔｈｅｇｌｏｂａｌｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ．
Ｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍｇｒｅａｔｌｙｄｉｆｆｅｒｓｆｒｏｍｔｈａｔｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓａｎｄｈｅｎｃｅｉｓｏｆｍｕｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：

［１］ＮＵＳＳＢＡＵＭＲＤ．Ｓｏｍｅｒｅｍａｒｋｓｏｎａｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｉｎｐａｒａｍｅｔｅｒａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．Ｓｙｓｔｅｍｓ＆ＣｏｎｔｒｏｌＬｅｔｔｅｒｓ，１９８３，３（５）：２４３２４６．
［２］ＷＩＬＬＥＭＳＪＣ，ＢＹＲＮＥＳＣＩ．Ｇｌｏｂａｌａｄａｐｔｉｖｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｉｎｔｈｅａｂｓｅｎｃｅｏｆｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｎｔｈｅｓｉｇｎｏｆｔｈｅｈｉｇｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｇａｉｎ［Ｒ］．Ｌｅｃ
ｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓＮｏ．６２，Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９８４：４９５７．

［３］Ｍ?ＲＴＥＳＳＯＮＢ．Ｒｅｍａｒｋｓｏｎａｄａｐｔｉｖｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｓｙｓｔｅｍｓ＆ＣｏｎｔｒｏｌＬｅｔｔｅｒｓ，１９９０，１４（１）：１７．
［４］ＩＬＣＨＭＡＮＮＡ．Ｎｏｎｉｄｅｎｔｉｆｉｅｒｂａｓｅｄｈｉｇｈｇａｉｎａｄａｐｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌ［Ｒ］．ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓＮｏ．１８９，Ｌｏｎ
ｄｏｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９３．

［５］ＫＡＬＯＵＳＴＪ，ＱＵＺ．Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｒｏｂｕｓｔｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｉｇｎｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｏｕｔａｐｒｉｏｒｉｋｎｏｗｌｅｄｇｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９９５，４０（２）：２７６２８１．

［６］ＹＥＸ，ＪＩＡＮＧＪ．Ａｄａｐｔｉｖｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｅｓｉｇｎｗｉｔｈｏｕｔａｐｒｉｏｒｉｋｎｏｗｌｅｄｇｅｏｆｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，
１９９８，４３（１１）：１６１７１６２１．

［７］ＹＥＸ．Ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｕｎｃｅｒｔａｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，１９９９，３５（５）：
９２９９３５．

［８］ＧＥＳＳ，ＷＡＮＧＪ．Ｒｏｂｕｓｔａｄａｐｔｉｖｅｔｒａｃｋｉｎｇｆｏｒｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｕｎｃｅｒｔａｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，２００３，４８（８）：１４６３１４６９．

［９］ＬＩＵＹＧ，ＧＥＳＳ．Ｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋａｄａｐｔｉｖｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｕｎｋｎｏｗｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｃ］??Ｐｒｏｃｅｅｄ
ｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２００５ＡｍｅｒｉｃａｎＣｏｎｔｒｏｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ．ＰｏｒｔｌａｎｄＯＲ，ＵＳＡ：［ｓ．ｎ．］，２００５：４６９６４７００．

［１０］ＨＡＩＭＯＶＴ．Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，１９８６：２４（４）：７６０７７０．
［１１］ＢＨＡＴＳ，ＢＥＲＮＳＴＥＩＮＤ．Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎａｌｄｏｕｂｌｅｉｎｔｅｇｒａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎ

ｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，１９９８，４３（５）：６７８６８２．
［１２］ＢＨＡＴＳ，ＢＥＲＮＳＴＥＩＮＤ．Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＣｏｎｔｒｏｌａｎｄＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，２０００，

３８（３）：７５１７６６．
［１３］ＨＯＮＧＹ，ＨＵＡＮＧＪ，ＸＵＹ．Ｏｎａｎｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，
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［１７］ＨＯＮＧＹ，ＪＩＡＮＧＺＰ．Ｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｓｔａｂｉｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｐａｒａｍｅｔｒｉｃａｎｄｄｙｎａｍｉｃｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎ

ｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃＣｏｎｔｒｏｌ，２００６，５１（１２）：１９５０１９５６．
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