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摘要：将Ｓｉｂｓｏｎ插值作为三次单纯形ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢéｚｉｅｒ多项式的自然邻近坐标，得到 Ｃ１连续插值函数．将 Ｃ１连续插
值函数应用于应变梯度弹性理论．由于该函数对结点函数值和梯度值具有插值特性，应变梯度理论 Ｃ１自然单元
法可以直接施加本质边界条件．数值算例分析了双材料系统界面边界层问题和中心圆孔无限大板双轴拉伸问题，
数值解与理论解吻合得较好，表明 Ｃ１自然单元法能够用来分析应变梯度弹性理论问题．
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０ 引言

经典弹塑性理论本构方程不包含材料的特征长

度尺寸，不能预测材料力学性能在细观尺度下的尺寸

依赖性．为了预测尺寸效应，发展了应变梯度理论．
Ｍｉｎｄｌｉｎ通过应变能密度函数，率先将特征长度尺寸
引进弹性理论的本构方程［１］，应变能密度既是应变张

量的函数，也是应变梯度张量的函数．
有限元法是研究应变梯度理论的重要数值方

法［２３］，但存在单元结点自由度多或者引入新参数等

弊端，增加了构造单元和数值实现的难度．无网格法
是解决应变梯度理论的新型数值方法［４］，该方法的

优点在于容易构建高阶连续性函数，缺点在于不能

直接施加本质边界条件．Ｆａｒｉｎ将 Ｓｉｂｓｏｎ插值代入三
次单纯形 ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢéｚｉｅｒ多项式，构建出 Ｃ１自然邻
近插值［５］．Ｓｕｋｕｍａｒ等提出了形函数对结点函数值和
梯度值的插值计算方法［６］，迦辽金离散可以直接施加

本质边界条件．本文将 Ｃ１形函数应用到应变梯度弹
性理论，分析了接触双材料边界层剪应变分布问题和

中心开孔无限大板双轴拉伸位移分布问题．

１ Ｃ１自然邻近插值函数

Ｆａｒｉｎ构造的 Ｃ１插值函数适用于曲面逼近这样
的场合，但不适用于偏微分方程迦辽金法，原因在于
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前者结点的函数值或者梯度值是已知量，而后者结

点的函数值或者梯度值是未知量，需要通过离散方

程 Ｋｄ＝ｆ才能确定［５］．为了把 Ｃ１插值函数推广到
偏微分方程数值计算，Ｓｕｋｕｍａｒ等提出一种计算方
法，实现了对结点函数值和梯度值的插值［６］．方法的
重点是构建变换矩阵 Ｔ，具体的构造方法和步骤可
以参考文献［６７］．Ｃ１形函数的标准插值形式用矩
阵表示为

ｕｈ（ｘ）＝ΨＴ（ｘ）ｕ， （１）
式中，Ψ（ｘ）＝｛Ψ１，Ψ２，Ψ３，…，Ψ３ｎ－２，Ψ３ｎ－１，

Ψ３ｎ｝
Ｔ，ｕ是结点矢量，ｕ＝｛ｕ１，ｕ１，ｘ，ｕ１，ｙ，…，ｕｎ，

ｕｎ，ｘ，ｕｎ，ｙ｝Ｔ，其中 ｕＩ＝ｕ（ｘＩ）是结点 Ｉ的函数值，
ｕＩ，ｘ＝ｕ，ｘ（ｘＩ）、ｕＩ，ｙ＝ｕ，ｙ（ｘＩ）是结点 Ｉ在ｘ、ｙ方向
的梯度值．Ｃ１形函数Ψ（ｘ）具有：（１）高阶连续性；
（２）二次完备性；（３）对结点函数值和结点梯度值的
插值特性．

２ 应变梯度弹性理论

应变梯度弹性理论的应变能密度为［１］

ｗ＝ｗ（εｉｊ，ηｉｊｋ）＝
１
２λεｉｉεｊｊ＋μεｉｊεｉｊ＋ａ１ηｉｊｊηｉｋｋ＋

ａ２ηｉｉｋηｋｊｊ＋ａ３ηｉｉｋηｊｊｋ＋ａ４ηｉｊｋηｉｊｋ＋ａ５ηｉｊｋηｋｊｉ，（２）
式中λ、μ是拉梅常数，ａｉ（ｉ＝１，…，５）是五个材料
参数，应变张量εｉｊ、应变梯度张量ηｉｊｋ与位移之间有

εｉｊ＝
１
２（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）， （３）

ηｉｊｋ＝ｕｋ，ｉｊ． （４）
定义域 Ｖ上各向同性弹性体的应变能是

δＷ ＝∫Ｖ
δｗｄＶ＝∫Ｖ

（σｉｊδεｉｊ＋τｉｊｋδηｉｊｋ）ｄＶ，（５）

式中σｉｊ、τｉｊｋ分别是与εｉｊ、ηｉｊｋ共轭的应力张量和双

应力张量，即

σｉｊ＝
ｗ
εｉｊ

＝λεｋｋδｉｊ＋２μεｉｊ， （６）

τｉｊｋ＝
ｗ

ηｉｊｋ
＝ａ１（ηｉｐｐδｊｋ＋ηｊｐｐδｉｋ）＋

ａ２ηｋｐｐδｉｊ＋
１
２ηｐｐｉδｊｋ＋

１
２ηｋｋｊδ( )ｉｋ ＋ａ３（２ηｐｐｋδｉｊ）＋

ａ４（２ηｉｊｋ）＋ａ５（ηｋｊｉ＋ηｋｉｊ）． （７）
利用散度定理和最小总势能原理，由方程（５）

可以得到应变梯度理论的控制方程

ｆｋ＋（σｊｋ－μｉｊｋ，ｉ），ｊ＝０． （８）
本质边界条件是

ｕｋ＝珔ｕｋ， （９）
Ｄｕｋ＝珔νｋ； （１０）

自然边界条件是

ｔｋ＝珋ｔｋ， （１１）
Ｒｋ＝珚Ｒｋ． （１２）

方程（８１２）中，ｆｋ是体力，珔ｕｋ是边界上给定位移，珔νｋ
是边界上给定位移的法向导数，珋ｔｋ是边界上给定面
力，珚Ｒｋ是边界上给定双应力．定义域内应力和双应
力可以表达成

ｔｋ＝ｎｉ（σｉｋ－μｉｊｋ，ｊ）＋ｎｉｎｊμｉｊｋ（Ｄｐｎｐ）－
Ｄｊｎｉμｉｊｋ－ｎｉＤｊμｉｊｋ， （１３）

Ｒｋ＝ｎｉｎｊτｉｊｋ， （１４）
式中 Ｄｊ（·）＝（δｊｋ－ｎｊｎｋ）（·）?ｘｋ是表面梯度算
子，Ｄ（·）＝ｎｋ（·）?ｘｋ是表面法向梯度算子，ｎｉ是
表面单位法向矢量的第ｉ分量．

３ 无网格法数值实现

３１ 平衡方程的弱形式

采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法，由于 Ｃ１形函数对结点函数值
和梯度值的插值特性，本质边界条件可以直接施加，

等效积分形式为

∫Ｖ
δｕｋ（ｆｋ＋σｊｋ，ｊ－τｉｊｋ，ｉｊ）ｄＶ＋∫Ｓ

δｕｋ（珋ｔｋ－ｔｋ）ｄＳ＋

∫Ｓ
Ｄδｕｋ（珚Ｒｋ－Ｒｋ）ｄＳ＝０． （１５）

利用Ｓｔｏｋｅｓ表面散度定理，控制方程（８）的弱形
式为

∫Ｖ
（δεｉｊσｊｉ＋δηｉｊｋτｉｊｋ）ｄＶ＝∫Ｖ

ｆｋδｕｋｄＶ＋

∫Ｓ
（δｕｋ珋ｔｋ＋δＤｕｋ珚Ｒｋ）ｄＳ． （１６）

３２ 平面应变状态下的离散过程

非零位移场 ｕ为
ｕ＝ ｕｘ ｕ{ }ｙ Ｔ， （１７）

非零应变和应变梯度为

ε ＝ εｘｘ εｙｙ ２ε{ }ｘｙ Ｔ ＝Ｌ１ｕ， （１８）

η ＝ ηｘｘｘ ηｙｙｘ ２ηｘｙｘ ηｘｘｙ ηｙｙｙ ２η{ }ｘｙｙ
Ｔ ＝Ｌ２ｕ，

（１９）
式中，微分算子矩阵 Ｌ１和 Ｌ２分别定义为

Ｌ１ ＝


ｘ

０ 
ｙ

０ 
ｙ














ｘ

Ｔ

， （２０）

Ｌ２ ＝

２

ｘ２
２

ｙ２
２

２

ｘｙ
０ ０ ０

０ ０ ０ ２

ｘ２
２

ｙ２
２

２

ｘ











ｙ

Ｔ

．

（２１）
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对应的应力和高阶双应力的本构关系可以写成

σ ＝ σｘｘ σｙｙ σ{ }ｘｙ Ｔ ＝Ｄσε， （２２）

τ ＝ τｘｘｘ τｙｙｘ τｘｙｘ τｘｘｙ τｙｙｙ τ{ }ｘｙｙ
Ｔ ＝Ｄτη，

（２３）
式中，构造矩阵 Ｄσ和Ｄτ分别表示为

Ｄσ ＝Ｇ

２（１－ν）
１－２ν

２ν
１－２ν

０

２ν
１－２ν

２（１－ν）
１－２ν

０













０ ０ １

， （２４）

Ｄτ ＝

Ｄ１{τ
２×２

{

０
２×３

Ｄ２{τ
２×１

Ｄ３{τ
３×３

{

０
３×１

ｓｙｍ Ｄ４{τ
１×















１

， （２５ａ）

Ｄ１τ ＝
２（ａ１＋… ＋ａ５） ａ２＋２ａ３

ｓｙｍ ２（ａ３＋ａ４
[ ]

）
， （２５ｂ）

Ｄ２τ ＝
ａ１＋

ａ２
２

ａ２
２＋ａ











５

， （２５ｃ）

Ｄ３τ ＝

ａ１
２＋ａ４＋

ａ５
２

ａ２
２＋ａ５ ａ１＋

ａ２
２

２（ａ３＋ａ４） ａ２＋２ａ３
ｓｙｍ ２（ａ１＋… ＋ａ５











）

，

（２５ｄ）

Ｄ４τ ＝
ａ１
２＋ａ４＋

ａ５[ ]２ ． （２５ｅ）

式中，剪切模量 Ｇ，Ｇ＝ Ｅ
２（１＋ν）

，Ｅ是杨氏模量，ν

是泊松比．
定义面力和面双力为

珋ｔ＝ 珋ｔｘ 珋ｔ{ }ｙ Ｔ， （２６）
珚Ｒ＝ 珔Ｒｘ 珔Ｒ{ }ｙ Ｔ． （２７）

离散函数，得到

ｕ＝∑
ｎ

Ｉ＝１
ΨＩ^ｕＩ， （２８）

式中

ΨＩ＝
Ψ３Ｉ－２ Ψ３Ｉ－１ Ψ３Ｉ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ψ３Ｉ－２ Ψ３Ｉ－１ Ψ３

[ ]
Ｉ

，

（２９ａ）
ｕ^Ｉ＝ ｕＩｘ ｕＩｘ，ｘ ｕＩｘ，ｙ ｕＩｙ ｕＩｙ，ｘ ｕＩｙ，{ }ｙ Ｔ， （２９ｂ）
将公式（１７２９）代入方程（１６），利用结点变分的

任意性，可以得到线性方程组

Ｋ^ｕ＝ｆｅｘｔ， （３０）

式中

ＫＩＪ＝∫Ｖ
［（ＢσＩ）ＴＤσＢσＪ＋（ＢτＩ）

ＴＤτＢτＪ］ｄＶ，（３１ａ）

ｆｅｘｔＩ ＝∫Ｓ
Ψ
Ｔ
Ｉ珋ｔ＋ ｎｘ

ΨＴ
Ｉ

ｘ＋
ｎｙ
ΨＴ

Ｉ

( )ｙ珚[ ]Ｒ ｄＳ，（３１ｂ）
ＢσＩ＝Ｌ１ΨＩ，ＢτＩ＝Ｌ２ΨＩ． （３１ｃ）

４ 数值算例

不考虑体力和体偶的影响，将 Ｃ１自然单元法应
用于应变梯度弹性理论的平面小位移问题，分析了

接触双材料边界层剪应变分布问题和中心圆孔无限

大板双轴拉伸问题．
４１ 边界层分析

考虑由相互接触两弹性半平面板组成的双材料

系统，承受远场剪力Ｐ，如图１所示．假定材料２剪切
模量是材料１的两倍，即μ２ ＝２μ１．对于每一种材
料，附加材料参数取为：ａ１ ＝ａ２ ＝ａ５ ＝０，ａ３ ＝

ａ４ ＝μ
ｉｌ２ｉ
２，ｉ＝１，２，ｌｉ是材料ｉ的内禀长度，计算中

取 ｌ１ ＝ｌ２ ＝ｌ．计算模型如图 ２所示，平面尺寸为

５０ｌ×５０ｌ．对于双材料系统，经典弹性理论表明：剪
应力均匀分布，剪应变在分界面上存在“跳跃”，从材

料１的εｘｙ＝Ｐ?２μ１“跳跃”到材料２的εｘｙ＝Ｐ?２μ２．
应变梯度弹性理论预测分界面上剪应变呈现连续非

均匀分布，见图３．理论解见文献［２］．
由数值计算结果可以发现剪应变数值解和理论

解吻合得较好．

图 １ 双材料模型

Ｆｉｇ．１ Ｇｅｏｍｅｔｒｙｏｆａｂｉｍａｔｅｒｉａｌｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｓｈｅａｒ

图 ２ 计算模型

Ｆｉｇ．２ Ａｔｙｐｉｃａｌｎｏｄａｌｐａｔｔｅｒｎｆｏｒｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓｙｓｔｅｍ

４２ 无限大板双轴拉伸问题
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沿 ｘ、ｙ方向远场受均匀拉力Ｐ作用的中心圆孔
无限大平面应变平板模型，小孔半径为 ａ．文献［３］
给出了该问题应变梯度弹性理论下位移和应力的理

论解．由于结构的对称性，仅取１／４平板进行分析，
计算域取２０ａ×２０ａ，采用６５０结点规则布点，如图４
所示．５个附加材料常数取为：ａ１＝λｌ２?２，ａ２＝ａ３＝
０，ａ４ ＝ａ５ ＝μｌ

２?２，ｌ是材料的内禀长度．数值计算
采用ν＝０３、ａ＝３ｌ，计算模型ＡＥ边界上位移和应
力的数值解与解析解吻合得很好，如图５和６所示．

图 ３ 剪应变分布

Ｆｉｇ．３ Ｓｈｅａｒｓｔｒａｉｎｉｎｔｈｅｂｉｍａｔｅｒｉａｌｓｙｓｔｅｍ

图 ４ 中心圆孔无限大板、离散化模型及其局部放大图

Ｆｉｇ．４ Ｐｌａｔｅｗｉｔｈａｃｉｒｃｕｌａｒｈｏｌｅｕｎｄｅｒｓｉｍｐｌｅｔｅｎｓｉｏｎ，ｎｏｄａｌ
ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎａｎｄｌｏｃａｌｅｎｌａｒｇｅｄｄｉａｇｒａｍ

图 ５ ＡＥ边界上位移数值解与理论解的比较
Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｌｏｎｇＡＥｓｉｄｅ

图 ６ ＡＥ边界上应力数值解与理论解的比较
Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｔｒｅｓｓｅｓａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌ

ｓｏｌｕｔｉｏｎａｌｏｎｇＡＥｓｉｄｅ

５ 结语

Ｃ１自然单元法应用于应变梯度弹性理论，本质
边界条件的处理变得非常简单．数值算例分析了双
材料边界层效应和中心圆孔无限大板双轴拉伸位移

分布问题，数值计算结果与理论解吻合得较好，表明

Ｃ１自然单元法能够用来分析材料的应变梯度效应．
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