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犱犲犛犻狋狋犲狉空间中法联络平坦的完备类空子流形
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摘要：该文证明了ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间中具有平行平均曲率向量的常数量曲率完备类空子流形，如果

其法联络是平坦的，且犕 的截面曲率小于０，或犕 的第二基本形式模长平方‖σ‖＜
狀２犎２

狀－１
－２犮

时，犕 是全脐点子流形．
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１　引言

设犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛狀＋１１ （犮）中具常平均曲率的狀维完备类空超曲面，Ｋ．Ａｋｕｔａｇａ

ｗａ
［１］证得：若犎２≤犮，狀＝２；狀

２犎２＜４（狀－１）犮，狀≥３，则犕 是全脐超曲面．Ｑ．Ｍ．Ｃｈｅｎｇ
［２］将上

述结果推广到ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛狀＋狆狆 （犮）中具平行平均曲率向量的完备类空子流形的情况，得

到：若犎２≤犮，狀＝２；狀
２犎２＜４（狀－１）犮，狀≥３则犕 是全脐点子流形．ＵＨａｎｇＫＩ

［３］证明了若

犕 是犛狀＋１１ （犮）的常平均曲率的狀维完备类空超曲面，如果犎２＞犮，狀＝２或狀
２犎２≥４（狀－１）犮，

狀≥３时，则犕 的第二基本形式模长平方上有界，即‖σ‖
２
≤犛＋（１）．作者在文［４］中证明了

若犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛狀＋狆狆 （犮）中具平行平均曲率向量的狀维完备类空子流形，若 犎２＞犮，

（此时蕴含狀２犎２＞４（狀－１）犮），则犕 的第二基本形式模长平方也是上有界的，即

‖σ‖
２
≤犛＋ （狆）＋（狆－１）犎｛狀犎 ＋ 狀（狀－１）［犛＋ （１）－狀犎

２
槡 ］｝，

其中

犛＋ （狆）＝－狆狀犮＋
狀

２（狀－１）
｛狀２犎２＋（狀－２）犎 狀２犎２－４（狀－１）槡 犮｝．

Ｙ．Ｆ．Ｚｈｅｎｇ
［５］中证明了：设犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛狀＋１１ （犮）的狀维紧致常数量曲率类空超曲面，

若犕 的截面曲率犓（犕）≥０，犚＜犮则犕 等距于一个球面．

本文假定犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛狀＋狆狆 （犮）中具平行平均曲率向量的常数量曲率完备类空子

流形，我们得到

定理１　犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛
狀＋狆
狆 （犮）中具有平行平均曲率向量的常数量曲率狀维完备

类空子流形，如果犕 在犛狀＋狆狆 （犮）中的法联络是平坦的，且截面曲率犓（犕）＜０，则犕 是全脐
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点子流形．

定理２　设犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛
狀＋狆
狆 （犮）中具平行平均曲率向量的常数量曲率狀维完备

类空子流形，如果犕 在犛狀＋狆狆 （犮）中的法联络是平坦的，且

‖σ‖
２
＜
狀２犎２

狀－１
－２犮，

则犕 是全脐点子流形．‖σ‖
２ 是犕 的第二基本形式模长平方．犎 是平均曲率．

２　基本公式

设犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛狀＋狆狆 （犮）的狀维类空子流形，选取适当的局部规范正交标架犲１，

犲２，…，犲狀＋狆，使得犲１，犲２，…，犲狀 切于犕．我们将使用以下的求和指标约定，１≤犃，犅，犆，…，≤狀

＋狆；１≤犻，犼，犽，…，≤狀；狀＋１≤α，β，γ，…，≤狀＋狆．并约定在求和号下重复的指标是指在相

应范围求和．设ω１，ω２，…，ω狀＋狆是对偶标架，犛
狀＋狆
狆 （犮）的结构方程为

犱ω犃 ＝－∑ε犅ω犃犅Λω犅，ω犃犅 ＋ω犅犃 ＝０， （２．１）

犱ω犃犅 ＝－∑ε犆ω犃犆Λω犆犅 －
１

２
ε犆ε犇犓犃犅犆犇ω犆Λω犇， （２．２）

犓犃犅犆犇 ＝犮ε犃ε犅（δ犃犇δ犅犆 －δ犃犆δ犅犇）， （２．３）

这里ε犻＝１，εα＝－１，限制在犕 上

ωα ＝０， （２．４）

犱ω犻 ＝－∑ω犻犼Λω犼，ω犻犼＋ω犼犻 ＝０， （２．５）

犱ω犻犼 ＝－∑ω犻犽Λω犽犼－
１

２∑犚犻犼犽犽ω犽Λω犾， （２．６）

Ｇａｕｓｓ公式为

犚犻犼犽犾 ＝犮（δ犻犾δ犼犽－δ犻犽δ犼犾）－∑（犺
α
犻犾犺

α
犼犽－犺

α
犻犽犺

α
犼犾）， （２．７）

因此，截面曲率为

犓（犲犻，犲犼）＝－犚犻犼犻犼 ＝犚犻犼犼犻，

犚犻犼 ＝犮（狀－１）δ犻犼－∑犺α犻犼犺
α
犽犽＋∑犺α犻犽犺

α
犽犼， （２．８）

犚＝狀（狀－１）犮－狀
２犎２＋‖σ‖

２， （２．９）

犚是犕 的数量曲率．我们还有

犱ωαβ ＝－∑ωαγΛωγβ－
１

２∑犚αβ犻犼ω犻Λω犼， （２．１０）

犚αβ犻犼 ＝－∑（犺
α
犻犾犺β犼犾－犺

α
犼犾犺β犻犾），

犕 的第二基本形式记为α＝－∑犺
α
犻犼ω犻ω犼犲α，平均曲率向量犺＝－

１

狀∑
（∑犺

α
犻犻）犲α，平均曲率

犎 ＝
１

狀 ∑（∑犺α犻犻）槡
２，用‖σ‖

２ 记犕 的第二基本形式模长平方．

用犺α犻犼犽和犺
α
犻犼犽犾分别记第二基本形式犺

α
犻犼的一阶和二阶协变微分，则

∑犺α犻犼犽ω犽 ＝犱犺
α
犻犼－∑犺

α
犽犻ω犽犼－∑犺α犼犽ω犽犻－∑犺β犻犼ωβα， （２．１１）

∑犺α犻犼犽犾ω犾 ＝犱犺
α
犻犼犽－∑犺

α
犾犼犽ω犾犻－∑犺α犻犾犽ω犾犼－∑犺α犻犼犾ω犾犽－∑犺β犻犼犽ωβα， （２．１２）

Ｃｏｄａｚｚｉ方程与Ｒｉｃｃｉ方程为
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犺α犻犼犽 ＝犺
α
犻犽犼，

犺α犻犼犽犾－犺
α
犻犼犾犽 ＝－∑犺

α
犻犿犚犿犼犽犾－∑犺α犼犿犚犿犻犽犾－∑犺β犻犼犚αβ犽犾， （２．１３）

第二基本形式的Ｌａｐｌａｃｉａｎ为Δ犺
α
犻犼 ＝∑犺α犻犼犽犽．

３　定理的证明

引理１
［６］
　设犪１，…，犪狀，犫是狀＋１（狀≥２）个实数，满足（∑

狀

犻＝１

犪犻）
２
≥（狀－１）∑

狀

犻＝１

犪２犻＋犫，则

对任意犻，犼（犻≠犼）有２犪犻犪犼≥
犫
狀－１

．

我们可建立下面的引理

引理２　设犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛
狀＋狆
狆 （犮）中的狀维完备类空子流形，若犕 的数量曲率在

犕 上犘 点满足

犚≤ （２－狀）‖σ‖
２
＋（狀－２）（狀－１）犮－２（狀－１）犪， （３．１）

则在犘点，犕 的截面曲率犓（犕）≤－犪，犪是任意实数．

证　由（２．７）式得

犚犻犼犻犼 ＝∑［犺
α
犻犻犺

α
犼犼－（犺

α
犻犼）

２］－犮　 （犻≠犼）， （３．２）

选取犲狀＋１平行于平均曲率向量，记犺犻犼＝犺
狀＋１
犻犼 ，则

‖σ‖
２
＝∑

犻犼α

（犺α犻犼）
２
＝∑

犻

犺２犻犻＋∑
犻≠犼

犺２犻犼＋ ∑
犻犼，α≥狀＋２

（犺α犻犼）
２， （３．３）

狀２犎２ ＝ （∑
犻

犺犻犻）
２． （３．４）

把（２．９）式代入引理２中（３．１）式得

狀（狀－１）犮－狀
２犎２＋‖σ‖

２
≤ （２－狀）‖σ‖

２
＋（狀－２）（狀－１）犮－２（狀－１）犪，

狀２犎２ ≥ （狀－１）‖σ‖
２
＋２（狀－１）犮＋２（狀－１）犪， （３．５）

（∑
狀

犻＝１

犺犻犻）
２
≥（狀－１）∑

犻

犺２犻犻＋（狀－１）∑
犻≠犼

犺２犻犼

＋（狀－１）∑
犻犼，α≥狀＋２

（犺α犻犼）
２
＋２（狀－１）犮＋２（狀－１）犪， （３．６）

把引理１应用到（３．６）式得

２犺犻犻犺犼犼≥∑
犻≠犼

犺２犻犼＋ ∑
犻犼，α≥狀＋２

（犺α犻犼）
２
＋２犮＋２犪

≥２（犺犻犼）
２
＋∑
α≥狀＋２

［（犺α犻犻）
２
＋（犺α犼犼）

２
＋２（犺α犻犼）

２］＋２犮＋２犪，

２犺犻犻犺犼犼－２（犺犻犼）
２
≥ ∑

α≥狀＋２

［（犺α犻犻）
２
＋（犺α犼犼）

２
＋２（犺α犻犼）

２］＋２犮＋２犪

≥２∑
α≥狀＋２

［狘犺α犻犻犺
α
犼犼狘＋（犺

α
犻犼）

２］＋２犮＋２犪． （３．７）

　　（３．７）式两边同时加上２∑
α≥狀＋２

［犺α犻犻犺
α
犼犼－（犺

α
犻犼）

２］得

２∑
α≥狀＋１

［犺α犻犻犺
α
犼犼－（犺

α
犻犼）

２］≥２∑
α≥狀＋２

［狘犺α犻犻犺
α
犼犼狘＋犺

α
犻犻犺

α
犼犼］＋２犮＋２犪≥２（犮＋犪）， （３．８）

由（３．２）式和（３．８）式得

６６４ 数 学 物 理 学 报　　　　　　　　　　　Ｖｏｌ．２４Ａ



犚犻犼犻犼 ＝∑［犺
α
犻犻犺

α
犼犼－（犺

α
犻犼）

２］－犮≥犮＋犪－犮＝犪．

截面曲率犓（犲犻，犲犼）＝－犚犻犼犻犼＝犚犻犼犼犻≤－犪． 

注　显然易见，引理２当犪＝０，不等式变为严格不等式时结论亦成立，即有当

犚＜ （２－狀）‖σ‖
２
＋（狀－２）（狀－１）犮 （３．９）

时，犓（犕）＜０．

定理１的证明　设犳＝‖σ‖
２＝∑

犻犼α

（犺α犻犼）
２，

１

２
Δ犳＝∑

犻犼犽α

犺α犻犼犺
α
犻犼犽犽＋∑

犻犼犽α

（犺α犻犼犽）
２， （３．１０）

选取犲狀＋１平行于平均曲率向量犺，那么

ｔｒ犎α ＝０　α≠狀＋１，　　ｔｒ犎狀＋１ ＝狀犎．

如果犎＝０，由（２．１１）式，（２．１２）式易得

∑
犽

犺α犽犽犻犼 ＝０， （３．１１）

如果犎≠０，易知犲狀＋１是平行的法向量场，即ω狀＋１，α＝０．那么由（２．１１）式可得∑
犻

犺α犻犻犽 ＝０，因

而根据（２．１２）式仍有（３．１１）式成立．因而（３．１０）式可写为

１

２
Δ犳＝∑

犻犼犽α

犺α犻犼（犺
α
犻犼犽犽－犺

α
犽犽犻犼）＋∑

犻犼犽α

（犺α犻犼犽）
２． （３．１２）

不难看到

犺α犻犼犽犽－犺
α
犽犽犻犼 ＝犺

α
犽犻犼犽－犺

α
犽犻犽犼 ＝－∑

犿

犺α犽犿犚犻犿犼犽－∑
犿

犺α犿犻犚犽犿犼犽－∑
β

犺β犽犻犚βα犼犽，

于是（３．１２）式可写为

１

２
Δ犳＝－∑

犻犼犽犿α

犺α犻犼（犺
α
犽犿犚犻犿犼犽＋犺

α
犿犻犚犽犿犼犽）＋∑

犻犼犽α

（犺α犻犼犽）
２
－∑

犻犼犽αβ

犺α犻犼犺β犽犻犚βα犼犽． （３．１３）

由于法联络是平坦的，所以第二基本张量犎α 可同时对角化，即存在狀个相互正交的单位向

量犲１，…，犲狀，使得犺
α
犻犼＝０（犻≠犼），于是犚βα犼犽＝０，且（３．１３）式变为

１

２
Δ犳＝－∑

α
∑
犻＜犽

（犺α犽犽－犺
α
犻犻）

２犚犽犻犻犽＋∑
犻犼犽α

（犺α犻犼犽）
２， （３．１４）

由已知犚犽犻犻犽＜０，所以（３．１４）式右边各项是非负的，因为犕 的数量曲率是常数，故犳＝‖σ‖
２

亦是常数，因此再由（３．１４）式，对α＝狀＋１，…，狀＋狆和任意一对犻，犼有犺α犻犻＝犺
α
犼犼，即犕 是全脐

点的．定理１证毕． 

定理２的证明　因为引理２当犪＝０，不等式变为严格不等式时结论亦成立，即当（３．９）

式成立时，犓（犕）＜０，而当定理２的条件‖σ‖
２
＜
狀２犎２

狀－１
－２犮成立时，由（２．９）式有

犚＜ （２－狀）‖σ‖
２
＋（狀－２）（狀－１）犮，

因此，犕 的截面曲率犓（犕）＜０，由定理１的结论，犕 是全脐点子流形．定理２证毕． 

当犕 是紧致的类空子流形时，可以取掉对犕 是常数量曲率的限制，我们有下面的

推论　设犕 是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间犛
狀＋狆
狆 （犮）的具平行平均曲率的狀维紧致类空子流形，若犕

在犛狀＋狆狆 （犮）中的法联络是平坦的，且‖σ‖
２
＜
狀２犎２

狀－１
－２犮，则犕 是全脐点子流形．

事实上，当犕 紧致时，由于（３．１４）式右边非负，由 Ｈｏｐｆ引理知犳是常数，即犕 是具有

常数量曲率的类空子流形，故由定理２的结论知推论成立．
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