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二分图中含有完美对集的２因子
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摘要：该文证明若Ｇ是２ｎ阶均衡二分图，δ（Ｇ）≥（２ｎ－１）／３，则对任何正整数ｋ，ｎ≥４ｋ时，任给

Ｇ的一个完美对集 Ｍ，Ｇ中存在一个包含 Ｍ的所有边的恰含ｋ个分支的２因子（ｋ＝１，ｎ＝５且

δ（Ｇ）＝３除外）．特别ｋ＝２时，在条件ｎ≥５且δ（Ｇ）≥（ｎ＋２）／２下，结论也成立．这里所给的

δ（Ｇ）的下界是最好的可能．
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１　引言

本文仅考虑简单有限无向图．犌的一个犿因子是指犌 的一个犿正则生成子图．特别，

犌的１因子也称为完美对集，即覆盖犌的所有顶点的独立边之集；犌的２因子即覆盖犌 的

所有顶点的独立圈之集；仅含一个圈的２因子也称为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈．在１９５２年，Ｄｉｒａｃ［２］证

明：若犌是一个阶狀≥３的图，最小度δ（犌）≥狀／２，则犌为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ图．以此定理为基础引

出了多种与度有关的问题的研究．其中一个有趣的问题是：在什么条件下，犌的每个完美对

集均包含在犌 的一个２因子中？Ｈ̈ａｇｇｋｖｉｓｔ［３］首先给出了下面的结果．

定理１
［３］
　设犌为狀阶图，狀≥４是偶数．若犌中任意两个不相邻顶点度数之和不小于

狀＋１，则犌的每个完美对集均包含于一个Ｈａｍｌｉｔｏｎ圈中．

设犌＝（犡，犢；犈）是一个二分图，若｜犡｜＝｜犢｜，则称犌是一个均衡二分图．关于二分图，

ＬａｓＶｅｒｇｎａｓ［４］证明了下面的定理．

定理２
［４］
　设犌是２狀阶均衡二分图，若犌中任意两个属于不同部分的不相邻顶点狌、

狏，均有犱（狌）＋犱（狏）≥狀＋２，则犌的每个完美对集均包含于一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈中．

最近，ＣｈｅｎＧｕａｎｔａｏ等人又给出了更好的结果．

定理３
［５］
　设犽为正整数，犌为２狀阶均衡二分图，且狀≥９犽．若δ（犌）≥（狀＋２）／２，则对

犌的每个完美对集犕，犌中存在一个恰含犽个分支且包含犕 的每条边２因子．

本文将证明下面结果．

定理４　设犌是２狀阶均衡二分图，狀≥５且δ（犌）≥（狀＋２）／２，则对犌的每个完美对集

犕，犌中存在一个恰含两个分支且包含犕 的每条边的２因子．
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图１　犌１　　　　　　　　　　图２　犌２　　　　　　　　　　图３　犌３　　　　　　　　　　图４　犌４

定理５　设犌是２狀阶均衡二分图，狀≥４犽，δ（犌）≥（２狀－１）／３，则对犌的每个完美对集

犕，犌中存在一个恰含犽个分支且包含犕 的每条边的２因子（犽＝１，狀＝５且δ（犌）＝３除

外）．

注　定理４中，要使犌存在一个有两个分支的２因子，显然狀≥４．但狀＝４，δ（犌）＝

（狀＋２）／２＝３时，图１中的犌１ 不存在包含由粗线边组成的完美对集的恰含两个圈的２因

子．所以狀≥５已是最好的可能．狀＝５，δ（犌）＝（狀＋１）／２＝３时，图２中的犌２ 和图３中犌３ 不

存在包含由粗线边组成的完美对集的恰含两个圈的２因子．所以δ（犌）≥（狀＋２）／２从某种

程度上已是最好的可能．

定理５中，取犽＝１，狀＝５，δ（犌）＝｜（２狀－１）／３｜＝３，则结论不成立．如图４中的犌４ 不

存在包含由粗线边组成的完美对集的Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈．定理５中的狀≥２犽是显然的．取犽＝２，

狀＝４，δ（犌）＝｜（２狀－１）／３｜＝３，从图１的犌１ 可知此时定理５结论不成立，所以狀＞２犽．下

面我们讨论狀≥４犽的情形．

在下面的讨论中，我们始终用犌＝（犡，犢；犈）表示２狀阶均衡二分图，犕 为犌 的一个完

美对集．若犌中的路犘［狌，狏］上犕边和非犕边交错地出现，且狌，狏均关联于犕边，则称

犘［狌，狏］为犕路；若圈犆中的边交错地属于犕，则称圈犆为犕圈；若犌的一个２因子的

任何分支均为犕圈，则称犆为犕２因子．设犃，犅为犌 的任意两个无交子图或犞（犌）的两

个无交子集，用｜犈（犃，犅）｜表示两个端点分别属于犃，犅的所有边的集合，且

犲（犃，犅）＝狘犈（犃，犅）狘．

　　若犃犡，记犃＝｛狔∈犢：狓狔∈犕，狓∈犃｝，即在犕 中与犃 中元素匹配的犢 中元素的全

体；若犃犢，同理可以定义在犕 中与犃 中元素匹配的犡 中元素的全体，仍用犃表示．若

犠犞（犌），用〈犠〉表示犌 的由犠 诱导的子图；对每个狓∈犞（犌），令 犖犎（狏）＝犖（狏）∩

犞（犎），犱犎（狏）＝｜犖犎（狏）｜．其它未经说明的术语和符号参见［１］．

２　定理的证明

引理１
［５］
　设犌是２狀阶均衡二分图，犕 为犌 的任一完美对集，图犌的最小度δ（犌）≥（狀

＋２）／２，且犌中存在犽个顶点无交的犕圈，则犌中存在恰含犽个圈的犕２因子．

引理２　设犌是２狀阶均衡二分图，狀≥４且狀≠５，δ（犌）≥（２狀－１）／３，则犌的每个完美

对集犕 包含于犌 的一个 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈中．

证　狀＝４时，δ（犌）≥３，所以２δ（犌）≥６＝狀＋２．狀≥６时，２δ（犌）≥２（２狀－１）／３＝狀＋

（狀－２）／３≥狀＋４／３，也有２δ（犌）≥狀＋２．由定理２可知引理２成立． 

定理４的证明　任取狌狏，狌１狏１∈犕，如果总有犲（｛狌，狏｝，｛狌１，狏１｝）≤１，则

犱（狌）＋犱（狏）≤ （狘犕狘－１狘）＋２＝狀＋１＜２δ（犌），
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与假设矛盾．所以必存在狌犻狏犻∈犕 （犻＝１，２），使犲（｛狌１，狏１｝，｛狌２，狏２｝）＝２，即犌中存在长为４

的犕圈犆＝狌１狏１狌２狏２狌１．记犎＝犌＼犞（犆），则犎≠．若犎 中不存在犕圈，可设犘＝狓１狔１狓２狔２

…狓狋狔狋（狓犻狔犻∈犕，犻＝１，２，…，狋）为犎 中的最长的犕路，则犘的两个端点狓１，狔狋有性质

犖（狓１）∩ ｛狔２，狔３，…，狔狋｝＝，

犖（狔狋）∩ ｛狓１，狓２，…，狓狋－１｝＝．

于是

　犱犎＼犞（犘）（狓１）＋犱犎＼犞（犘）（狔狋）

＝ （犱（狓１）＋犱（狔狋））－（犱犆（狓１）＋犱犆（狔狋））－（犱犘（狓１）＋犱犘（狔狋））

≥狀＋２－４－２＝狀－４≥１，

所以狓１ 或狔狋（不妨设狔狋）有犱犎＼犞（犘）（狔狋）≥１．于是犎＼犞（犘）中存在狔狋的邻点狓狋＋１．所以存在

狔狋＋１，使狓狋＋１狔狋＋１∈犕，这样我们得到了比犘更长的犕路狓１狔１…狓狋狔狋狓狋＋１狔狋＋１，与犘的选取矛

盾．所以犎 中必存在犕圈犆１，于是犌中总存在两个顶点无交犕圈犆 和犆１．再由引理１知

定理４成立． 

引理３　设犌是２狀阶均衡二分图，犽≥３，狀≥４犽，且δ（犌）≥（２狀－１）／３，则对犌的每个完

美对集犕，犌中总存在犽个长度不大于６的顶点无交的犕圈．

证　假设引理３不成立．设犌有狋（狋＜犽）个长度不大于６的顶点无交的犕圈，但不存

在狋＋１个长度不大于６的顶点无交的 犕圈．设犆１，犆２，…，犆狋 是满足这种性质且使

∑
狋

犻＝１

狘犞（犆犻）狘最小的圈．不妨设犆１，犆２，…，犆狊（狊≤狋）是长为４的圈，犆狊＋１，…，犆狋是长为６

的圈．记犌１＝〈∪
狋

犻＝１
犞（犆犻）〉，犎＝犌＼犌１，则由于狘犞（犌１）狘≤∑

狋

犻＝１

狘犞（犆犻）狘＝６狋－２狊＜８犽＝狘

犌狘，所以犎≠．我们证明下面三个断言成立．

断言１　对任意狌狏∈犕∩犎，若犆犻
０
为６圈，则犲（｛狌，狏｝，犆犻

０
）≤３．

记犆犻
０
＝狓１狔１狓２狔２狓３狔３狓１（狓犼狔犼∈犕，犼＝１，２，３），则对每个犼，犲（｛狌，狏｝，｛狓犼，狔犼｝）≤１．

否则，若有犲（｛狌，狏｝，｛狓犼０，狔犼０｝）≥２，则可以用长为４的犕圈代替犆犻０，与∑
狋

犻＝１

狘犞（犆犻）狘最小

矛盾．

断言２　存在狌狏∈犕∩犎，使犲（｛狌，狏｝，犆犻）≤３，对任意的犻∈｛１，２，…，狋｝成立．

否则，若对任意的狌狏∈犕∩犎，均存在犻，使犲（｛狌，狏｝，犆犻）≥４，则由断言１知犆犻必为４

圈，此时犲（｛狌，狏｝，犆犻）＝４．于是犌的导出子图〈犞（犆犻）∪｛狌，狏｝〉是边数不少于９的二分图，

所以，〈犞（犆犻）∪｛狌，狏｝〉犓３，３．这时

狘犕 ∩犎狘＝狘犞（犎）狘／２≥ （２狀－６狋）／２≥ （８犽－６狋）／２＞犽＞狋，

即｜犕∩犎｜中的边数多于圈犆犻的个数．有鸽巢原理知，存在圈犆犻
０
及犕∩犎 中的边狌１狏１ 和

狌２狏２ 及

使 犲（｛狌１，狏１｝，犆犻
０
）＝犲（｛狌２，狏２｝，犆犻

０
）＝４．

由前面的讨论知

〈犞（犆犻
０
）∪ ｛狌１，狏１｝〉犓３，３，　〈犞（犆犻０）∪ ｛狌２，狏２｝〉犓３，３．

于是〈犞（犆犻
０
）∪｛狌１，狏１，狌２，狏２｝〉中包含两个长为４的顶点不交的犕圈．这样犌中存在狋＋１

个顶点不交的犕圈，与狋最大的假设矛盾．所以断言２成立．

设狌０狏０∈犕∩犎，使犲（｛狌０，狏０｝，犆犻）≤３，对任意的犻∈｛１，２，…，狋｝成立．于是

犱犌
１
（狌０）＋犱犌

１
（狏０）≤３狋． （１）
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记 狀１ ＝∑
狋

犻＝１

狘犞（犆犻）狘／２，

狀２ ＝狘犖犎（狌０）＼｛狏０｝狘，

狀３ ＝狘犖犎（狏０）＼｛狌０｝狘，

狀４ ＝狘犞（犎）狘／２－狘犖犎（狌０）∪犖犎（狏０）狘．

由于犎 中不含长≤６的犕圈，所以

犖犎（狌０）∩犖犎（狏０）＝ ｛狌０｝，

犖犎（狌０）∩犖犎（狏０）＝ ｛狏０｝，

这样 狀＝狀１＋狀２＋狀３＋狀４＋１．

不妨设狀２≤狀３，则狀２≤（狀－（狀１＋狀４＋１））／２．结合（１）式，可知

犱犎（狌０）＋犱犎（狏０）＝狀２＋狀３＋２

＝ （犱（狌０）＋犱（狏０））－（犱犌
１
（狌０）＋犱犌

１
（狏０））

≥２δ（犌）－３狋，

所以

狀１＋狀４ ＝狀－（狀２＋狀３＋１）≤狀－２δ（犌）＋３狋＋１．

　　断言３　对每个狓∈犖犎（狌０）＼｛狌０｝，｜犖（狓）∩犖犎（狌０）｜≥（狀２＋２）／２．

若存在狓∈犖犎（狌０）＼｛狌０｝，使｜犖（狓）∩犖犎（狌０）｜≤（狀２＋１）／２．由于 犎 不含长６的 犕

圈，所以犖（狓）∩犖犎（狏０）＝．于是

狘犖（狓）∩犖犎（狌０）狘＝狘犖（狓）∩ （犖犎（狏０）∪犖犎（狌０））狘

＝狘犖（狓）狘＋狘犖犎（狏０）∪犖犎（狌０）狘－狘犖（狓）∪ （犖犎（狏０）∪犖犎（狌０））狘

≥犱（狓）＋（狀２＋狀３＋１）－狀＝犱（狓）－（狀１＋狀４）

≥δ（犌）－（狀１＋狀４）．

这样

（狀２＋１）／２≥δ（犌）－（狀１＋狀４），

因此

（（狀－（狀１＋狀４＋１））／２＋１）／２≥δ（犌）－（狀１＋狀４），

即

４δ（犌）－狀≤３（狀１＋狀４）＋１≤３（狀－２δ（犌）＋３狋＋１）＋１．

于是

１０δ（犌）－４狀≤９狋＋４，

即

１０（２狀－１）／３－４狀≤９狋＋４，

我们有

狀≤ （２７狋＋２２）／８＜２７（狋＋１）／８＜４犽≤狀，

矛盾．所以断言３成立．

下面记犢１＝犖犎（狌０）＼｛狏０｝，犡１＝犖犎（狌０）＼｛狌０｝＝犢１，则｜犡１｜＝｜犢１｜＝狀２．考虑子图犌２

＝〈犡１∪犢１〉．由断言３知

∑
狔∈犢１

犱犌
２
（狔）＝∑

狓∈犡１

犱犌
２
（狓）≥狀２（狀２＋２）／２．

由鸽巢原理知，存在狔０∈犢１，使犱犌
２
（狔０）≥（狀２＋２）／２．设狓０狔０∈犕∩犌２，则

狘犖犌
１
（狔０）∩犖犌２（狓０）狘＝狘犖犌２（狔０）狘＋狘犖犌２（狓０）狘－狘犖犌１（狔０）∪犖犌２（狓０）狘
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≥犱犌２（狓０）＋犱犌２（狔０）－狘犡１狘≥狀２＋２－狀２ ＝２，

所以犌２ 中存在一个长为４的犕圈，又与犆１，犆２，…，犆狋的选取矛盾．故引理３成立． 

定理５的证明　当犽＝２时，易见当狀≥４犽时，δ（犌）≥［（２狀－１）／３］≥［（狀＋２）／２］．由定

理４知此时定理５成立．

当犽≥３时，由引理１和引理３知犌中存在恰含犽个圈的犕２因子．

再结合引理２知定理５成立． 

致谢　感谢刘桂真教授的悉心指导．

参　考　文　献

［１］　ＢｏｎｄｙＪＡ，ＭｕｒｔｙＵＳＲ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．Ｌｏｎｄｏｎ：ｔｈｅＭａｃｍｉｌｌａｍＰｒｅｓｓＬｔｄ，１９７６

［２］　ＤｉｒａｃＧ．Ｓｏｍｅｔｈｅｏｒｅｍｓｏｎａｂｓｔｒａｃｔｇｒａｐｈｓ．ＰｒｏｃＬｏｎｄｏｎＭａｔｈＳｏｃ，１９５２，２：６９－８１

［３］　Ｈ̈ａｇｇｋｖｉｓｔＲ．Ｏｎ犉Ｈａｍｉｔｏｎｇｒａｐｈｓ，ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙａｎｄＲｅｌａｔｅｄＴｏｐｉｃｓ．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，１９７９．２１９

－２３１

［４］　ＬａｓＶｅｒｇｎｅｓＭ．［Ｐｈ．Ｄ．Ｔｈｅｓｉｓ］，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＰａｒｉｓ，１９７２

［５］　ＣｈｅｎＧ，ＧｏｎｌｄＲ，ＪａｃｏｂｓｏｎＭ．Ｏｎ２ｆａｃｔｅｒｓｃｏｎｔａｉｎｇ１ｆａｃｔｅｒｓｉｎｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｓ．ＤｉｓｃｒＭａｔｈ，１９９９，１９８：１８５－

１９４

［６］　ＦｅｎｇＨａｏｄｉ．Ｏｎｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ（０，犳）ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｓ．ＡｃｔａＭａｔｈＳｃｉ，１９９９，１９（３０）：３３２－３３６

犗狀２犳犪犮狋狅狉狊犆狅狀狋犪犻狀犻狀犵犘犲狉犳犲犮狋犕犪狋犮犺犻狀犵犻狀犅犻狆犪狉狋犻狋犲犌狉犪狆犺狊

ＷａｎｇＸｉａｏｌｉ
（犛犮犺狅狅犾狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊犪狀犱犛狔狊狋犲犿犛犮犻犲狀犮犲，犛犺犪狀犱狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犑犻＇狀犪狀２５０１００；

犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犕犪狋犺犲犿犪狋犻犮狊，犖犪狀狔犪狀犵犖狅狉犿犪犾犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犖犪狀狔犪狀犵４７３０６１）

犃犫狊狋狉犪犮狋：Ａｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ犌＝ （犡，犢；犈）ｉｓｃａｌｌｅｄｂａｌａｎｃｅｄｉｆ狘犡狘＝狘犢狘．Ｌｅｔ犌＝ （犡，

犢；犈）ｂｅａｂａｌａｎｃｅｄｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｏｆｏｒｄｅｒ２狀，ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅｏｆ犌ｉｓａｔ

ｌｅａｓｔ（２狀－１）／３，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｈｏｗｓｔｈａｔｉｆ狀≥４犽，ｔｈｅｎｆｏｒｅａｃｈｐｅｒｆｅｃｔｍａｔｃｈｉｎｇ犕，犌ｃｏｎ

ｔａｉｎｓａ２ｆａｃｔｏｒｗｉｔｈｅｘａｃｔｌｙ犽ｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ（ｖｅｒｔｅｘｄｉｓｊｏｉｎｔｃｙｃｌｅｓ）ｉｎｃｌｕｄｉｎｇｅｖｅｒｙｅｄｇｅｏｆ

犕 （ｗｉｔｈｏｎｅｅｘｃｅｐｔｉｏｎｔｈａｔ犽＝１，狀＝５ａｎｄδ（犌）＝３）．Ｗｈｅｎ犽＝２，狀≥５，ｔｈｅａｕｔｈｏｒ

ｈａｓｔｈｅｓａｍｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ４δ≥ （狀＋１）／２，ａｎｄｔｈｉｓｂｏｕｎｄａｂｏｕｔｍｉｎｉ

ｍｕｍｄｅｇｒｅｅｉｓｔｈｅｂｅｓｔｐｏｓｓｉｂｌｅ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：Ｂａｌａｎｃｅｄｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ；Ｐｅｒｆｅｃｔｍａｔｃｈｉｎｇ；２ｆａｃｔｏｒ；犕２ｆａｃｔｏｒ．

犕犚（２０００）犛狌犫犼犲犮狋犆犾犪狊狊犻犳犻犮犪狋犻狅狀：０５Ｃ７０

９７４Ｎｏ．４　　　　　　　　王骁力：二分图中含有完美对集的２因子


