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服务员假期中以概率狆进入的犕／犌／１排队系统的随机分解
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摘要：该文研究犕／犌／１多重休假排队系统，其中在服务员休假中到达顾客以概率狆（０≤狆≤１）

进入．通过引进“服务员忙期”和使用拉普拉斯变换或拉普拉斯———司梯阶变换，我们获得队长

瞬态分布的拉普拉斯变换和稳态分布的递推表达式，进一步得到稳态队长分布的随机分解和在

特殊情况下相应的一些结果．
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１　引言

近年来，许多文献研究了各种各样的休假排队系统（见后面参考文献）．这些文献研究

的主要是稳态下队长和等待时间的随机分解，使用的分析技术主要有嵌入的马尔柯夫链方

法、直接概率分解法、水平交叉法和样本轨道法等．文献［７］研究了多重休假和单重休假的

犕／犌／１排队的离去过程，本文将继续研究多重休假的犕／犌／１排队，其中在服务员休假中到

达顾客以概率狆（０≤狆≤１）进入系统．从队长过程｛犖（狋），狋≥０｝本身出发，我们既讨论了队

长的瞬态分布，也讨论了队长的稳态分布．本文考虑的排队系统的描述如下

１）顾客相继到达的间隔时间序列τ犻，犻＝１，２，…，独立同分布犉（狋）＝１－ｅ
－λ狋，狋≥０；

２）顾客的服务时间序列χ犻，犻＝１，２，…，独立同一般分布犌（狋），狋≥０，且平均服务时间为

１／μ（０＜μ＜∞）；

３）服务员采取多重休假规则，即当系统变空时，服务员去休假一次，如果从休假转来发

现系统中有顾客等待，则立即为顾客服务，直到系统再次变空又去进行一次休假；如果从休

假转来发现系统中没有顾客等待，则服务员立即又去进行一次休假，以此类推．假定各次休

假犞犻，犻＝１，２，…，独立同一般分布犞（狋），狋≥０；

４）在假期中到达的顾客以概率狆（０≤狆≤１）进入系统，且到达、服务和休假是相互独立

的；

５）在狋＝０时刻，当队长犖（０）＝０时，服务员不进行休假，即服务员休假仅在繁忙一段

时间后进行．但是，稳态结果与系统的初始状态无关．
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注　本文采用如下一些记号

ρ＝
λ

μ
表示系统的交通强度；犖（狋）表示时刻狋系统的队长，即系统中的顾客数；犌

（犽）（狋）

表示相应分布犌（狋）的犽重卷积，犽≥１，且犌
（０）（狋）＝１，狋≥０；犵（狊）表示相应犌（狋）的拉普拉斯—

司梯阶变换，即犵（狊）＝∫
∞

０
ｅ－狊狋ｄ犌（狋）；犈［犞］表示每次休假的平均长度．

２　队长的瞬态分布

首先，我们定义“系统闲期”和“服务员忙期”如下

“系统闲期”是指从系统刚变空的时刻起，直到第一个顾客进入系统为止的这段时间．

用犐犽 表示系统的第犽个系统闲期长度，则根据模型的假设易得

当犖（０）＝０时

犉犽（狋）＝犘｛犐犽 ≤狋｝＝
１－ｅ

－λ狋， 犽＝１；

１－ｅ
－λ狆狋， 犽＞１｛ ，

（１）

当犖（０）＝犻（≥１）时

犉犽（狋）＝犘｛犐犽 ≤狋｝＝１－ｅ
－λ狆狋，犽＝１，２，… ． （２）

　　“服务员忙期”是指从服务员开始为顾客服务的时刻起，直到系统再次变空为止的这段

时间．如果令犫表示从一个顾客开始服务的服务员忙期长度，犅（狋）＝犘｛犫≤狋｝，狋≥０，犫（狊）

＝∫
∞

狅
ｅ－狊狋ｄ犅（狋），类似文［１２］可得

引理１　对犚（狊）＞０，犫（狊）是方程狕＝犵［狊＋λ（１－狕）］在｜狕｜＜１内的唯一根，且

犅（狋）＝
∞

犽＝１∫
狋

０

（λ狓）
犽－１

犽！
ｅ－λ狓ｄ犌

（犽）（狓），狋≥０， （３）

ｌｉｍ
ｔ→∞
犅（狋）＝ｌｉｍ

ｓ→０
＋
犫（狊）＝

１， ρ≤１；

ω＜１，ρ＞１｛ ，
（４）

犈［犫］＝
１／（μ－λ），ρ＜１；

∞， ρ≥１｛ ，
（５）

其中ω（０＜ω＜１）为ω＝犵（λ－λω）的根，犚（狊）为复变数狊的实部．

为了讨论队长的瞬态分布，我们先讨论在服务员忙期中的瞬态分布．令

犙犼（狋）＝犘｛犫＞狋≥０；犖（狋）＝犼｝，犼≥１

表示在服务员忙期犫中队长为犼的瞬态分布，其中在狋＝０时刻忙期犫开始．

定理１　令狇

犼 （狊）＝∫

∞

０
ｅ－狊狋犙犼（狋）ｄ狋，则对犚（狊）＞０，狇


犼 （狊）有如下递推式

狇

１ （狊）＝

犫（狊）［１－犵（狊＋λ）］
（狊＋λ）犵（狊＋λ）

， （６）

狇

犼 （狊）＝

犫（狊）

犵（狊＋λ）∫
∞

０

［１－犌（狋）］
（λ狋）犼－

１

（犼－１）！
ｅ－

（狊＋λ）狋ｄ狋

＋
１

犵（狊＋λ）
犼－１

犽＝１

狇

犼－犽（狊）

犫犽（狊）
犫（狊）－

犽

犻＝０∫
∞

０
ｅ－

（狊＋λ）狋［λ犫（狊）狋］
犻

犻！
ｄ犌（狋｛ ｝），犼＞１． （７）

　　证　完全仿照文献［９］中定理１的证明可得． 
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下面讨论队长的瞬态分布，令

狆犻犼（狋）＝犘｛犖（狋）＝犼狘犖（０）＝犻｝，狆

犻犼（狊）＝∫

∞

０
ｅ－狊狋狆犻犼（狋）ｄ狋，犻≥０，犼≥０．

　　定理２　对犚（狊）＞０，有

狆

００（狊）＝

１
（狊＋λ）

１＋
λ犫（狊）［１－狏（狊＋λ狆）］

（狊＋λ狆）［１－狏（狊＋λ狆－λ狆犫（狊｛ ｝））］
， （８）

狆

犻０（狊）＝

犫犻（狊）［１－狏（狊＋λ狆）］
（狊＋λ狆）［１－狏（狊＋λ狆－λ狆犫（狊））］

，犻≥１． （９）

　　证　因为在时刻狋，队长等于零的充要条件是时刻狋落在系统闲期中，所以利用全概率

分解技术，并注意到在假期中顾客是以概率狆进入系统，可得

狆００（狋）＝犘｛０≤狋＜犐１；犖（狋）＝０｝＋犘｛犐１＋犫１ ≤狋＜犐１＋犫１＋犐２；犖（狋）＝０｝

＋
∞

犽＝１

犘｛犛犽－１ ≤犐２ ＜犛犽；犐１＋犫１＋犛犽 ≤狋；犖（狋）＝０｝

＝ｅ
－λ狋
＋∫

狋

０
ｅ－λ狆

（狋－狓）ｄ［犉１（狓）犅（狓）］

＋
∞

犽＝１

∞

犼＝１∫
狋

０∫
狋－狓

０∫
狋－狓－狔

０
狆犼０（狋－狓－狔－狌）

（λ狆狌）犼

犼！

·ｅ－λ狆
（狔＋狌）ｄ犞（狌）ｄ犞

（犽－１）（狔）ｄ［犉１（狓）犅（狓）］， （１０）

其中犛犽＝
犽

犻＝１

犞犻，犽≥１，犛０＝０；“”表示分布函数的卷积．

对犖（０）＝犻≥１，类似可得

狆犻０（狋）＝∫
狋

０
ｅ－λ狆

（狋－狓）ｄ犅
（犻）（狓）＋

∞

犽＝１

∞

犼＝１∫
狋

０∫
狋－狓

０∫
狋－狓－狔

０
狆犼狅（狋－狓－狔－狌）

（λ狆狌）犼

犼！

·ｅ－λ狆
（狔＋狌）ｄ犞（狌）ｄ犞犽－１（狔）ｄ犅

（犻）（狓）． （１１）

（１０）式和（１１）式的拉普拉斯变换为

狆

００（狊）＝

１

狊＋λ
＋

λ犫（狊）
（狊＋λ）（狊＋λ狆）

　＋
λ犫（狊）

（狊＋λ）［１－狏（狊＋λ狆）］
∞

犼＝１

狆

犼０（狊）∫

∞

０
ｅ－

（狊＋λ狆）狋（λ狆狋）
犼

犼！
ｄ犞（狋）， （１２）

狆

犻０（狊）＝

犫犻（狊）
（狊＋λ狆）

＋
犫犻（狊）

１－狏（狊＋λ狆）
∞

犼＝１

狆

犼０（狊）∫

∞

０
ｅ－

（狊＋λ狆）狋（λ狆狋）
犼

犼！
ｄ犞（狋）． （１３）

由（１２）式与（１３）式可得关系式

狆

犻０（狊）＝

（狊＋λ）犫
犻－１（狊）

λ
狆

００（狊）－

１

狊＋｛ ｝λ ，犻≥１， （１４）

然后（１４）式代入（１２）式，可解得狆００（狊）的表达式，从而可得狆

犻狅（狊）的表达式，证毕． 

定理３　对犻、犼≥１和犚（狊）＞０，有

狆

狅犼（狊）＝

λ
（狊＋λ）［１－狏（Λ）］

［１－狏（狊＋λ狆）］狇犼 （狊）＋δ

犼 （狊｛ ｝）， （１５）

狆

犻犼（狊）＝

犻

犽＝１

狇

犼－（犻－犽）（狊）犫

犽－１（狊）＋
犫犻－１（狊）

１－狏（Λ）
［狏（Λ）－狏（狊＋λ狆）］狇犼 （狊）＋δ


犼 （狊｛ ｝）．（１６）

其中Λ＝狊＋λ狆－λ狆犫（狊）；狇犼 （狊）由定理１给出，且

δ

犼 （狊）＝犫（狊）∫

∞

０

［１－犞（狋）］
（λ狆狋）犼

犼！
ｅ－

（狊＋λ狆）狋ｄ狋
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＋
犼－１

犽＝１

狇

犼－犽（狊）

犫犽（狊）
狏（Λ）－

犽

犾＝０∫
∞

０

［λ狆犫（狊）狋］
犾

犾！
ｅ－

（狊＋λ狆）狋ｄ犞（狋｛ ｝），　犼≥１．
　　证　

狆０犼（狋）＝犘｛犐１ ≤狋＜犐１＋犫１；犖（狋）＝犼｝

＋
∞

犽＝１

犘｛犛犽－１ ≤犐２ ＜犛犽；犐１＋犫１＋犐２ ≤狋＜犐１＋犫１＋犛犽；犖（狋）＝犼｝

＋
∞

犽＝１

犘｛犛犽－１ ≤犐２ ＜犛犽；犐１＋犫１＋犛犽 ≤狋；犖（狋）＝犼｝

＝∫
狋

０
犙犼（狋－狓）ｄ犉１（狓）＋

∞

犽＝１∫
狋

０∫
狋－狓

０

珚犞（狋－狓－狔）
［λ狆（狋－狓－狔）］犼

犼！

·ｅ－λ狆
（狋－狓）ｄ犞

（犽－１）（狔）ｄ［犉１（狓）犅（狓）］

＋
∞

犽＝１

∞

犿＝１∫
狋

０∫
狋－狓

０∫
狋－狓－狔

０
狆犿犼（狋－狓－狔－狌）

（λ狆狌）
犿

犿！

·ｅ－λ狆
（狔＋狌）ｄ犞（狌）ｄ犞

（犽－１）（狔）ｄ［犉１（狓）犅（狓）］， （１７）

其中珚犞（狋）＝１－犞（狋），狋≥０．

类似地，当犖（０）＝犻≥１时，有

狆犻犼（狋）＝
犻

犽＝１

犙犼－犻＋犽（狋）犅
（犽－１）（狋）

＋
∞

犽＝１∫
狋

０∫
狋－狓

０

珚犞（狋－狓－狔）
［λ狆（狋－狓－狔）］犼

犼！
ｅ－λ狆

（狋－狓）ｄ犞
（犽－１）（狔）ｄ犅

（犻）（狓）

＋
∞

犽＝１

∞

犿＝１∫
狋

０∫
狋－狓

０∫
狋－狓－狔

０
狆犿犼（狋－狓－狔－狌）

（λ狆狌）
犿

犿！

·ｅ－λ狆
（狔＋狌）ｄ犞（狌）ｄ犞犽－１（狔）ｄ犅

（犻）（狓）． （１８）

（１７）式和（１８）式的拉普拉斯变换为

狆

０犼（狊）＝

λ
狊＋λ

狇

犼 （狊）＋

λ犫（狊）
（狊＋λ）［１－狏（狊＋λ狆）］∫

∞

０

［１－犞（狋）］
（λ狆狋）犼

犼！
ｅ－

（狊＋λ狆）狋ｄ狋

＋
λ犫（狊）

（狊＋λ）［１－狏（狊＋λ狆）］
∞

犿＝１

狆

犿犼（狊）∫

∞

０

（λ狆狋）
犿

犿！
ｅ－

（狊＋λ狆）狋ｄ犞（狋）， （１９）

狆

犻犼（狊）＝

犻

犽＝１

狇

犼－犻＋犽（狊）犫

犽－１（狊）＋
犫犻（狊）

１－狏（狊＋λ狆）∫
∞

０

［１－犞（狋）］
（λ狆狋）犼

犼！
ｅ－

（狊＋λ狆）狋ｄ狋

＋
犫犻（狊）

１－狏（狊＋λ狆）
∞

犿＝１

狆

犿犼（狊）∫

∞

０

（λ狆狋）
犿

犿！
ｅ－

（狊＋λ狆）狋ｄ犞（狋）． （２０）

由（１９）式和（２０）式可得关系式

狆

犻犼（狊）＝

犻

犽＝１

狇

犼－犻＋犽（狊）犫

犽－１（狊）＋
（狊＋λ）犫

犻－１（狊）

λ
｛狆０犼（狊）－

λ
狊＋λ

狇

犼 （狊）｝， （２１）

然后将（２１）式代入（１９）式可解得狆０犼（狊）表达式，从而可得狆

犻犼（狊）的表达式．证毕． 

３　队长的稳态分布和随机分解

定理４　令狆犼＝ｌｉｍ
ｔ→∞
狆犻犼（狋），则对０＜狆≤１及任意初始状态，有
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１）当ρ≥１时，狆犼＝０，犼＝０，１，２，… （２２）

２）当ρ＜１时

狆０ ＝
（１－ρ）［１－狏（λ狆）］

λ狆犈［犞］［１－（１－狆）ρ］
， （２３）

狆犼 ＝
１－ρ

［１－（１－狆）ρ］犈［犞］
［１－狏（λ狆）］θ犼＋∫

∞

０

［１－犞（狋）］
（λ狆狋）犼

犼！
ｅ－λ狆狋ｄ｛ 狋

＋
犼－１

犽＝１

θ犼－犽 １－
犽

犾＝０∫
∞

０

（λ狆狋）
犾

犾！
ｅ－λ狆狋ｄ犞（狋［ ］｝） ，犼≥１， （２４）

其中

θ犼 ＝
１

犵（λ）∫
∞

０

［１－犌（狋）］
（λ狋）犼－

１

（犼－１）！
ｅ－λ狋ｄ狋＋

犼－１

犽＝１

θ犼－犽 １－
犽

犻＝０∫
∞

０

（λ狋）
犻

犻！
ｅ－λ狋ｄ犌（狋［ ］｛ ｝） ，犼 ≥ １；

狏（λ狆）＝∫
∞

０
ｅ－λ狆狋ｄ犞（狋）；犵（λ）＝∫

∞

０
ｅ－λ狋ｄ犌（狋）；当犼≤０时，

犼

犽＝１

＝０．

证　由ｌｉｍ
ｔ→∞
狆犻犼（狋）＝ｌｉｍ

ｓ→０
＋
狊狆


犻犼（狊），使用罗必达法则，结合引理１即得证． 

定理５　令Π狏（狕）表示｛狆犼，犼≥０｝的概率母函数，则对ρ＜１和０＜狆≤１，有

Π狏（狕）＝
（１－ρ）

［１－（１－狆）ρ］
犵（λ（１－狕））（１－狆狕）－（１－狆）狕

犵（λ（１－狕））－狕
１－狏（λ狆（１－狕））

λ狆（１－狕）犈［犞］
．

狘狕狘＜１ （２５）

　　证　由Π狏（狕）＝
∞

犼＝０

狕犼狆犼，结合定理４，直接计算即可． 

定理６　令犔狏 表示平均队长，则对ρ＜１，有

犔狏 ＝
狆

［１－（１－狆）ρ］
ρ＋
λ
２犈［χ

２］

２（１－ρ｛ ｝）＋λ狆犈
［犞２］

２犈［犞］
． （２６）

　　证　由犔狏＝
犱
犱狕
［Π狏（狕）］｜狕＝１可得． 

４　一些特殊情形

推论１　若狆＝１，即在服务员假期中到达顾客以概率１进入系统，则对ρ＜１，有

Π狏（狕）＝
（１－ρ）（１－狕）犵（λ（１－狕））

犵（λ（１－狕）－狕）
·１－狏

（λ（１－狕））

λ（１－狕）犈［犞］
，狘狕狘＜１， （２７）

这与文献［１］和文献［９］的结果完全一致．

推论２　若犘｛犞＝０｝＝１，即该系统是没有假期的犕／犌／１排队系统，且顾客到达率在忙

期中是λ，而在闲期中是λ狆，则对ρ＜１，有

狆０ ＝
１－ρ

［１－（１－狆）ρ］
；狆犼 ＝

λ狆（１－ρ）
［１－（１－狆）ρ］

θ犼，犼≥１， （２８）

概率母函数为

Π狏（狕）＝
（１－ρ）

［１－（１－狆）ρ］
犵（λ（１－狕））（１－狆狕）－（１－狆）狕

犵（λ（１－狕））－狕
，狘狕狘＜１． （２９）

７８６Ｎｏ．６　　唐应辉等：服务员假期中以概率狆进入的犕／犌／１排队系统的随机分解
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