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固定设计下回归函数的小波估计
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摘要：对于非参数回归模型：犢犻＝犵（狋犻）＋ε犻，犻＝１，…，狀，其中｛狋犻｝为固定设计点列，｛ε犻｝为α混合

的平稳序列，该文建立了回归函数犵（狋）的小波估计并研究了其相合性、强相合性和收敛速度．
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１　引言

考虑如下的非参数回归模型

犢犻＝犵（犡犻）＋ε犻，　犻＝１，２，…，狀． （１）

　　通常上述模型有如下两种情况

（Ⅰ）随机设计模型，即 （犡犻，犢犻）′狊为随机向量，回归函数犵（狓）＝犈（犢｜犡＝狓），误差

ε犻＝犢犻－犵（犡犻），犻＝１，２，…，狀．

（Ⅱ）固定设计模型，即犡犻′狊为非随机设计点列，用狋犻′狊表示，不失一般性设０≤狋１≤…

≤狋狀≤１，误差ε犻＝犢犻－犵（狋犻）．

对于上述两种情况，我们感兴趣的都是关于回归函数犵（狓）的估计问题．

关于模型（Ⅰ）

一个常用的估计为如下定义的核估计

犵^１（狓）＝
∑
狀

犼＝１

犢犼犓（
狓－犡犼
犺狀

）

∑
狀

犻＝１

犓（
狓－犡犻
犺狀

）

， （２）

其中犓（·）为核函数，｛犺狀｝为窗宽满足犺狀→０．

许冰［１］在｛（犡犻，犢犻）｝为ｉ．ｉ．ｄ．序列时研究了估计量犵^１（狓）的性质并给出了一系列满意

的结果；胡舒合［２］在样本为φ混合时给出了犵^１（狓）的强相合性，但在样本为α混合时，只是

得到了一个初步的结果；许冰［３］进一步给出了α混合样本下估计量偏差与独立样本相当的

收敛速度．

直到９０年代小波方法才得以成功地应用到统计尤其是非参数推断中．由于小波对待估

函数要求较低而且可以得到一系列满意的大样本性质，所以小波方法得到了广泛的应用．张
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双林，沙秋英，程美玉［４］建立了犵（狓）的非线性小波估计，当｛犡犻，犢犻）｝
狀
犻＝１为ｉ．ｉ．ｄ．样本且｛犡犻｝

服从［０，１］上的均匀分布时，只需满足犈犢２＜∞，而不要求犢 的分布条件和回归函数的光滑

条件下证明了平方积分损失下此估计量的一致相合性．

关于模型 （Ⅱ）

Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ和Ｃｈａｏ
［５］对未知函数犵（狓）提出了一种加权核估计

犵^２（狓）＝∑
狀

犻＝１

犢犻
狓犻－狓犻－１
犺狀

犓（
狓－狓犻
犺狀

）， （３）

其中犓（·）和犺狀定义如前．

在独立情形下，许多学者对犵^２（狓）的相合性作了深入的研究．如Ｐｒｉｅｓｔｌｅｙ和Ｃｈａｏ
［５］讨

论了犵^２（狓）的弱相合估计；Ｂｅｎｅｄｅｔｔｉ
［６］在一定条件下证明了犵^２（狓）的强相合性；Ｓｃｈｕｓｔｅｒ和

Ｙａｋｏｗｉｔｚ
［７］讨论了犵^２（狓）的一致强相合性；秦永松

［８］弱化了［６］中强相合性的条件，并在［９］

中将其推广到φ混合误差情形；杨善朝
［１０］弱化了［９］中条件证明了犵^２（狓）的强相合性和完

全收敛性．

定义１．１　设｛犡犼｝为狉．狏．狊，记犉
犼
－∞＝σ（犡犻，犻＝犼，犼－１，… ），犉犼

∞＝σ（犡犻，犻＝犼，犼＋１，…

），定义

α（狀）＝ ｓｕｐ
犃∈犉

犼
－∞

，犅∈犉
∞
犼＋狀

狘犘（犃犅）－犘（犃）犘（犅）狘，

若ｌｉｍ
狀→∞
α（狀）＝０，则称｛犡犼｝为α混合序列．

由于在许多实际应用中假设误差独立是不太适合的，因而考虑误差为相依情况下的模

型（１）是很有意义的．我们注意到α混合的条件比其它的许多混合，例如犿相依，φ混合，ρ

混合和绝对正则等都要弱，因而其在实际中适用面更广．作为一个例子，在适当的假设下，

自回归滑动平均（ＡＲＭＡ）时间序列和双线性时间序列是强混合的，并且具有混合系数α（狀）

＝犗（ｅ－狊狀），此处狊＞０；而一般的线性时间序列在某些假定下也是强混合的
［１１］．

本文我们将在误差｛ε犻｝为α混合平稳序列 且满足犈ε犻＝０，犻＝１，２，…，狀情形下继续讨

论模型（Ⅱ）．定义犵（狓）的小波估计为

犵^（狋）＝∑
狀

犻＝１

犢犻∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊，

其中犃１，…，犃狀为［０，１］上的分割满足狋犻∈犃犻，犻＝１，２，…，狀（犃犻＝（狊犻－１，狊犻］），犈犿（狋，狊）为由

刻度函数φ（狓）产生的再生核

犈０（狓，狋）＝∑
犼∈犣
φ（狓－犼）φ（狋－犼），

犈犿（狓，狋）＝２
犿犈０（２

犿狓，２犿狋），

其中犿＝犿（狀）＞０是仅依赖于狀的光滑参数．

本文的基本假设

（Ａ１）　犵（·）∈犎狏，狏＞
１

２
（即 ‖犵‖

２
狏 ＝∫狘珟犵（狑）狘

２（１＋狑
２）狏ｄ狑＜ ∞ 其中珟犵是犵的

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换）且满足狉阶（狉＞０）Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件；

（Ａ２）　φ有紧支撑集；

（Ａ３）　φ是狇正则的（即对犽＝０，１，…，狇和狆∈犣，犆狆犽＞０，使得｜φ
（犽）
｜≤

犆狆犽
（１＋｜狓｜）狆

　狓∈犚），其中狇是正整数；

（Ａ４）　当ξ→∞时，｜^φ（ξ）－１｜＝犗（ξ），其中
＾
φ是φ的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换；
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（Ａ５）　ｍａｘ
１≤犻≤狀
｜狊犻－狊犻－１｜＝犗（狀

－１）．

此外我们用犆表示一不依赖于狀的正常数，在不同的地方出现可取不同的值．

２　基本引理

引理２．１　设φ（·）满足（Ａ２）（Ａ３），则有

１）对每一整数犽≥１，犆犽＞０，使得

狘犈犿（狋，狊）狘≤
２犿犆犽

（１＋２
犿
狘狋－狊狘）

犽
；　狋，狊∈犚，犿≥０． （４）

　　２）

ｓｕｐ
狋，犿∫

１

０
狘犈犿（狋，狊）狘ｄ狊≤犆． （５）

　　３）若（Ａ５）也满足，则

狘∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊狘＝犗（
２犿

狀
），当犻＝１，２，…，狀， （６）

∑
狀

犻＝１

（∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊）
２
＝犗（

２犿

狀
）． （７）

　　证　１）见［１２］，２）见［１３］．

３）

狘∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊狘≤∫
狊犻

狊犻－１

狘犈犿（狋，狊）狘ｄ狊

≤∫
狊犻

狊犻－１

犆·２犿

（１＋２
犿
狘狋－狊狘）

２ｄ狊

≤∫
狊犻

狊犻－１

犆·２犿ｄ狊＝犗（
２犿

狀
）．

∑
狀

犻＝１

（∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊）
２
≤∑

狀

犻＝１∫犃犻

犈２犿（狋，狊）ｄ狊∫犃犻

１ｄ狊

≤犗（
１

狀
）∫
１

０
犈２犿（狋，狊）ｄ狊

≤犗（
１

狀
）∫
１

０

（ 犆·２犿

（１＋２
犿
狘狋－狊狘）

２
）２ｄ狊

＝犗（
１

狀
）２犿∫

２
犿（１－狋）

－２
犿
狋

（１＋狘狊狘）－
４ｄ狊

≤犗（
１

狀
）２犿∫

∞

－∞

（１＋狘狊狘）－
４ｄ狊＝犗（

２犿

狀
）． 

　　引理２．２
［１３］
　若（Ａ１）（Ａ２）（Ａ４）满足，则

∫
１

０
犈犿（狋，狊）犵（狊）ｄ狊＝犵（狋）＋犗（η犿）． （８）

其中
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η犿 ＝

（１
２犿
）狏－

１
２，　

１

２
＜狏＜

３

２
，

槡犿
２犿
，　狏＝

３

２
，

１

２犿
，　狏＞

３

２

烅

烄

烆
．

　　引理２．３
［１４］
　设｛犡狀，狀∈犣｝为α混合序列，犡∈犉

犽
－∞，犢∈犉

∞
犽＋狀满足犈｜犡｜

狆＜∞，犈｜犢｜狇

＜∞，其中
１

狆
＋
１

狇
＜１，则

狘犈犡犢－犈犡犈犢狘≤１０‖犡‖狆‖犢‖狇（α（狀））
１－
１
狆－

１
狇． （９）

　　引理２．４
［１５］（α混合序列的Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ不等式）　设｛犡犻，犻∈犖｝为α混合序列满足α（狀）＝

犗（ρ
狀）（０＜ρ＜１），犈犡犻＝０，｜犡犻｜≤１；令０＜θ＜１，狉＝

２

１－θ
，σ＝ｓｕｐ（犈

１
狉｜犡犻｜

狉：犻∈犖）满足

狀
１
２σ≤１，则存在仅依赖于混合系数的常数犆１，犆２，对ε＞０，有

犘（狘∑
狀

犻＝１

犡犻狘＞ε）≤犆１θ
－１ｅｘｐ｛－犆２ε

１
２／（狀

１
４σ

１
２）｝． （１０）

　　引理２．５
［１６］
　设１＜狉≤∞，｛犡狀，狀≥１｝为α混合序列，犈犡狀＝０，ｓｕｐ

狀
犈｜犡狀｜

狉
＜∞，对某

一β＞
狉
狉－１

，α（狀）＝犗（ｌｏｇ
－β狀），则

１

狀∑
狀

犻＝１

犡犻→０，　ａ．ｓ．． （１１）

　　引理２．６
［１７］
　设｛犣犽｝犽＝１，２，…为α混合序列满足犈犣犻＝０，｜犣犻｜≤犛（狀）＜∞，ａ．ｓ（犻＝１，２，

…，狀），则对狀，犖∈犖，１≤犖≤狀和所有ε＞４犖犛（狀），有

犘（狘∑
狀

犻＝１

犣犻狘＞ε）≤４ｅｘｐ｛－ε
２（６４

狀
犖
犇（狀，犖）＋

８

３
ε犖犛（狀））－

１｝＋４
狀
犖
α（犖）， （１２）

其中犇（狀，犿）：＝ ｓｕｐ
０≤犼≤狀－１

犈（ ∑
（犼＋犿）∧狀

犻＝犼＋１
犣犻）

２（犿≤狀，犪∧犫＝ｍｉｎ（犪，犫））．

令

犚犽（狀）≡
ｓｕｐ

犻＝１，２，…，狀

（犈狘犣犻狘
犽）

１
犽，　１≤犽＜ ∞，

ｓｕｐ
犻＝１，２，…，狀

犲狊狊ｓｕｐ
ω∈Ω
狘犣犻狘，　犽＝ ∞

烅
烄

烆 ．

则有

引理２．７
［１７］
　设｛犣犽｝为α混合序列满足∑

∞

犽＝１

α
１－
２
狆（犽）＜ ∞，犚狆（狀）＜ ∞，则对某一２＜

狆≤∞，有

犞犪狉（∑
狀

犻＝１

犣犻）≤狀犚狆
２（狀）（１＋２０∑

∞

犽＝１

α
１－
２
狆（犽））． （１３）

　　引理２．８
［１４］
　设｛犡犻，犻≥１｝为一α混合序列满足犈犡犻＝０，｜犡犻｜≤犱犻，ａ．ｓ．，若存在犇犻≥

０，犓≥０使得０≤犿＜犕≤狀

犈（∑
犕

犻＝犿＋１

犪狀犻犡犻）
２
≤犓∑

犕

犻＝犿＋１

犪狀犻
２犇犻，

则对０≤θ＜１和狉＞２，存在犆（θ，狉）使得
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犈狘∑
狀

犻＝１

犪狀犻犡犻狘
狉
≤犆｛狀

θ（狉－１）［∑
狀

犻＝１

犈狘犪狀犻犡犻狘
狉
＋（∑

狀

犻＝１

犪狀犻
２犇犻）

狉
２］＋狀

１－θ（∑
狀

犻＝１

狘犪狀犻犱犻狘）
狉
α（［狀θ］）｝．

（１４）

３　相合性和强相合性

引理３．１　设（Ａ１）－（Ａ５）满足，则

１）

犈^犵（狋）－犵（狋）＝犗（η犿）＋犗（狀
－狉）． （１５）

　　２）

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘犈^犵（狋）－犵（狋）狘＝犗（η犿）＋犗（狀
－狉）． （１６）

　　证　１）

狘犈^犵（狋）－犵（狋）狘＝狘∑
狀

犻＝１

犵（狋犻）∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊－犵（狋）狘

≤狘∑
狀

犻＝１∫犃犻

（犵（狋犻）－犵（狊））犈犿（狋，狊）ｄ狊狘＋狘∑
狀

犻＝１∫犃犻

犈犿（狋，狊）犵（狊）ｄ狊－犵（狋）狘

≤犗（狀
－狉）∫

１

０
狘犈犿（狋，狊）狘ｄ狊＋狘∫

１

０
犈犿（狋，狊）犵（狊）ｄ狊－犵（狋）狘，

由引理２．１（２）和２．２得

犈^犵（狋）－犵（狋）＝犗（狀
－狉）＋犗（η犿）．

　　２）

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘犈^犵（狋）－犵（狋）狘＝ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

犵（狋犻）∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊－犵（狋）狘

≤ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

犵（狋犻）∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊－∫
１

０
犈犿（狋，狊）犵（狊）ｄ狊狘

　＋ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∫
１

０
犈犿（狋，狊）犵（狊）ｄ狊－犵（狋）狘

≡犎１＋犎２．

利用引理２．２得犎２＝犗（η犿）

犎１≤ｓｕｐ
０≤狋≤１

（∑
狀

犻＝１∫犃犻

狘犵（狋犻）－犵（狊）狘狘犈犿（狋，狊）狘ｄ狊）

≤犆狀
－狉ｓｕｐ
０≤狋≤１

（∫
１

０
狘犈犿（狋，狊）狘ｄ狊）＝犗（狀

－狉）．

所以ｓｕｐ
０≤狋≤１
｜犈^犵（狋）－犵（狋）｜＝犗（η犿）＋犗（狀

－狉）． 

定理３．１　设（Ａ１）－（Ａ５）满足，犈｜ε１｜
２
＜∞，∑

∞

犽＝１

α
１－犪
１＋犪（犽）＜∞（０＜犪＜１），

２犿

狀
１－犪
２

→０，则

有

犵^（狋） →
犘
犵（狋）． （１７）

　　证　｜^犵（狋）－犵（狋）｜≤｜^犵（狋）－犈^犵（狋）｜＋｜犈^犵（狋）－犵（狋）｜，由引理３．１（１）知｜犈^犵（狋）

－犵（狋）｜→０，故下面只需证
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狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘 →
犘
０．

令犪犻＝∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊，ε犻′＝ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≤狀
－
１＋犪
２ ）－犈ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≤狀

－
１＋犪
２ ），ε犻″＝ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≥

狀－
１＋犪
２ ）－犈ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≥狀

－
１＋犪
２ ），则

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＝狘∑
狀

犻＝１

犪犻ε犻′狘＋狘∑
狀

犻＝１

犪犻ε犻″狘≡犎１＋犎２，

记犖＝［狀
１－犪
２ ］，对η＞０，犖狀

－
１＋犪
２ →０，所以当狀充分大时有η＞犆犖狀

－
１＋犪
２ ，利用引理２．６，２．７

和α（犽）＝ｏ（犽
－
１＋犪
１－犪），我们有

犘（犎１ ＞η）≤４ｅｘｐ｛－犆η
２（６４

狀
犖
犇（狀，犖）＋

８

３η
犖狀－

１＋犪
２ ）－１｝＋４

狀
犖
α（犖）

≤犆｛ｅｘｐ（－犆１η
２狀犪）＋０（１）｝→０，　犆１　ｂｅｃｏｎｓｔａｎｔ．

至于犎２，对η＞０，有

犘（犎２ ＞η）≤
犈（犎２）

η
≤

２ｍａｘ
１≤犻≤狀

狘犪犻狘∑
狀

犻＝１

犈狘ε″狘

η

≤犆（
２犿

狀
）２狀

３＋犪
２犈ε１

２
≤犆

２２犿

狀
１－犪
２

→０．

因而

犘（狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＞２η）≤犘（犎１ ＞η）＋犘（犎２ ＞η）→０．

结论证毕． 

定理３．２　设（Ａ１）－（Ａ５）满足，且犈｜ε１｜狆＜∞（狆＞２），α（狀）＝犗（ρ
狀）（０＜ρ＜１），

２２犿狀犫

狀
１
２

→０（犫＞０），则

犵^（狋）→犵（狋），　　ａ．ｓ．． （１８）

　　证　

狘^犵（狋）－犵（狋）狘≤狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＋狘犈^犵（狋）－犵（狋）狘，

由引理３．１（１）知 犈^犵（狋）－犵（狋）→０．因而我们只需证

犵^（狋）－犈^犵（狋）→０，　　ａ．ｓ．．

令

犪犻＝∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊，ε犻′＝ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≤狀
－（
１
２＋犫

））－犈ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≤狀
－（
１
２＋犫

）），

ε犻″＝ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≥狀
－（
１
２＋犫

））－犈ε犻犐（狘犪犻ε犻狘≥狀
－（
１
２＋犫

）），

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＝狘∑
狀

犻＝１

犪犻ε犻狘≤狘∑
狀

犻＝１

犪犻ε犻′狘＋狘∑
狀

犻＝１

犪犻ε犻″狘≡犎１＋犎２．

至于犎１，由于 ｍａｘ
１≤犻≤狀

（犈｜犪犻ε犻′｜
４）

１
４≤犆狀

－（
１
２＋犫

），所以对η＞０，由引理２．４我们得

犘（犎１ ＞η）≤２犆１ｅｘｐ（－犆２η
１
２狀

犫
２）　（犆１，犆２为常数）．

对给定的η，我们有

∑
狀

犘（犎１ ＞η）＜ ∞．

运用ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理我们得犎１→０，ａ．ｓ．
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犎２≤ ｍａｘ
１≤犻≤狀

狘犪犻狘∑
狀

犻＝１

狘ε犻″狘

≤犆
２犿

狀
ｍａｘ
犻
狘犪犻狘狀

１
２＋犫∑

狀

犻＝１

（ε犻
２
＋犈ε犻

２）

≤犆
２２犿狀犫

狀
１
２

［１
狀∑

狀

犻＝１

ε犻
２
＋犈ε１

２］，

注意到犈｜ε１｜
狆＜∞（狆＞２），由引理２．５有

１

狀∑
狀

犻＝１

（ε犻
２
－犈ε犻

２）→０，　　ａ．ｓ．．

所以

ｌｉｍｓｕｐ
狀

１

狀∑
狀

犻＝１

ε犻
２
＜ ∞，　　ａ．ｓ．．

因此犎２→０．ａ．ｓ．．定理证毕． 

４　收敛速度

定理４．１　设满足条件（Ａ１）－（Ａ５），且∑
∞

犽＝１

α
１－
２
狆（犽）＜∞，２＜狆≤

３＋犪
１＋犪

，０＜犪＜１，犿

＝犮ｌｏｇ２狀，０＜犮＜
１－犪
４
，犈ε１

２
＜ ∞，则

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘^犵（狋）－犵（狋）狘 →
犘
０． （１９）

　　证　ｓｕｐ
０≤狋≤１
｜^犵（狋）－犵（狋）｜≤ ｓｕｐ

０≤狋≤１
｜^犵（狋）－犈^犵（狋）｜＋ｓｕｐ

０≤狋≤１
｜犈^犵（狋）－犵（狋）｜，由引理３．１（２）知

ｓｕｐ
０≤狋≤１
｜犈^犵（狋）－犵（狋）｜→０，因而我们只需证

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘 →
犘
０．

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＝ ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

ε犻∫犃犻

犈犿（狋，狊）ｄ狊狘

＝ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

ε犻∫犃犻

犈犿（狋，狊）∑
狀

犼＝１

犐（狊犼－１ ＜狋≤狊犼）ｄ狊狘

≤ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

ε犻∫犃犻
∑
狀

犼＝１

［犈犿（狋，狊）－犈犿（狋犼，狊）］犐（狊犼－１ ＜狋≤狊犼）ｄ狊狘

　＋ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

ε犻∫犃犻
∑
狀

犼＝１

犈犿（狋犼，狊）犐（狊犼－１ ＜狋≤狊犼）ｄ狊狘

≤ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘∑
狀

犻＝１

ε犻∫犃犻
∑
狀

犼＝１

［犈犿（狋，狊）－犈犿（狋犼，狊）］犐（狊犼－１ ＜狋≤狊犼）ｄ狊狘

　＋ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘∑
狀

犻＝１

ε犻∫犃犻

犈犿（狋犼，狊）ｄ狊狘

≡犎１＋犎２．

由［１８］中的引理１（在假设（Ａ３）下，φ（·）在犚上满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件），则犈０（狋，·）关于狋

一致的满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，于是
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犎１ ≤犆ｓｕｐ
０≤狋≤１∑

狀

犻＝１

狘ε犻狘∫犃犻
∑
狀

犼＝１

２２犿狘狋－狋犼狘犐（狊犼－１ ＜狋≤狊犼）ｄ狊≤犆
２２犿

狀２∑
狀

犻＝１

狘ε犻狘，

因而对η＞０

犘（犎１ ＞η）≤
犈（犎１）

η

≤
犆

η

２２犿

狀２
犈（∑

狀

犻＝１

狘ε犻狘）＝
犆

η

１

狀１－２犮
犈狘ε１狘→０，　狀→０，

令犪犼犻 ＝∫犃犻

犈犿（狋犼，狊）ｄ狊，犱＝狀
－
１＋犪
２ ，（０＜犪＜１），ε犻′＝ε犻犐（狘犪犼犻ε犻狘≤犱）－犈ε犻犐（狘犪犼犻ε犻狘≤犱），

ε犻″＝ε犻犐（狘犪犼犻ε犻狘＞犱）－犈ε犻犐（狘犪犼犻ε犻狘＞犱），犻＝１，２，…，狀，则ε犻＝ε犻′＋ε犻″，因此

犎２ ≤ ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻′狘＋ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻″狘≡犎２１＋犎２２，

令犖＝［狀
１－犪
２ ］，对η＞０，犖犱→０，所以当狀充分大时，有η＞犆犖犱，利用引理２．６，２．７和

α（犽）＝ｏ（犽
－
狆
狆－２），我们有

犘（犎２１ ＞η）≤∑
狀

犼＝１

犘（狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻′狘＞η）

≤犆｛狀ｅｘｐ（－犆η
２狀犪）＋ｏ（狀－

狆（１－犪）
２（狆－２）＋

３＋犪
２ ）｝→０．

另一方面

犎２２ ≤∑
狀

犻＝１

狘ε″狘ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘犪犼犻狘≤犆∑
狀

犻＝１

狘ε″狘
２犿

狀
，

所以

犘（犎２２ ＞η）≤
犈（犎２２）

η
≤
犆

η

２犿

狀
犈（∑

狀

犻＝１

狘ε犻″狘）≤
犆

狀
１
２－２犮－

犪
２

→０．

于是

犘（ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＞２η）≤犘（犎１ ＞η）＋犘（犎２ ＞η）→０．

定理证毕． 

定理４．２　设（Ａ１）－（Ａ５）满足，且狏＞
２

３
，狉≥

１

７
，犿＝犮ｌｏｇ２狀（０＜犮＜

１

７
），犈｜ε１｜狆＜∞

（狆＞２），α（狀）＝犗（ρ
狀）（０＜ρ＜１），则

ｓｕｐ
１≤狋≤１

狘^犵（狋）－犵（狋）狘＝犗（２
－犿）　ａ．ｓ．．

　　证　ｓｕｐ
０≤狋≤１
｜^犵（狋）－犵（狋）｜≤ ｓｕｐ

０≤狋≤１
｜^犵（狋）－犈^犵（狋）｜＋ｓｕｐ

０≤狋≤１
｜犈^犵（狋）－犵（狋）｜，由引理３．１（２）知

ｓｕｐ
０≤狋≤１
｜犈^犵（狋）－犵（狋）｜＝犗（２

－犿），所以我们只需证

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘＝犗（２
－犿）　ａ．ｓ．，

用定理４．１证明中同样的方法和相同的记号犎１，犎２，有

ｓｕｐ
０≤狋≤１

狘^犵（狋）－犈^犵（狋）狘≤犎１＋犎２，

至于犎１，利用引理２．５和定理３．２中的证明，得

ｌｉｍｓｕｐ
狀

１

狀∑
狀

犻＝１

狘ε犻狘＜ ∞　ａ．ｓ．，

所以
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２犿犎１ ≤犆
２３犿

狀
１

狀∑
狀

犻＝１

狘ε犻狘→０　ａ．ｓ．，

关于犎２，令犪犼犻 ＝∫犃犻

犈犿（狋犼，狊）ｄ狊，ε犻′＝ε犻犐（狘ε犻狘≤２
２犿）－犈ε犻犐（狘ε犻狘≤２

２犿），ε犻″＝ε犻犐（狘ε犻

狘＞２
２犿），则

犎２≤ ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻′狘＋ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻″狘＋ｍａｘ
１≤犼≤狀

狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻犈ε犻″狘

≡犎２１＋犎２２＋犎２３．

对犼＝１，２，…

犈（∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻′）
２
＝犈ε犻

′２

∑
狀

犻＝１

犪犼犻＋２０ ∑
１≤犻＜犽≤狀

（犈狘ε犻′狘狆）
２
狆 ∑
１≤犻＜犽≤狀

α
１－
２
狆（犽－犻）狘犪犼犻狘狘犪犼犽狘

≤犈ε
２
１∑
狀

犻＝１

犪２犼犻＋１０（犈狘ε１狘
狆）

２
狆∑
狀－１

犽＝１
∑
狀－犽

犻＝１

α
１－
２
狆（犽）［犪２犼犻＋（犪犼，犻＋犽）

２］

≤犆∑
狀

犻＝１

犪２犼犻．

由引理２．８，对 狉＞２，有

犈狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻′狘
狉
≤犆｛狀

θ（狉－１）（∑
狀

犻＝１

犈狘犪犼犻ε犻′狘
狉
＋（∑

狀

犻＝１

犪犼犻
２）

狉
２）＋狀

１－θ（∑
狀

犻＝１

狘犪犼犻２
２犿
狘）

狉
α（［狀θ］）｝

≤犆｛狀
θ（狉－１）［（２

犿

狀
）
狉
２（２２犿）狉－２＋（

２犿

狀
）
狉
２］＋狀

１－θ（２３犿）狉α（［狀θ］）｝，

因而

犘（犎２１ ＞犆２
－犿）≤∑

狀

犼＝１

犘（狘∑
狀

犻＝１

犪犼犻ε犻′狘＞犆２
－犿）

≤犆２
犿狉

∑
狀

犼＝１

犈狘∑
狀

犼＝１

犪犼犻ε犻′狘
狉

≤犆｛狀
－（
１
２－

７
２犮
）狉＋θ（狉－１）－４犮

＋狀
－（
１
２－

３
２犮
）狉＋θ（狉－１）

＋狀
狉－θ＋４犮狉

α（［狀θ］）｝，

当θ充分小且狉充分大时，由于α（狀）＝犗（ρ
狀）（０＜ρ＜１），可得∑

狀

犘（犎２１＞犆２
－犿）＜∞．所

以由ＢｏｒｅｌＣａｎｔｅｌｌｉ引理，我们有犎２１＝犗（２
－犿），　ａ．ｓ．

２犿犎２２ ≤２
犿 ｍａｘ
１≤犻，犼≤狀

狘犪犼犻狘∑
狀

犻＝１

狘ε犻狘犐（狘ε犻狘＞２
２犿）≤犆

１

狀∑
狀

犻＝１

ε犻
２，

又犈｜ε犻｜
狆＜∞（狆＞２），利用引理２．５，有

ｌｉｍｓｕｐ
狀

１

狀∑
狀

犻＝１

ε犻
２
＜ ∞ 　ａ．ｓ．，

因此 犎２２＝犗（２
－犿），　ａ．ｓ．

２犿犎２３ ≤２
３犿 ｍａｘ

１≤犻，犼≤狀
狘犪犼犻狘≤犆

２４犿

狀
→０，

所以 犎２３＝ｏ（２
－犿）．定理证毕． 
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