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摘要：该文讨论了广义算子值函数的微分，用算子象征刻画了其可微性，并给出了一些例子及

应用．
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１　引言

１９７５年，Ｔ．Ｈｉｄａ
［３］开创了白噪声分析理论．它的建立为研究量子场理论提供了一个

合适的框架．Ｚ．Ｙ．Ｈｕａｎｇ和Ｓ．Ｌ．Ｌｕｏ
［４］首次将单点的自由场算符看作白噪声分析框架

中的广义算子，用广义算子的 Ｗｉｃｋ积来解释运算中涉及的算子乘积，使自由场中的形式

演算有了严格的数学基础，从而，大量的量子场算符可以视为广义算子值函数．Ｊ．Ｐｏｔ

ｔｈｏｆｆ
［５］讨论了含参数的广义泛函的微分．本文将推广这一结果，讨论广义算子值函数的可

微性．对此问题的讨论是十分必要的，因为在量子场理论中，人们广泛地应用和接受的是

定域场论，即是可以用波动传播微分定律描述的场论．这有几个理由，而其中重要的一条

是，在一个相当的范围内，理论和观察相符合．但最主要的理由非常简单：不存在令人信服

的理论形式，可以避开微分的场方程［２］．

下面简要介绍一下本文用到的一些记号与结果，详细的讨论见［１］．为简单起见，我们

采用经典的白噪声分析框架，实际上，本文的结果是可以推广到一般框架下的广义算子值

函数上的．以犎 记Ｈｉｌｂｅｒｔ空间犔２（犚犿），其上的内积与范数分别用（·，·）及｜·｜表示．

设犈＝犛（犚犿），犈＝犛（犚犿）分别为Ｓｃｈｗａｒｔｚ检验函数空间与广义函数空间，则犈为一可

列Ｈｉｌｂｅｒｔ核空间，犈为其对偶空间，犈→犔
２（犚犿）→犈构成一Ｇｅｌｆ＇ａｎｄ三元组，我们以｛｜

·｜狆｝狆∈犚表示其上的范数族，以〈·，·〉记犈
×犈（ｏｒ犈×犈）上的典则双线性型．经二次

量子化手续［１］得到以新的Ｇｅｌｆ＇ａｎｄ三元组（犈）→（犔
２）→（犈），此即经典的白噪声分析框

架．我们以‖·‖狆狆∈犚表示其上的范数族，以·，·记（犈）
×（犈）（ｏｒ（犈）×（犈））上

的典则双线性型．对任意ξ∈犈，以ε（ξ）记相应于ξ的指数向量，则｛ε（ξ）｜ξ∈犈｝为（犔
２）中的

完全集．对任一拓扑向量空间犡，我们用犡犆 表示其复化空间．称从（犈）犆 到（犈）

犆 的连续线

性算子为广义算子．记犔＝犔（（犈）犆，（犈）犆
）为全体广义算子构成的线性空间．对广义算子


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犃定义其象征犃^：犈×犈→犆

犃^（ξ，η）＝犃ε（ξ），ε（η），　ξ，η∈犈． （１．１）

设犝为满足以下两个条件的函数犌：犈×犈→犆构成的线性空间

（Ｈ１）（解析性）对任意ξ，ξ１，η，η１∈犈，函数（狕，ω）→犌（ξ＋狕ξ１，η＋ωη１），（狕，ω）∈犚
２在犆

×犆上有整解析延拓（仍记为犌）．

（Ｈ２）（有界性）存在常数犆１，犆２＞０及狆∈犚使得

狘犌（ξ，η）狘≤犆１ｅ
犆
２
｛狘ξ狘狆

２
＋狘η狘狆

２｝，　ξ，η∈犈． （１．２）

称每一犌∈犝为一犝泛函．我们有如下重要的刻画定理
［１，４］

定理１．１　若犓∈犔，则 犓^∈犝；反之，若犌∈犝，则存在唯一的广义算子犓，使得 犓^＝犌．

２　广义算子值函数可微性刻画

设犗为犚犱 中一开子集，犳（·）：犗→犔为弱可测犔值函数，即对任意Φ，Ψ∈（犈），

犳（·）Φ，Ψ为Ｂｏｒｅｌ可测函数．首先给出广义算子值函数微分的定义．

定义２．１　考虑映射犳：犗→犔，设｛犲犽｝犽＝１，…，犱为犚
犱 的标准正交基底，狓０∈犗．如果存在一

个广义算子，记作（犇犽犳）（狓０），使得极限

ｌｉｍ
犺→０
犺－１（犳（狓０＋犺犲犽）－犳（狓０））

在犔中弱收敛于（犇犽犳）（狓０），则我们称犳在狓０ 点犽方向的（弱）偏导数存在．

注　以下我们讨论的连续与收敛均是在弱拓扑意义下．

若对犗中所有点狓，犳在狓点所有方向的偏导数都存在，且犽＝１，…，犱，狓→犇犽犳（狓）为

从犗到犔的弱连续映射，则我们称犳在犗中弱连续可微．所有这样的映射构成的空间记作

犆１ω（犗；犔）．

由定义２．１及刻画定理１．１，下面的结果是显然的．

命题２．２　若犳∈犆
１
ω（犗；犔），则Φ，Ψ∈（犈），狓→犳（狓）Φ，Ψ属于犆

１（犗）．其中犆１（犗）

为犗上一次连续可微函数全体．

假设对所有狓∈犗，犽＝１，…，犱，犇犽犳（狓）∈犔存在，则我们可以重复定义２．１中的手续，

得到高阶连续可微的概念．

定义２．３　若对每一多重复指标α＝（α１，…，α犱），｜α｜＝α１＋…＋α犱≤狀，狓∈犗，弱偏导

数犇α犳（狓）＝犇
α１
１ …犇

α犱
犱犳（狓）存在，且关于狓弱连续，则我们称犳：犗→犔是狀次弱连续可微的．

以犆狀ω（犗；犔）记次弱连续可微映射全体，犆
０
ω（犗；犔）≡犆ω（犗；犔）为从犗到犔的弱连续映射全

体，犆∞ω （犗；犔）＝∩狀犆
狀
ω（犗；犔）．

若犞 为一犝泛函，由象征对应的广义算子记为犛－１犞．一个很自然的问题就是在什么

条件下，依赖于参数狓∈犗的犝泛函的逆变换属于犆
狀
ω（犗；犔）．为讨论这一问题，首先给出下

面的定义

定义２．４　设犞 为一从犗到犝的映射．若狓∈犗，存在狓的邻域犗狓犗，及犓１，犓２＞０，

狆１，狆２∈犚，使得狓′∈犗狓，ξ，η∈犈犆，有

狘犞（狓′）（ξ，η）狘≤犓１ｅｘｐ｛犓２（狘ξ狘
２
狆１＋狘η狘

２
狆２
）｝，

则我们称犞 为局部一致的．

由刻画定理１．１，作为广义算子其象征要满足有界性条件（Ｈ２），而在点狓处的微分涉

及到点狓的邻域内的收敛问题，所以广义算子值函数的微分对局部一致性的要求是可以想
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见的．

局部一致映射全体记作犌２犾狌（犗；犝）．若对任意狓∈犗，犗狓 可以取作犗，则我们称犞 为一致

的，一致映射全体记作犌２狌（犗；犝）．

引理２．５　设犞∈犌
２
狌（犗；犝），则存在狆，狇≥０，使广义算子族｛犳（狓）＝犛

－１犞（狓），狓∈犗｝

犔（（犈）狆，（犈）－狇），且为犔（（犈）狆，（犈）－狇）中有界集．

证　由于犞 是一致的，此引理实质上刻画定理的一个简单推论． 

记犆犾狌（犗；犝）为犌
２
犾狌（犗；犝）的一个子集合，且满足条件

（Ｈ）ξ，η∈犈，狓→犞（狓）（ξ，η）连续．

引理２．６　若犞∈犆犾狌（犗；犝），则犳（狓）≡犛
－１犞（狓）∈犆ω（｛犗；犔｝）．

证　设狓∈犗，则对狓的某邻域犗狓，犞∈犌
２
狌（犗狓；犝），由引理２．５，存在狆，狇≥０，｛犳（狓′）；狓′

∈犗狓｝为犔（（犈）狆，（犈）－狇）中有界集，不妨设界为犕＞０，即有

‖犳（狓′）‖－狆，－狇 ≤犕，　狓′∈犗狓． （２．１）

ψ１，ψ２∈犈，映射狓→犳（狓）ψ１，ψ２连续．

设ε＞０，１，２∈（犈）给定，由于犈为（犈）中的稠密集，可以选ψ１，ψ２∈犈，使

‖１ ２－ψ１ ψ２‖狆，狇 ≤
ε
４犕
． （２．２）

选δ足够小，使｛狓′；｜狓－狓′｜＜δ｝犗狓，且由｜狓－狓′｜＜δ，有

狘犳（狓）ψ１，ψ２ －犳（狓′）ψ１，ψ２ 狘＜
ε
２
， （２．３）

则由（２．１）－（２．３）式，有

狘犳（狓）１，２ －犳（狓′）１，２ 狘

≤狘犳（狓）１，２ －犳（狓′）ψ１，ψ２ 狘

＋狘犳（狓）ψ１，ψ２ －犳（狓′）ψ１，ψ２ 狘

＋狘犳（狓′）ψ１，ψ２ －犳（狓′）１，２ 狘

≤２犕‖１ ２－ψ１ ψ２‖狆，狇＋
ε
２

≤ε，

由此得到结论． 

现在讨论可微性．设狀∈犖，并记犆
狀
犾狌（犗；犝）为犌

２
犾狌（犗；犝）中满足下面两个条件的子集：

（ｉ）ξ，η∈犈犆，狓→犞（狓）（ξ，η）属于犆
狀（犗）；

（ｉｉ）对每个多重指标α，｜α｜≤狀，犇α犞∈犌
２
犾狌（犗；犝）．

我们有如下的刻画定理

定理２．７　设犞∈犆
狀
犾狌（犗；犝），狀∈犖或狀＝＋∞，则犞 对应的广义算子族犛

－１犞∈犆
狀
ω（犗；

犔）．

证　先证狀＝１的情形．

记犇犽犳＝犛
－１（犇犽犞），犽＝１，…，犱，由假设及引理２．６，有犇犽犳∈犆ω（犗；犔）．往证狓∈犗，

１，２∈（犈），犽＝１，…，犱，有

ｌｉｍ
犺→０

｛犺－１（犳（狓＋犺犲犽）１，２－犳（狓）１，２）－犇犽犳（狓）１，２｝＝０， （２．４）

由假设知（２．４）式对１，２∈犈成立．与引理２．６证明相同，我们只需证明存在δ＞０，狆，狇≥

０，使得

｛犺－１（犳（狓＋犺犲犽）－犳（狓））；０＜狘犺狘＜δ｝ （２．５）
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为犔（（犈）狆，（犈）－狇）中的有界集．

设狓∈犗，犗狓，犽为狓的一个邻域，且犇犽犞∈犌
２
狌（犗狓，犽；犝）．选δ足够小，使得０＜｜犺｜＜δ狓＋

犺犲犽∈犗狓，犽．设ξ，η∈犈犆，则由中值定理，存在狓′∈犗狓，犽，使得

狘犺
－１（犞（狓＋犺犲犽）（ξ，η）－犞（狓）（ξ，η））狘＝狘（犇犽犞）（狓′）（ξ，η）狘，

而（犇犽犞）（狓′）（ξ，η）在犗狓，犽是一致的，因此由引理２．５，存在狆，狇＞０，使（２．５）为犔（（犈）狆，

（犈）－狇）中的有界集．

对狀＞１我们用归纳法证明．设定理对狀成立，现设犞∈犆
狀＋１
犾狌 （犗；犝），则对任意犽＝１，２，

…，犱，ξ，η∈犈犆，狓→犇犽犞（狓）（ξ，η）属于犆
狀（犗），进一步，对任意α，｜α｜＝狀，有犇α（犇犽犞）∈

犌２犾狌（犗；犝），即犇犽犞∈犆
狀
犾狌（犗；犝），由归纳假设，有犛

－１（犇犽犞）∈犆
狀
ω（犗；犔）．所以，定理对狀＋１

成立． 

３　例子及应用

本节中取犿＝犱．

例３．１　考虑湮灭及增生算子狓，狓
，则


∧

狓（ξ，η）＝ξ（狓）ｅ
〈ξ，η〉，　

∧

狓 （ξ，η）＝η（狓）ｅ

〈ξ，η〉．

由于ξ，η∈犈，易见狓→
∧

狓，狓→
∧

狓 都属于犆

∞
犾狌（犚

犿，犝），由定理２．７，狓，

狓 ∈犆

∞
ω （犚

犿，犔）．实

际上，用积分核表示［６］，对多重复指标α＝（α１，…，α犿），我们有

犇α狓 ＝ （－１）
狘α狘
Ξ０，１（犇αδ狓），

犇α

狓 ＝ （－１）

狘α狘
Ξ１，０（犇αδ狓）．

其中犇αδ狓 指广义函数的微分．

例３．２　设犙为犈×犈上双线性型，且存在常数犆＞０，及狆，狇∈犚，使得

狘犙（ξ，η）狘≤犆｛狘ξ狘
２
狆＋狘η狘

２
狇｝，　ξ，η∈犈．

设λ（·）：犚
犱
→犆为一复值函数，令

犉狓（ξ，η）＝ｅｘｐ｛λ（狓）犙（ξ，η）｝，

则由刻画定理 狓∈犚
犱，犉狓 为犝泛函，其对应的广义算子记为犌狓．若λ（·）∈犆

狀（犗），则由

定理２．７知犌∈犆
狀
ω（犗；犔）．在量子场论中经常要考虑的就是当犙为由犎 中一自伴算子决定

的型的情形．关于用白噪声分析方法讨论型的问题，我们将在以后的文章中详细讨论，也

可以参见［５］及其中引用的文献．

例３．３　考虑４维时空的自由场算符

０（狋，狓）＝∫犚
３
｛珚犳狆（狋，狓）


狆 ＋犳狆（狋，狓）狆｝ｄ狆，

其中

犳狆（狋，狓）＝
１

（２π）
３２ω槡 狆

ｅｉ狆狓－ｉω狆狋，　珚犳狆（狋，狓）＝
１

（２π）
３２ω槡 狆

ｅ－ｉ狆狓＋ｉω狆狋，

ω狆 ＝ （狘狆狘
２）＋犿

２）
１
２．

直接计算０（狋，狓）的象征，有

０（狋，狓）
∧

（ξ，η）＝ｅ
〈ξ，η〉

∫犚
３
｛珚犳狆（狋，狓）η（狆）＋犳狆（狋，狓）ξ（狆）｝ｄ狆．

由于ξ，η∈犈，可见０（狋，·）
∧

∈犆
∞
犾狌（犚

３，犝），所以０（狋，狓）作为广义算子值函数可以求微分．
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由此，自由场的场方程在广义算子值函数意义下是有意义的．
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