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摘要：考虑了两类具有参数不确定性的时滞系统的鲁棒稳定性问题，给出了系统具有鲁棒性能

的几个充要条件．这些结论对于研究具有时滞的反馈控制系统有重要的理论和实践价值．
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１　引言

控制系统的不确定性在自然界中是大量存在的．笼统的说来，这些不确定性有两种：

结构不确定性和模型不确定性．而参数不确定性作为结构扰动的一大表现形式，来源于实

际操作，具有很明显的物理意义，譬如物理元件的实际值与标称值的轻微差异．

人们对鲁棒稳定性的研究兴趣产生于七十年代末．首当其冲的是Ｋｈａｒｉｔｏｎｏｖ
［１］于１９７８

年关于区间多项式给出的一个优美的结果：它指出对于一类参数不确定系统，其稳定性等

价于一个仅有四个元素的子集合的稳定性．如果我们放宽参数约束关系，就一般的单连通

域，考虑多项式多角形，这时棱边定理指出系统是鲁棒稳定的当且仅当所有的一维暴露边

是稳定的［２］．此后，这方面的研究逐渐拓宽加深，方法也丰富多样．Ｃｈａｐｅｌｌａｔ等人
［３］研究

反馈控制系统当对象与控制器同时有参数摄动时的稳定性问题．这时有广义 Ｋｈａｒｉｔｏｎｏｖ

定理（ＧＫＴ）．研究不确定对象稳定的方法有很多，如Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法，根估值方法等等．

以上提到的讨论多是针对多项式的．当系统具有时滞环节时，系统特征多项式是一个

非多项式的整函数，有人称之为准多项式．关于时滞系统的研究工作有很多，多是采用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法在时域上加以分析，频率域上的分析较少
［４，５，６］．文献［４］研究的是区间多项

式的稳定性问题，Ｋａｒｉｔｏｎｏｖ在此文中还就一类时滞系统的犾２ 稳定裕度给出计算公式．文

献［５］针对具有时滞的多角形模型，采用棱边的概念，在频率域上研究了鲁棒性能问题．文

献［６］就具有时滞的反馈控制系统，推广了广义 Ｋｈａｒｉｔｏｎｏｖ定理．在这里我们采用代数的

方法，对两类时滞不确定系统加以分析．
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圆盘多项式是指不确定系统的每个系数在一个复圆面上自由变化．这类模型的鲁棒稳

定性问题最初是由Ｃｈａｐｅｌｌａｔ，Ｄａｈｌｅｈ和Ｂｈａｔｔａｃｈａｒｙｙａ
［７］提出并解决的．其中一个漂亮结

论是：一族圆盘多项式的Ｈｕｒｗｉｔｚ稳定性等价于某个标称多项式的稳定性和两个有理函数

的无穷范数约束式．以上文献研究的都是多项式或准多项式的鲁棒稳定性．这两类函数有

一共同特征：在整个复平面上解析，因此都属于整函数．下面，我们就着眼于两类整函数

族的鲁棒性能问题，在理论上给予分析并讨论其检验的可行性方案．

２　引理与基本概念

设犙０（狊），犙１（狊），…，犙犾（狊）是犾＋１个给定的整函数．本文将讨论两类由这犾＋１个整函

数衍生的不确定族的鲁棒性问题．

模型Ⅰ：圆盘整函数族

犌（狊）＝ ｛犵（狊，α）：α∈Π｝＝犙０（狊）＋α１犙１（狊）＋…＋α犾犙犾（狊），

Π＝ ｛（α１，…，α犾）
犜
∈犚

犾：狘α犻－α
０
犻狘≤狉犻，犻＝１，…，犾｝， （１）

其中α
０
１，…，α

０
１，狉１，…，狉犾是给定的２犾个常数．

模型Ⅱ：多角形整函数族

犙（狊）＝ ∑
犾

犻＝１
β犻犙犻（狊）：∑

犾

犻＝１
β犻 ＝１，β犻≥｛ ｝０ ． （２）

　　以下约定，符号‖·‖表示向量范数；｜·｜表示给定的实数或复数的模；（·）表示集

合的边界；ｉｎｔ（·）表示集合的内部．任给复平面上一点狊，由不确定族的函数值形成的集合

称为值集．

我们先从整函数根分布情况着手，分析整函数族的边界性质．

引理１　设犃为复平面犆上一开集，犉为一度量空间．犳：犃×犉→犆，狕∈犃，η∈犉，犳

关于η连续，关于狕解析．犅是犃 的一个真的开子集，即犅珚犅犃．如果η０∈犉，犳（狕，

η０）在犅上无零点．则一定存在η０ 的邻域犠犉满足

１）η∈犠，犳（狕，η）在犅上无零点；

２）η∈犠，犳（狕，η）与犳（狕，η０）在犅中有相同个数的零点．

证　首先，由珚犅犃知，犅 是有界的闭集，故犅是一个紧集．因为犳（狕，η０）在犅上

不为零，由犅的紧性条件知δ０＞０满足｜犳（狕，η０）｜＞δ０．由犳关于η连续知，对此δ０＞０，

δ１＞０，对所有满足‖η－η０‖＜δ１ 的η有

狘犳（狕，η）－犳（狕，η０）狘＜δ０ ＜狘犳（狕，η０）狘，　狕∈犅． （３）

犳（狕，η）在犃内解析，利用Ｒｏｕｃｈé定理推出犳（狕，η０）与犳（狕，η０）＋（犳（狕，η）－犳（狕，η０））＝

犳（狕，η）在犅内有相同个数的零点．取犠＝｛η∈犉：‖η－η０‖＜δ１｝，则

狘犳（狕，η）狘≥狘（狘犳（狕，η０）狘－狘犳（狕，η０）－犳（狕，η）狘）狘＞０，　狕∈犅，η∈犠，

故η∈犠，犳（狕，η）在犅上无零点． 

定义　设犇为一给定区域，若函数犳（狕）的所有零点都在犇内，则称犳（狕）是犇稳定的；

如果一族函数都是犇稳定的，则称此函数族是鲁棒犇稳定的．犇稳定性问题也称为鲁棒性

能问题．

引理２　设犪０，犫０∈犚
犾，令犾（λ）＝λ犪０＋（１－λ）犫０，λ∈［０，１］．如果犵（狊，犾（１））＝犵（狊，犪０）

是犇稳定的，犵（狊，犫０）不是犇稳定的，则一定ρ∈［０，１），使得犵（狊，犾（ρ））的所有根都在犇

上，且犵（狊，犾（ρ））必在犇上有根．
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证　为方便证明，我们采用记号犾
－（λ）表示赋予线段犾（λ）一个方向，即其参数λ由大

到小变化．根据引理１，一定存在犪０ 的邻域犠＝｛犪：‖犪－犪０‖＜犿０｝犚
犾 满足：犪∈犠，

犵（狊，犪）为犇稳定．由于犵（狊，犫０）不是犇稳定，所以犿０≤‖犫０－犪０‖，进而｛犪：０＜‖犪－犪０

‖＝
犿０
２
｝∩犾（λ）≠．设犪１＝｛｛犪：０＜‖犪－犪０‖＝

犿０
２
｝∩犾

－（λ）｝，则犵（狊，犪１）是犇稳定的．

再利用引理１，一定存在犪１ 的邻域犠１＝｛犪：‖犪－犪１‖＜犿１｝犚
犾满足犪∈犠１，犵（狊，犪）是

犇稳定的．同样理由，犿１≤‖犫０－犪１‖，取犪２＝｛犪：０＜‖犪－犪１‖＝
犿１
２
｝∩犾

－（λ）｝．重复此

过程，则得到单调有界序列｛犪狀｝犾（λ），由犾（λ）为紧集知，可设ｌｉｍ
狀→∞
犪狀＝ρ∈犾（λ）．

１）如果犵（狊，ρ）在犆＼珚犇上有根狊１．因为犵（狊，ρ）的根不会布满复平面，则存在狊１ 的某一

开邻域犠狊
１
满足：犵（狊，ρ）在犠狊

１
上无零点．取犅＝犠狊

１
应用引理１，存在ρ的某一邻域犠ρ

满

足：犪∈犠ρ
，犵（狊，犪）在犠狊

１
上无零点且在犠狊

１
内有根．但是，犠ρ∩［犪０，ρ）≠与犪∈

［犪０，ρ），犵（狊，犪）是犇稳定的相互矛盾，故犵（狊，ρ）的所有根都在犇上．

２）如果犵（狊，ρ）在犇上没有根．此时，再次利用引理１，类似选取｛犪犻｝一样，必然存在

ρ１∈（ρ，犫］及犠ρ１
使得犪∈犠ρ１

，犵（狊，犪）是犇稳定的．重复此过程，得到单调有界序列｛ρ狀｝．

构造序列｛犪１，犪２，…，ρ１，…｝，以｛犫狀｝记之，易知其仍为单调有界的，从而必有极限．不妨设

其极限为珋ρ∈犾（λ），由ρ１＞ρ知，珋ρ＞ρ，产生矛盾．因为ｌｉｍ
狀→∞
犪狀＝ρ，而｛犪狀｝｛犫狀｝．由上所述，

引理２结论成立． 

引理３　设犜１：犆→犆，犜１（狊）＝犙（狊），则犜１ 关于狊∈犆连续．

３　主要结果

３．１　圆盘整函数

设犵０（狊）为不确定函数族犌（狊）的标称函数，即

犵０（狊）：＝犵（狊，α０）＝犙０（狊）＋α
０
１犙１（狊）＋…＋α

０
犾犙犾（狊）．

令犈＝∪
狊∈犇

｛犵（狊，α）：α∈Π｝．那么在犵０（狊）是犇稳定的前提下，有如下判断（１）式鲁棒性能的

等价命题．为简便起见，以下采用２范数，即如果狓＝（狓１，…，狓狀）
犜，则 ‖狓‖

２
＝∑

狀

犻＝１

狓２犻．

定理１　若犵０（狊）是犇稳定的，则犌（狊）是鲁棒犇稳定的当且仅当０犈．

证（必要性）　由犌（狊）是犇稳定的得到犵（狊，α）∈犌（狊），狊０∈犇，犵（狊０，α）≠０，故

０犈．

（充分性）由犵０（狊）＝犵（狊，α０）是犇稳定的，根据根对系数的连续依赖性定理，一定存在

η犻＞０，犜犻：‖α－α０‖＜η犻满足α∈犜犻，犵（狊，α）的所有根在犇内．令犜＝∪犻犜犻，即所有可能

的犜犻的并．易知犜是开的，故可设犜＝｛α：‖α－α０‖＜η｝．

１）若η＞ （∑
犾

犻＝１

狉２犻）
１
２，因为 α∈Π，‖α－α０‖ ≤ （∑

犾

犻＝１

狉２犻）
１
２ 知α∈犜，由犜 定义得到

犵（狊，α）是犇稳定的．从而犌（狊）是犇稳定的，结论得证．

２）若η≤（∑
犾

犻＝１

狉２犻）
１
２．反证．如果犌（狊）不是犇稳定的，则会产生矛盾．根据犜取法及其

开知，α１∈犜满足：或者犵（狊，α１）在犇上有零点；或者犵（狊，α１）所有根在犆＼犇内．若前一

种可能成立，则狊１∈犇，犵（狊１，α１）＝０．这与０犈矛盾．若后一种可能成立，则由引理１，
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存在α１ 的邻域犝１ 使得α∈犝１，犳（狊，α）与犳（狊，α１）在犆＼犇上有相同个数的零点且犳（狊，α）在

犇上不存在根．由于犝１∩犜≠，这与犜的定义相矛盾．从而犌（狊）是犇稳定的． 

如果去掉标称函数的稳定性假设，考虑犌（狊）的鲁棒犇稳定性问题．对给定的狊∈犇，集

合犌（狊）＝ 犙０（狊）＋∑
犾

犻＝１

α犻犙犻（狊），α∈｛ ｝Π 是以犵０（狊）为圆心，以∑
狀

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘为半径的圆

面．这是因为

狘犵（狊）－犵０（狊）狘＝狘∑
犾

犻＝１

［α犻犙犻（狊）－α
０
犻犙犻（狊）］狘＝狘∑

犾

犻＝１

（α犻－α
０
犻）犙犻（狊）狘

≤∑
犾

犻＝１

狘α犻－α
０
犻狘狘犙犻（狊）狘≤∑

犾

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘， （４）

从而我们得到犌（狊）鲁棒犇稳定的另一个等价条件．

定理２　犌（狊）是鲁棒犇稳定的当且仅当

１）　犵０（狊）是犇稳定的；

２）　狘犵０（狊）狘＞∑
犾

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘，狊∈犇．

证　由犌（狊）是鲁棒犇稳定的，根据定理１，

０犈，犵０（狊）是犇稳定的；

狘犵０（狊）狘＞∑
犾

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘，狊∈犇；犵０（狊）是犇稳定的． 

３．２　多角形整函数

现在我们考虑不确定模型犙（狊）．任给复平面上一点狊^，

犙（^狊）＝ ｛犙（^狊）：犙（^狊）＝∑
犾

犻＝１
β犻犙犻（^狊），∑

犾

犻＝１
β犻 ＝１，β犻≥０｝

＝ ｛∑
犾

犻＝１
β犻犙犻（^狊）：∑

犾

犻＝１
β犻 ＝１，β犻≥０｝＝ｃｏｖ｛犙１（^狊），…，犙犾（^狊）｝．

其中ｃｏｖ｛犙１（^狊），…，犙犾（^狊）｝表示犙１（^狊），…，犙犾（^狊）的凸包．换句话说，在复平面上任意一点，

不确定函数族的值集等于给定的犾个函数在这一点上的函数值的凸包．

定理３　犙（狊）是鲁棒犇稳定的当且仅当以下条件成立

（ａ）　狊∈犇，０犙（狊）；

（ｂ）　存在犙犪（狊）∈犙（狊），满足犙犪（狊）是犇稳定的．

证（必要性）　因为犙（狊）是鲁棒犇稳定的，所以狊∈犇，犙（狊）∈犙（狊），犙（狊）≠０，进

一步得到（ａ），（ｂ）．

（充分性）反证．假设结论不成立，则β犪犻≥０，β犫犻≥０，∑
犾

犻＝１
β犪犻 ＝∑

犾

犻＝１
β犫犻 ＝１满足

犙犪（狊）＝β犪１犙１（狊）＋…＋β犪犾犙犾（狊）是犇稳定的；

犙犫（狊）＝β犫１犙１（狊）＋…＋β犫犾犙犾（狊）不是犇稳定的．

令β犪＝（β犪１，…，β犪犾）
犜，β犫＝（β犫１，…，β犫犾）

犜，由引理２知道一定存在ρ∈［０，１］，

β
ρ＝ （ρβ犪１＋（１－ρ）β犫１，…，ρβ犪犾 ＋（１－ρ）β犫犾）

犜：＝ （βρ１，…，βρ犾）
犜，

使得犙ρ（狊）＝βρ１犙１（狊）＋…＋βρ犾犙犾（狊）在犇上有根．因为∑
犾

犻＝１
βρ犻 ＝１，βρ犻 ≥０，所以犙ρ（狊）∈

犙（狊），进一步得到狊０∈犇满足０∈犙（狊０），产生矛盾． 
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由于犙（狊）＝ｃｏｖ｛犙１（狊），…，犙犾（狊）｝，在上述假设下，关于犙（狊）的鲁棒性能问题有

定理４　犙（狊）是鲁棒犇稳定的当且仅当以下条件成立

（ａ）　狊０∈犇满足０犙（狊０）；

（ｂ）　狊∈犇，０ ∪
犾

犻≠犼＝１

｛（１－λ）犙犻（狊）＋λ犙犼（狊），λ∈［０，１］｝．

证　必要性显然．

（充分性）假若不然，则犙（狊）不是鲁棒犇稳定的，由定理３知，一定存在狊∈犇满足

０∈犙（狊）．这时一定存在δ１（狊）∈犙（狊）满足δ１（狊
）＝０．由犙（狊）＝ｃｏｖ｛犙１（狊），…，犙犾（狊）｝知，

犙（狊）为复平面犆上的有界闭集．从而由０∈犙（狊）知，

０∈犙（狊
）∪ｉｎｔ犙（狊

）． （５）

　　首先说明０∈ｉｎｔ犙（狊）．因为犙（狊）｛（１－λ）犙犻（狊
）＋λ犙犼（狊

）｝，λ∈［０，１］，犻≠犼∈

｛１，…，犾｝，所以０犙（狊）．由（５）式得到０∈ｉｎｔ犙（狊），即集合犙（狊）的内部．

取τ（λ）是连接狊和狊０ 的一条曲线，满足τ（λ）犇且τ（１）＝狊０，τ（０）＝狊
．下证必存

在狊１ ∈τ（λ），狊

１ ≠狊

满足０∈犙（狊１ ）．反证．如果论断不成立，则狊∈τ（λ），如果狊≠狊
，那

么０犙（狊）．由犙（狊）闭知，犆＼犙（狊）开．由于０∈犆＼犙（狊），从而ε＞０，满足犅ε＝｛犫∈犆：

｜犫｜＜ε｝犆＼犙（狊），即犫∈犅ε，不存在δ（狊）∈犙（狊）满足δ（狊）＝犫，狊∈τ（λ），狊≠狊
．又由于

０∈ｉｎｔ犙（狊）而δ１（狊
）＝０，由δ（狊）关于狊的连续性知，对上述ε＞０，η＞０当０＜｜狊－狊


｜

＜η时，有０＜｜δ１（狊）－δ１（狊
）｜＜ε，即｜δ１（狊）｜＜ε．从而δ１（狊）∈犅ε．取狊狋∈τ（λ）∩｛狊：０＜｜狊

－狊｜＜η｝则可知，δ１（狊狋）∈犅ε犆＼犙（狊狋），这与δ１（狊狋）∈犙（狊狋）矛盾．故论断成立，即存在狊

１

∈τ（λ），狊１ ≠狊
满足０∈犙（狊１ ）．不难看出，｜狊


１ －狊０｜＜｜狊

－狊０｜．

如果０∈ｉｎｔ犙（狊１ ），则取τ１（λ）是连接狊

１ 和狊０ 的一条曲线，满足τ１（λ）τ（λ）且τ１（１）

＝狊０，τ１（０）＝狊

１ ．由τ１（λ），τ（λ）构造知，τ１（λ）是τ（λ）的真子集，且τ１（１）＝τ（１）＝狊０．重复

上述步骤，必然存在狊２ ∈τ１（λ），狊

２ ≠狊


１ 满足０∈犙（狊


２ ）．易知｜狊


２ －狊０｜＜｜狊


１ －狊０｜．继续

重复此步骤，除非０∈犙（狊２ ）．这样，必然存在狊

３ ∈τ（λ）满足０∈犙（狊


３ ）．这是因为τ（１）＝

狊０ 满足０犙（狊０），故以上过程必然不能沿τ（λ）一直继续到狊０．然而０∈犙（狊

３ ）又与条件

（ｂ）矛盾．从而假设不成立，即狊∈犇，０犙（狊）．应用定理３可知，犙（狊）是鲁棒犇稳定的．



４　稳定半径分析

下面考虑模型（１）中标称多项式稳定半径的计算问题．由上面定理知，

犌（狊）是鲁棒犇稳定的 
狘犵０（狊）狘＞∑

犾

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘，狊∈犇；

犵０（狊）是犇稳定的
烅

烄

烆 ．

若已知犵０（狊）是鲁棒犇稳定的．考虑

犵（狊）＝α１犙１（狊）＋…＋α犾犙犾（狊）＋犙０（狊），

犵０（狊）＝α
０
１犙１（狊）＋…＋α犾

０犙犾（狊）＋犙０（狊）．

其中｜α犻－α
０
犻｜＜ε狉犻，犻∈｛１，…，犾｝．设

εｍａｘ＝ｍａｘ｛ε：ε满足狘α犻－α
０
犻狘＜ε狉犻，使得犌（狊）是鲁棒犇稳定的｝．

则 εｍａｘ＝ｉｎｆ
狊∈犇
狘犵０（狊）狘／狘犙０（狊）狘＋∑

犾

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘
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＝ｍｉｎ
狊∈犇
狘犵０（狊）狘／狘犙０（狊）狘＋∑

犾

犻＝１

狉犻狘犙犻（狊）狘，

这后一个等号成立由于犇为紧集．事实上，如果一个控制器中的参变量的影响度差别不大

时，狉犻可都取为１，也就是说，直接考虑最大的ε，满足｜α犻－α
０
犻｜＜ε使得犌（狊）鲁棒稳定，则

此时计算公式简化为εｍａｘ＝ｉｎｆ
狊∈犇
狘犵０（狊）狘／∑

犾

犻＝１

狘犙犻（狊）狘＝ｍｉｎ
狊∈犇
狘犵０（狊）狘／∑

犾

犻＝１

狘犙犻（狊）狘．
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