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摘要：该文讨论了有 ＭＰ逆的 Ａｂｅｌ范畴中态射方程α狓α＝β的非负定解和正定解．作为其应

用，给出了狆除环上矩阵方程犃犡犃＝犅的相关结果．
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１　预备知识

设犆是一个范畴，φ：犡→犢，ψ：犢→犣，是犆的两个态射，态射的合成按以下顺序进行

φψ：犡→犣．

　　若对于范畴犆中的任一态射φ：犡→犢，存在态射φ
：犢→犡，满足（φ

）＝φ，并且当ψ：犢

→犣，有（φψ）
＝ψ



φ
，就称是范畴犆的一个对合．显然，若φ是单（满）态射，则φ

是满

（单）态射；１犡＝１犡；若φ＝Ｋｅｒψ，则φ
＝Ｃｏｋ（ψ

）．

犆是有对合的范畴，φ：犡→犢 是犆的一个态射，如果存在态射ψ：犢→犣，使得

φψφ＝φ，ψφψ＝ψ，（φψ）

＝φψ，（ψφ）


＝ψφ，

则称ψ是φ的关于对合的 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆，简称 ＭＰ逆．

本文所讨论的范畴犆均为具有对合的Ａｂｅｌ范畴，且每个态射关于对合的 ＭＰ逆

存在．

若态射狌１：犃１→犛，狌２：犃２→犛，狆１：犛→犃１，狆２：犛→犃２，满足狌１狆１＝１犃
１
，狌２狆２＝１犃

２
，狌１狆２＝

０，狌２狆１＝０，狆１狌１＋狆２狌２＝１犛，则记｛犛，狌１，狌２，狆１，狆２｝＝犃１犃２．由［２］，对于犆中任意两个对

象犡、犢，犡犢 总是存在的且基本唯一．

另外，对于φ：犡→犢，φ
－表示φ的１逆．犇（φ）表示φ的定义域，即犇（φ）＝犡．

引理１　设η：犡→犢 是犆中单态射，则

１）
［３］

ηη
是单位态射；

２）设η１＝Ｋｅｒη
，η１：犣→犢，则存在π：犢→犡，π１：犢→犣，使得｛犢，η，η１，π，π１｝＝犡犣，即

满足

πη＋π１η１ ＝１犢，ηπ＝１犡，η１π１ ＝１犣，ηπ１ ＝０，η１π＝０．

 收稿日期：２００１１２２４



　　证　２）令π＝η
（ηη

）－１，则ηπ＝ηη
（ηη

）－１＝１犡．令ε＝πη＝η
（ηη

）－１η，则ε是幂

等元，且η１＝Ｋｅｒε．由（１犢－ε）ε＝０，则存在π１：犢→犣，使得１犢－ε＝π１η１，故η１π１η１＝η１，ηπ１η１

＝η（１－ε）＝η－η＝０，η１π＝０．再由η１ 是单态射，故η１π１＝１犣，ηπ１＝０，η１π＝０，ηπ＝１犡，πη＋

π１η１＝ε＋（１犢－ε）＝１犢．亦即｛犢，η，η１，π，π１｝＝犡犣． 

对偶地，若狑：犡→犢 是犆中满态射，则狑狑为单位态射．

引理２　设φ：犡→犢 是犆中态射，则φφ
＝０当且仅当φ＝０．

证：　设φ＝φ１φ２ 是满单分解且φ１：犡→犣，若φφ
＝０则φ２φ


２ ＝０．由引理１，１犣＝０，则

犣＝０，故φ＝０．反之，显然成立． 

定义１　设β：犃→犃是犆中态射，若存在β１：犃→犃１，使得β＝β１β

１ ，则称β是非负定态

射．若β还是单位态射，则称β是正定态射．

引理３　β是非负定态射的充要条件为β＝犫σ犫
，其中犫是满态射，σ是正定态射．

证　若β是非负定的，则β＝β１β

１ ．设β１＝犫犮为满单分解，则β＝犫犮犮

犫，其中犫是满态

射，σ＝犮犮是正定态射．反之，显然． 

引理４
［４］
　设φ：犡→犢，ψ：犡→犣是范畴犆的两个态射，则方程φ狓＝ψ有解的充要条件

为（Ｋｅｒφ）ψ＝０．此时，方程通解为

狓＝φ
－

ψ＋（１犢－φ
－

φ）ξ，　　　其中ξ：犢→犣是任意一个态射．

此外，若ψ是满态射，方程通解可表示为

狓＝φ
＝

ψ，　　 其中φ
＝
＝φ

－
＋（１犢 －φ

－

φ）ξψ
－．

　　引理５　设α：犃→犅是范畴犆的一个态射，则

１）Ｃｏｋα＝Ｃｏｉｍ（１犅－α
－
α）；

２）Ｋｅｒ（α
－
α）＝Ｉｍ（１犅－α

－
α）；

３）Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）Ｋｅｒθ∩Ｋｅｒ（α

－
α）＝０，θ：犅→犡．

证　１）设１犅－α
－
α＝狑１狑２ 是满单分解，则α狑１狑２＝α（１犅－α

－
α）＝０．由狑２ 是单态射，

故α狑１＝０．若α狓＝０，则狓＝（１犅－α
－
α）狓＝狑１（狑２狓）．又狑１ 是满态射，因此，狑１＝Ｃｏｋα，即

Ｃｏｋα＝Ｃｏｉｍ（１犅－α
－
α）．

２）１犅－α
－
α＝狑１狑２ 是满单分解，（狑１狑２）（α

－
α）＝（１犅－α

－
α）（α

－
α）＝０，狑１ 是满态射，故

狑２（α
－
α）＝０．若狔（α

－
α）＝０，则狔＝狔（１犅－α

－
α）＝（狔狑１）狑２．又狑２ 是单态射，于是狑２＝

Ｋｅｒ（α
－
α）．即Ｋｅｒ（α

－
α）＝Ｉｍ（１犅－α

－
α）．

３）设１犅－α
－
α＝狑１狑２，θ＝θ１θ２，狑２θ１＝γ１γ２ 分别为１犅－α

－
α，θ，狑２θ１ 的满单分解，且

狑１：犅→犈０，θ１：犅→犛，γ１：犈０→犈１．则狑１γ１＝Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］，狑２＝Ｋｅｒ（α

－
α）．设狏：犞→

犅，且狏＝Ｋｅｒθ∩Ｋｅｒ（α
－
α），再设狏１＝Ｋｅｒθ，狏＝狏２狏１＝狏３狑２，则狏３γ１γ２＝狏２狏１θ１＝０．

由题设，狑１＝Ｃｏｉｍ（１犅－α
－
α）＝Ｃｏｉｍ［（１犅－α

－
α）θ］，故γ１ 是单位态射．由γ１ 是单位

态射，γ２ 是单态射及狏３γ１γ２＝０，得狏３＝０，从而狏＝狏３狑２＝０，即Ｋｅｒθ∩Ｋｅｒ（α
－
α）＝０．

若Ｋｅｒθ∩Ｋｅｒ（α
－
α）＝０，即狏＝０，则狏３＝０．设η１＝Ｋｅｒγ１ 且η１：犞１→犈０，则η１狑２θ１＝

η１γ１γ２＝０．由狏１＝Ｋｅｒθ＝Ｋｅｒθ１，则存在η２：犞１→犇（狏１），使得η１狑２＝η２狏１．进而，存在η：犞１→

犞，使得η１＝η狏３，η２＝η狏２，则η１＝０，即γ１ 为单态射．又γ１ 为满态射，故γ１ 为单位态射，从而

狑１＝Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］，因此，Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）＝Ｃｏｉｍ［（１犅－α

－
α）θ］． 

２　主要结果

定理１　设α：犃→犅，β：犃→犃是范畴犆的两个态射，并且β＝犫σ犫
，其中犫：犃→犇是满态
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射，σ：犇→犇 是正定态射．则方程α狓α＝β有非负定解，当且仅当方程α狔＝β有解．此时，

α狓α
＝β的非负定通解为

狓＝α
＝

β（α
＝） ＋（１犅 －α

－
α）θτθ（１犅 －α

－
α）， （１）

其中α
＝＝α

－＋（１犅－α
－
α）δ犫

－，δ：犅→犇是任意一个态射；

τ＝（Ｃｏｋ狌）（Ｃｏｋ狌），狌是满足σ＝狌狌的任意一个态射；

θ：犅→犇（τ）是任意一个态射．

证　若狓０ 是α狓α
＝β的一个非负定解，则α狓０α

＝β，显然α狔＝β有解．反之，若狔０ 是方

程α狔＝β的一个解，则α狔０＝犫σ犫
．令狓０＝［狔０（σ犫

）－］σ［狔０（σ犫
）－］，显然狓０ 是非负定的，

且α狓０α
＝［α狔０（σ犫

）－］σ［α狔０（σ犫
）－］＝犫σ犫＝β．故狓０ 为α狓α

＝β的非负定解．

设狓是方程α狓α
＝β的非负定解，即存在态射狓１：犅→犆，使得狓＝狓１狓


１ ．令η＝Ｋｅｒβ，于

是犫＝Ｃｏｋη且η（α狓１）（α狓１）


η
＝ηβη

＝０，所以η（α狓１）＝０，从而存在狌１：犇→犆，使得α狓１＝

犫狌１，则犫狌１狌

１犫

＝（α狓１）（α狓１）
＝β＝犫σ犫

，故狌１狌

１ ＝σ．

设狌２：犈→犆，且狌２＝Ｋｅｒ狌

１ ，由引理１，存在狆１：犆→犇，狆２：犆→犈，使得

狆１狌１＋狆２狌２ ＝１犆，狌１狆１ ＝１犇，狌２狆２ ＝１犈，狌２狆１ ＝０，狌１狆２ ＝０．

　　令狓２＝狓１狆１，狓３＝狓１狆２，则α狓２＝α狓１狆１＝犫狌１狆１＝犫，α狓３＝α狓１狆２＝犫狌１狆２＝０．由引理４，

存在态射δ：犅→犇，使得狓２＝α
＝犫，其中α

＝＝α
－＋（１犅－α

－
α）δ犫

－．同时存在态射θ：犅→犈，使

得狓３＝（１犅－α
－
α）θ，于是狓１＝狓１（狆１狌１＋狆２狌２）＝狓２狌１＋狓３狌２，从而

狓＝狓１狓

１ ＝ （狓２狌１）（狓２狌１）


＋（狓３狌２）（狓２狌１）


＋（狓２狌１）（狓３狌２）


＋（狓３狌２）（狓３狌２）



＝α
＝犫σ犫

（α＝） ＋狓３狌２狌

１狓


２ ＋狓２狌１狌


２狓


３ ＋狓３狌２狌


２狓


３

＝α
＝

β（α
＝） ＋（１犅 －α

－
α）θ狌２狌


２θ

（１犅 －α
－
α），

其中

狌２ ＝Ｋｅｒ狌

１ 　 等价于狌


２ ＝Ｃｏｋ狌１，

故

狌２狌

２ ＝ （Ｃｏｋ狌１）

（Ｃｏｋ狌１），狌１狌

１ ＝σ．

　　即狓可表示为（１）式的形式

反之，若犡如（１）式所示，即狓＝α
＝

β（α
＝）＋（１犅－α

－
α）θτθ（１－α

－
α），其中存在态射

δ，狌使得α
＝＝α

－＋（１犅－α
－
α）δ犫

－，σ＝狌狌，τ＝（Ｃｏｋ狌）（Ｃｏｋ狌）．由α狔＝β有解，则αα
－

β＝

β，从而αα
－犫＝犫，则αα

＝犫＝犫．易证α狓α
＝β

狓＝ ［α＝犫狌＋（１犅 －α
－
α）θ（Ｃｏｋ狌）］［α＝犫狌＋（１犅 －α

－
α）θ（Ｃｏｋ狌）］，

即狓是方程α狓α
＝β的非负定解． 

推论１　设条件同定理１，狓如（１）式所示，狇１：犅→犈１，狇１狇２ 是（１犅－α
－
α）θ的满单分解．

｛犆１，狌′１，狌′２，狆′１，狆′２｝＝犇犈１，δ＝α
＝犫狌′１＋狇１狌′２，则δ＝Ｃｏｉｍ狓．

证　由定理１，狌满足σ＝狌狌．令

狌′＝ （Ｃｏｋ狌），δ１ ＝狆′１狌＋狆′２狇２狌′，

则

δδ１＝ （α
＝犫狌′１＋狇１狌′２）（狆′１狌＋狆′２狇２狌′）

＝α
＝犫狌＋狇１狇２狌′

＝α
＝犫狌＋（１犅 －α

－
α）θ狌′，

故

狓＝δδ１δ

１δ

．
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　　下证δ是满态射，δ１ 是单态射．

设狔＝Ｃｏｋδ，令狔１＝狌′１狔，狔２＝狌′２狔，则

α
＝犫狔１＋狇１狔２ ＝ （α

＝犫狌′１＋狇１狌′２）狔＝δ狔＝０．

由αα
＝犫＝犫，α狇１狇２＝α（１－α

－
α）θ＝０，则α狇１＝０．故犫狔１＝αα

＝犫狔１＋α狇１狔２＝０，从而狇１狔２＝０．

又因为犫，狇１ 均为满态射，则狔１＝０，狔２＝０，故狔＝０，即δ是满态射．

设η＝Ｋｅｒδ１，由狌′＝（Ｃｏｋ狌）
，有狌′狌＝０，则

η狆′１狌狌

＝η（狆′１狌＋狆′２狇２狌′）狌


＝ηδ狌


＝０，

故η狆′１＝０．由ηδ１＝０有η狆′２狇２狌′＝０．狇２，狌′均为单态射，则η狆′２＝０．从而η＝η（狆′１狌′１＋

狆′２狌′２）＝０，故δ１ 为单态射，则δ１δ

１δ

是单态射．因此δ＝Ｃｏｉｍ狓． 

推论２　设

狓＝α
＝

β（α
＝） ＋（１犅 －α

－
α）θτθ（１犅 －α

－
α），

狓０ ＝α
＝

β（α
＝） ＋（１犅 －α

－
α）θ０τθ


０ （１犅 －α

－
α），

其中α
＝，τ均相同，且τ＝（Ｃｏｋ狌）（Ｃｏｋ狌）且狌狌＝δ，狌：犇→犈．此外，θ０ 满足Ｃｏｉｍ［（１犅－

α
－
α）θ０］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）．

１）按照犅的商对象的序，有α
＝犫≤Ｃｏｉｍ狓≤Ｃｏｉｍ狓０；

２）Ｃｏｉｍ狓＝Ｃｏｉｍ狓０ 当且仅当Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ（１－α

－
α）．

证　１）设（１犅－α
－
α）θ０＝狇１狇２，（１犅－α

－
α）＝狇０狇′０ 均为满单分解，且狇１：犅→犈，狇０：犅→

犈０．再设｛犆１，狌′１，狌′２，狆′１，狆′２｝＝犇犈１，｛犆１，狌″１，狌″２，狆″１，狆″２｝＝犇犈０ 以及δ＝α
＝犫狌１′＋

狇１狌２′，δ０＝α
＝犫狌″１＋狇０狌″２，由推论１，δ＝Ｃｏｉｍ狓，δ０＝Ｃｏｉｍ狓０．

令η′＝Ｋｅｒ（１－α
－
α），则η′（１－α

－
α）θ０＝０，狇０＝Ｃｏｋη′．故η′狇１＝０，从而存在狇３：犈０→犈１

使得狇１＝狇０狇３；令φ＝狆″１狌′１＋狆″２狇３狌′２，则

δ０φ＝ （α
＝犫狌″１＋狇０狌″２）（狆″１狌′１＋狆″２狇３狌′２）＝α

＝犫狌′１＋狇０狇３狌′２ ＝δ，

所以

Ｃｏｉｍ狓≤Ｃｏｉｍ狓０．

　　由αα
＝犫＝犫及犫是满态射，故α＝犫是满态射，又δ狆′１＝α

＝犫，则α
＝犫≤Ｃｏｉｍ狓，因此

α
＝犫≤Ｃｏｉｍ狓≤Ｃｏｉｍ狓０．

　　２）若Ｃｏｉｍ狓＝Ｃｏｉｍ狓０．由φ为单位态射，故狌″２φ＝狌″２狆″１狌′１＋狌″２狆″２狇３狌′２＝狇３狌′２ 及

狌″２ 为单态射，φ为单位态射，故狇３ 为单态射，又狇１＝狇０狇３ 且狇１ 为满态射，则狇３ 为满态射，因

此狇３ 为单位态射．因此Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ［（１犅－α

－
α）θ０］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）．

若Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α），由１），Ｃｏｉｍ狓０≤Ｃｏｉｍ狓，Ｃｏｉｍ狓≤Ｃｏｉｍ狓０．故

Ｃｏｉｍ狓０＝Ｃｏｉｍ狓． 

推论３　在推论２的条件下，下列各条等价

１）狓是正定解；

２）Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）且方程犫狔＝α有解；

３）Ｋｅｒθ∩Ｋｅｒ（α
－
α）＝０且方程犫狔＝α有解．

证　令狓１＝α
＝犫狌＋（１犅－α

－
α）θ（Ｃｏｋｕ），则狓＝狓１狓


１ ．

１）２）由狓是正定态射，故狓１ 是单态射．又（Ｋｅｒ犫）（α狓１）（α狓１）
（Ｋｅｒ犫）＝０，由引理２

（Ｋｅｒ犫）（α狓１）＝０，从而（Ｋｅｒ犫）α＝０．由引理３，方程犫狔＝α有解．δ，δ０，φ的意义同推论２，δ０φ

＝δ．由狓是单位态射及δ＝Ｃｏｉｍ狓，则δ是单位态射，于是δ０ 是单态射，又因为δ０＝Ｃｏｉｍ狓０

是满态射，从而δ０ 与φ均为单位态射，因此δ０＝Ｃｏｉｍ狓，即Ｃｏｉｍ狓＝Ｃｏｉｍ狓０．由推论２，Ｃｏｉｍ
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［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）．

２）１）设η１＝Ｋｅｒ狓１，则

（η１α
＝犫）狌狌

＝ （η１α
＝犫）狌狌

＋η１（１犅 －α
－
α）θ（Ｃｏｋ狌）狌 ＝η１狓１狌


＝０．

由狌狌＝σ是正定态射，故η１α
＝犫＝０．狇１，狇２ 同推论２的证明，则

η１狇１狇２（Ｃｏｋ狌）

＝η１（１犅 －α

－
α）θ（Ｃｏｋ狌） ＝０，

故η１狇１＝０．

设α＝α１α２ 是满单分解，由狇１＝Ｃｏｉｍ［（１犅－α
－
α）θ］＝Ｃｏｉｍ（１犅－α

－
α）＝Ｃｏｋα，则α２＝

Ｋｅｒ狇１，故存在态射η′１，使得η１＝η′１α２．由α１α２α
－
α＝α１α２，则

α２α
－
α＝α２，α２α

＝犫＝α２α
－犫＋α２（１犅 －α

－
α）δ＝α２α

－犫，

所以η′１α２α
－犫＝η′１α２α

＝犫＝η１α
＝犫＝０，又犫狔＝α有解，不妨设狔０ 是方程犫狔＝α的一个解．则

η１＝η′１α２＝η′１α２α
－
α＝η′１α２α

－犫狔０＝０，即狓１ 是单态射．由引理１），狓＝狓１狓

１ 是正定态射．

２）３）由引理５，即得． 

３　应用举例

如果除环犚存在一个对合反自同构λ：犪→珔犪，使得对于犚中任意犽个不全为零的元素

犪１，犪２，…，犪犽，恒满足∑
犽

犻＝１

犪犻犪犻≠０，则称犚是狆除环．

以非负整数为对象（整数０规定为零对象），狆除环犚 上矩阵为态射构成的范畴犚是Ａ

ｂｅｌ范畴．设犃为犚中态射，定义：犃→犃′，则为犚上的一个对合，且犃犃＝０当且仅当

犃＝０．

定理２　设犃是犚 上狀×犿矩阵，犅为狀×狀矩阵，犫＝狉犽（犅），犅＝犅１犕犅

１ ．其中犅１ 为列

满秩矩阵，犕 为正定矩阵，则犃犡犃＝犅 存在非负定解的充要条件是犃犢＝犅 有解．方程

犃犡犃＝犅有非负定解时，其通解为

犡＝犃
＝犅（犃＝） ＋（犐犿－犃－犃）犞犞（犐犿－犃－犃）， （２）

其中犃＝＝犃－＋（犐犿－犃－犃）犣犅－
１ ，犣是任意一个犿×犫矩阵．

　　犞 是任意一个犿 行矩阵．

证　由定理１犃犡犃＝犅存在非负定解的充要条件是犃犢＝犅有解，若犡 是方程的非

负定解，则由定理１，有：犡＝犃＝犅（犃＝）＋（犐犿－犃－犃）犠犜犠 （犐犿－犃－犃），其中犃＝ ＝

犃－＋（犐犿－犃－犃）犣犅－
１ ，犣是某一个犿×犫阵；犜狋×狋（Ｃｏｋ犝）

（Ｃｏｋ犝），犝犝＝犕，犠 是某一

个犿×狋矩阵；令犞＝犠（Ｃｏｋ犝），则犡＝犃＝犅（犃＝）＋（犐犿－犃－犃）犞犞（犐犿－犃－犃）．

即犡可表为（２）的形式．

反之，当犃犡犃＝犅有非负定解，则犃犢＝犅有解犃犃－犅＝犅，所以由（２）表示的矩阵显

然为方程犃犡犃＝犅的非负定解． 

推论４　在定理２的条件下，以下各条成立

１）犡如（２）式所示，则狉犽（犡）＝狉犽（犅）＋狉犽［（犐犿－犃－犃）犞］；

２）犡的最小秩为狉犽（犅），最小秩通解如（２）式所示，其中犣为任意一个犿×犫矩阵，且犞

＝０．犡的最大秩为狉犽（犅）＋狀－狉犽（犃），最大秩通解如（２）式所示，其中犣为任意一个犿×犫

矩阵，犞 是满足狉犽（犞，犃－犃）＝犿的任意一个矩阵．

３）犡是正定解的充要条件是犡 为最大秩解且犅１犢＝犃有解．

证　１）若犡＝犃
＝犅（犃＝）＋（犐犿－犃－犃）犞犞（犐犿－犃－犃），由犕 是正定阵，则有矩

１４５Ｎｏ．５　　赵小妹等：有 ＭＰ逆的Ａｂｅｌ范畴中态射方程α狓α＝β的非负定解



阵犕１，使得犕＝犕１犕

１ ，不妨设犕１ 为犫×犾矩阵，犞 为犿×狏矩阵．令犝１＝（犐狏，０）犾×（犾＋狏），犝２

＝（０，犐狏）狏×（犾＋狏），犓＝Ｋｅｒ（犕１犝１）
．由犝２犝


１犕


１ ＝０，则存在犓１，使得犝２＝犓１犓，从而犞犞



＝犞犝２犝

２犞

＝（犞犓１）（犓犓
）（犞犓１）

，故犡＝犃＝犅（犃＝）＋（犐犿－犃－犃）（犞犓１）（犓犓
）

（犞犓１）
（犐犿－犃－犃），且犓＝Ｋｅｒ（犕１犝１）

，（犕１犝１）（犕１犝１）
＝犕１犕


１ ＝犕．由推论１

狉犽（犡）＝狉犽（犅）＋狉犽［（犐犿－犃－犃）（犞犓１）］．

由犓１ 行满秩，故狉犽［（犐犿－犃
－犃）（犞犓１）］＝狉犽［（犐犿－犃

－犃）犞］，所以

狉犽（犡）＝狉犽（犅）＋狉犽［（犐犿－犃－犃）犞］．

　　由推论２，３，以及上面的证明，２），３）显然成立． 

致谢　作者衷心感谢李桃生教授对本文的指导．
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