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同态关系的关系矩阵 
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△ 摘 要 定义了关系矩阵的满同志简化和最简关系矩阵的概念。讨论了满同态关联的各关 
’。系的关系矩阵的性质 得到了关系满同志的充要条件和判定关系等价性的充要条件。 
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文献 1对关系同构时关系矩阵的性质进行了讨论。文献 2讨论了同态关系的性质。在这两文的基 

础上，本文对同态关系的关系矩阵之间的联系进行了深入的讨论，最后证明了等价关系的关系矩阵均能 

满同态简化成单位矩阵。 

首先约定：以下讨论中的集合都是有穷集合。 

1 关系矩阵的满同态简化和最简关系矩阵的概念 

定义 1 设 R是从 到 y的关系 ，̂ 是 R的关系矩阵；若 肘 中有两行(列)记入值完全相同，则 

可删去其中任一行(列)，得到一个新关系矩阵 ．称 肘 是  ̂ 的一次满同态简化。对肘 的一次满 

同态简化所得到的关 系矩阵，称为M 的二次满同态简化。对 M 的n 1次满同态简化所得到的关 系矩 

阵再进行一次满同态简化，所得到的关系矩 阵．称为肘 的 ”次满同态简化 

定义 2 设 R是 上的关系 ，̂ 是R的关 系矩阵；若 肘 的第 ／行和第 J行记入值均对应相等，而 

且第 i列和第 列的记入值也均对应相等，则可删去第 J(或 )行和第 (或 列+得到关系矩阵 M ，称 

肘 是 肘 的一次满同态简化。对肘 的一次满同态简化称为 肘 的二次满同态简化。对肘 的”一1次 

满同态简化再进行一次满同态简化所得结果 ，称为 肘 的 次满同态简化。 

定义 3 设  ̂ 是从 到 y(或 x上 )的关系R的关系矩阵，若 “̂不可能再进行满同态简化．则称 

 ̂是最简关系矩阵。具有最简关系矩阵的任一关系都称为最简关系。 

2 满同态关联的各关系之关系矩阵的性质 

下面证明的从 到 y的关系的定理 ，对于 上的关系也都成立，证明方法也相同 以后用到时将 

直接引用，不再说明。 

定理 l 设从 到 y的关系 R的关系矩阵为 M ， 经一次满同态简化后得到 肘 坝 存在一个 

结构<X ⋯Y R1>，使得 R 的关系矩阵为 M ，且存在从<x、Y，R>到<x ⋯Y R。>的满同态 ，。 

证明 不妨设 32．和 32 在  ̂ 中对应的行记入值相同．且对 进行满同态简化时所删去的是元素 

， 对应的行 。令 Xt=X--{ )，Y 一Y，R 一( ，UY )×( UY，)nR；显然可有 R 的关 系矩阵 一 

M 。 

从 Uy到 x，U 的函数 ，定义为： 
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V EX 且 ≠ ． 

V ∈Y 

l厂( )= ， 

f(x．)一 

‘ = y 

显然，l厂是从 R到 R 的满同态。 

定理 2 设从 到 y的关系 R的关系矩阵是 ，M 是 的 次满同态简化；则存在结构< ． 

y ，R >，使得 肼 是 Rr的关系矩阵{且存在从<x，Y，R>~LIKX ，Y ，R >的满同态 l厂。 

证明 由定理 1及文献 2中合成满同态的性质立即可得。 

显然，任一关系矩阵 MR，若 不是最简关系矩阵，必然都能满同态简化 ，得到最 简关系矩 阵， 

定理 3 若从 x到 y的关系 R的关系矩阵为 M ，M 和 M 都是 的蒲同态简化、且 M ．和 M 

都是最简关系矩阵，则 R 和 R。同构。 

证明 考虑 满同态简化为 和 的过程。若在 中与第一行记入值完全相同的行有 

个，在满同态简化得到的最简关系矩阵中，必须且只能留下一行 设在 满同态简化为 fⅥ 后 留下的 

行为i，在 满同态简化为 后，留下的行为 则这两行的记入值是完全相同的。对 中与讨论过 

的行记入值不同的行，进行同样的讨论，直到所有的行都讨论过为止。显然可 得到下面的结果：对 

中任一行，在 中必有且只有一行的记入值与它是完全相同的；反之 ．对 ．中任一行 ，在 中必有 

且只有一行的记入值与它是完全相同的。上述讨论的结果，对列也显然成立。由此可知，将 中与 

中记入值相同的行和列，用文献 1中的交换变换 ，变换到与 M 中对应行和列相同的位鼹 最后，Mn变 

为 于是 M 一M¨ 由文献 1的定理 1知，R 同构于 R 

定理 4 设关系 R和 R 的关系矩阵分别为 和 ， 满同态于 R 的充要条件是 可满同态 

简化为 M ， 

证明 设 满同态简化为M 则由定理 2知，R满同态于 R 。 

反之。设 厂是从结构<x，Y，R>到结构< ，y ，R>的满同态 。根据满同态的定义知，V 32 ，z ． 
⋯

， EX，且 f(x )一f(x )一 -=f(x )= ∈X 、刚在 M 中， ， ，⋯，z 对直的行的记入值都是相 

同的。于是。删去 中z ，z 一，0 对应的 个行中的 ”一1个行 ，仅留下其中一行 显然，这是对 

的满同态简化。V 。 ，⋯， EY，且 fCy )一f(y )⋯ -=f(y )一y ∈Y ，则留下这 个列中的任一 

列，删去其余 m一1列 按上述方法继续对 眦 中剩下的行和列进行删除操作，直到再不能删除为J￡，设 

最后得到的关系矩阵为 由定理 2知，有结构< ，Y ，R >，使得 是 的关系矩阵 ； 满同态 

于 R 。 

下面证明 R 同构于 R 。为此，定义从 ：Uy 到 ：U I的函数 如下 

g(五)： ，V ∈X2且 ( ．)一 EX】， 

g(y )： ’，V v EY2且 ，( )= ∈y ． 

显然 g是函数。下面证明 g是从< ，y ，R >到< ，Y ，R >的同构 。 

(1)由于 l厂是满射函数，根据 g的定义知，g也是满射函数。 

(2) ，．／2z∈Xz，且 ≠ z，则必有 f(x )≠l，(z。)。因为在对 M 满同奋简化时 ，函数值相同的行 

仅留下一行，故 g(x L)=ffx )≠l厂( 2)：g( 2) 同理，V y ，y EY 且 ≠ ，必有 g(y1)≠g( )。g是 

单射函数 

(3) ，∈Xz，V yjEY ，< ， > ∈R 当且仅 当<g( ，)，g( )> 一< f(x，)， ( )>∈Rl 

由(1)，(2)，(3)知 g是同构 。根据文献 1知， ．经交换变换可变换为 ，故 可满同态简化为 

M R 

定理 5 若关系 R 可满同态于关系 R ，R 可满同态于关系 R ，且 R 有最简关系矩阵，则 R：浦同 

态于 R 。 

证明 由文献 2知尺 可满同态于 ，必有 R 满同态于 R 或 R 稿同态于 R 由于 |R 有最簿关系 

矩阵。故必有 ＆ 满同态于 R 由条件 心 可满同态于 证明 R。满同态于 R 。分两种情况来讨论 ： 

(1)若 Rs满同态于 R ，则由满同态的合成仍为满同态可知， 满同态于 R 。 
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(2)若 R 满同态于 R ，(a)若 可满同态简化为 M ，且 R 有最 简关系矩阵，则 R，满IN态于 

R’。 由(1)知 几 满同态于 R 。。由定理 3知 ，R 同构于 R ，由此可知，R 满同态于R 。(b)若 " 是最 

简关系矩阵，由定理 3，R a满同态于 R：。 

定理 6 设关系 R 满同态关联于 R ，R 有最简关系矩阵 ，则 R 满同态于 R 。 

证明 由文献 2中满同态关联的定义知，R 满同态关联于 R ，必存在关系 ，R --，R ⋯ 使得 R 

可满同态于 R (1≤ ≤ 一1) 已知 R 有最简关系矩阵，由定理 5知 R 满同态于R 。同理 R 满同态 

于 R ”，R 满同态于 R 。 

定理 7 设关系 R，和 R 都有最简关系矩阵，R 同构于 R 的充要条件是 R 和 R 有满同态关联。 

证明 若 同构于R ，显然，R 和R：有满同态关联 反之，设 R 和 R 有满同态关联 ．R 和 R 都 

有最简关系矩阵，由定理 6和定理 3知，R 同构于 R 。 

定理 8 设 X一{RlR是关系}，S一{<R，，R >lV R ，R ∈x且 R 和R 满同态关联 ．刚s是等 

价关系。 

证明从略。下面讨论 x上的等价关系的满同态简化。 

定理 9 X上关系R是等价关系的充要条件是 埘 可满同态简化成单位矩阵。 

证明 若 M 可满同志简化成单位矩阵，由定理 4知，R满同态于一个单位矩阵。由文献 2的定理 1 

知，R是等价关系。 

反之 ，设 R是等价关系，若 xRs，在 中与元素 和 对应的行和列中各记八值必完全相同。将 ， 

(或 )对应的行和列划掉；这是对 的一次满同态简化，将与 027等价的各元素对应的行和列全划掉 

后，仅剩下 所对应的行和列。与 不等价的各元素对应的行和列均未被划去 ，z所对应的行和列中各 

记八值，此时仅在交叉处为“1 ，其余均为⋯0。继续进行满同态简化，直到得 最简关系矩阵 为止。 

显然，A 是单位矩阵。这个定理给出了一个用关系矩阵判定关系等价性的简单方法 。 

3 结束语 

关系的满同态，实际上是对具有一定联 系的关系之共性的研究。本文定理 8表明，满同态关联是对 

关系进行的一种分类，同一类 中的关系可视为等价。对有穷集合间的关系，就是按 简关系进行分类 ，虽 

然本文中讨论的关系是有穷集合 实际上，在满同态关联的各关系中，只要有一个是有穷集合 +其余关系 

可以是无穷集合；此时，就可以利用满同态简化、 简关系矩阵等，对此有穷集合的性质进行研究，从而 

也得到其他关系的性质。这显然是把无穷集合上的某些关系性质的研究，转化为有穷集合上的关系来讨 

论的一种方法。 
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Relation M atrices of Homom orphic Relations 

Yang Liuii 
(Department of Computer Science Northwest University，710069，Xi 8n) 

Abstract epimorpnic reduction and simple relation matrix are defined．properties of telati。n n1atrices 

ot epimorpnic connective relations are discussed．A I／ecessary and sufficiem condition for eDim。TDnism 

between relations is proved and a necessary and sufficient condition for equiva1ence relati0n 1s iven
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