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摘 要 证明1：如果一个 半群的某一相关半群具有完全单核，则它的每一相关半群均有 

完全单核。引入并讨论 1 r一半群的r一最理想和 r一核等概念 。探讨 1具有完全单 r一核的 厂_半 

群 ，获得 1它 的若 干性质 。 

关键词 ：兰竺 ：± ；r一半群的相关半群；￡：翌罂垫 苎 
分类号 O152．7 完室单橼 

设 M 和 r是两个非空集台，称 M 是 r一半群“]，如果对任意的 d，b，rEM 和 ，户∈r有 ：aRbEM 和 

(aRb)犀=aR(b~c)成立。设 M 是 r一半群和 是 r中任一确定的元素。如果对任意的n，bE M，规定 。 

b=aab，则“。”为 M 上的二元运算 ，且(M，。)是半群，记其为  ̂，称其为 M 的一个相关半群 。如果 r 

半群 M 的某一相关半群是群，则它的每一相关半群均是群，此时称M 是 r一群“] 设 M 是 厂_半群和 ，是 

M 的一非空子集，如果(IFM)U(MFI) ，(Mr， ，，IFM~I)，则称 ，是 M 的 r一理想(左 r一理想，右 

理想)。一个异于 M 的(左 ，右)r一理想 ，叫做 M 的真(左，右)r一理想。一个没有真(左，右)r一理想的 

半群叫做(左，右)单的。设 M 是 半群和 是 M 中任一确定的元素，如果对任意的bEM 和 REr均 

有 ：aab=baa— ．则称 口是 M 的零元素 ；显然，如果 M 有零元素，则其唯一，记其为 0；如果对某一 ∈r 

有 ： n — ，则称 d是 M 的 。幂等元；称 一幂等元 是本原的．如果 ≠0，且对任一 幂等元 ，均有： 

f#a=aaf=f推出 f=0或者 f=a。一个具有本原幂等元的单 r一半群叫做完全单 厂_半群}一个具有零 

元素的 r一半群 M 叫做零单 r 半群 ，如果 MFMC={0}，且 M 仅有的真 r一理想是 {0)；一个具有本原幂等 

元的零单 半群叫做完全零单 厂_半群。文献 2给出了 Ress矩阵 半群的概念，并获得 了半群理论中 

的 Rees定理在 r一半群中的推广结果。设 G是具有幺元素 的群 ，，，̂ 是非空集，r是 G。一GU{0}上的 

若干 I×A矩阵的集台，若令 M=(G×I× )U{0)，且对任意的 ，i， )，(6， ． )EM 和任意的 ，一 

( )Er现定 ： 

， ⋯ ． ． 、 
户 b，i， ) (户 ≠ O) 

’ ' ， ，J，“ 1
,
o 。 ； ．：0)， 

和 0，i，,DP0—0P(d， ，̂)一0，则 M 是 厂_半群，记其为 [G；I，A；r]，称其为 I× A Rees矩阵 r一半 

群；若 r是正则的，即对任意的 iEI，存在 ，=(户 )Er和 ∈^使 P“≠0和对任意 的,tE5̂ ，存在 Q一 

(舢)∈r和 iE I使 乳≠0，则 。[G；I，̂ ；厂j是完全零单 r一半群。反之，任何一个完全零单 r一半群必同 

构于某一 I×A Rees矩阵 r一半群 [G；，。A；厂]，其中r是正则的 ]。 

设 M 是 r半群 ，对任意的(口，d)，(户．6)Er×M，若规定(口，d)(户，6)=(口，d )，则 r×M 是半群， 
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称其为M 的右算子半群，仍记其为FXM，F 半群M 的左算子半群MXF被对偶地定义[ 。 

1 一个结果的推广 

设M是r 半群，如果M的某一相关半群是辑，则它的任一相关半群均是群 本节将推广这一结 

果 为此，先考查 半群肘的右算子半群r×肘。 

现在我们回顾一下几个结果 ]，它 们在后面的讨论中是必需的。 

引理 1(文献4，引理 I 4，3) 设Ⅳ是半群 的一个极小双理想，则对任意的 ，t∈ 有：SNt均是 

的极小双理想。 

引理 2(文献 4，引理 l 4．5) 半群 的一个双理想 B是极小的，当且仅当 是群。 

引理 3(文献 4，引理 I 4，1) 半群 如果有极小双理想 ，则它的一切极小双理想的并 是 的核。 

引理 4 具有极小双理想的半群S的核是完全单半群。 

证明 由引理 3知：如果 JS具有极小双理想，则 JS的极小双理想的并 x是 Js的核。由引理 2得；x 

是群并 我们知道 ：如果半群 有核 ，则 是单半群 ；如果 是群并 ，且是单的，则 是完全单的 ]。 

故具有极小双理想的半群 的核是完全单的。 

引理 5 如果半群 具有核是完全单的，则 具有极小双理想。 

证明 设完全单半群 [G；，，̂ ；P]是半群 的核，任意选定i∈I和 ∈̂^，不难直接验证 ；̂ 一 

{(口， ， )：n∈G}是 ／a[-G；I，A；P]的子群，再注意到 ASA一(( ，i，Z)A)SA一( i ， ，̂)(AJS)A 

( ，i， ) [G； ， }P]̂  {(口，i， )：口∈G)；^，从而 ，̂ 是 的双理想。依引理 2得 ：̂ 是 的极小双 

理想 。 

引理 6 设 肘 是 r一半群和 是 肘 的右算子半群 FXM 的极小双理想，则如下命题成立。 

I B一 ，G)其中 是 r中与 B相关的一确定元素，G是  ̂的某一极小双理想。 

t 对一切 声∈r和(I)中的 G，( ，G)均是 工1×M 的极小双理想 

证明 I 由引理 2知：B是 I'XM 的子群，设其幺元素为 ， )，则 B一( ， ) 一(口，eB)。令 G— 

eB，那么，B一 ，G)。因( ，G)是 r×肘 的极小双理想，所 以( ，G)(r×肘)(n，G)一 ，GFMaG) (口， 

G)。即，Gr̂ f G G，特别，GaMaG~G，也由( ，G)是 FXM 的子群直接得 G是 f̂．的子群，再 由引理 2 

得 G是  ̂的极小双理想 

I 因( ，G)一( ，e) ，G)(n，f)，由引理 1得 ：( ，G)是 r×M 的极小双理想。 

引理 7 设 M是r一半群和 r×M是 肘的右算子半群及 n是r中的任一确定的元素，则肘 的非空 

子集 G是 f̂．的极小双理想，当且仅当(n，G)是 FXM 的极小双理想。 

证明 设 G是 M．的极小双理想。由引理 2知：G是  ̂的子群。可直接验证(n，G)是 FXM 的子群。 

又 ，G) ×肘)(口，G)一 ，GFMaG)= ，(Gae)PMaG)一 ．Ga(eFM)aG) ，GaMaG)~ ( ，G)，其 

中e是 G的幺元素，这说明(口，G)是 FXM 的双理想。进一步由引理2得( ，G)是 FXM 的极小双理想。 

反之 ，设 B一(n，G)是 FXM 的极小双理想。由引理 2知 是 r×M 的子群 设其幺元素为(a， )， 

则 ，G)一 一(口·f)B一(n，eB)，从而 G=eB。由引理 6中 I知 G是 f̂l的极小双理想。 

由引理 6和引理 7直接得 ： 

定理 1 设 M 是 r一半群和 G是 肘 的非空子集。如果 G是 的某一相关半群的极小双理想，则 G 

是 肘 的任一相关半群的极小双理想。 

定理 2 设 M 是 r一半群，如果 肘 的非空子集 是 肘 的某一相关半群的核，且是完全单的，则 

是 肘的每一相关半群的核，且是完全单的。 

证明 设 是 r中的任一确定的元素和 是 M 的核 ．且是完全单的，则由引理 5，M。具有极小双 

理想，再由定理 1：知肘 的每一个相关半群具有极小双理想，进一步由定理 1和引理 3及引理4得 是 

M 的每一相关半群的核，且是完全单的。 

推论 l 设 是 r一半群，则下列命题成立： 
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I 如果 M 的某一相关半群是群 ，则 M 的每一相关半群是群。 

i 如果 M 的某一相关半群是完全单的，则 M 的每一相关半群是完全单的 

2 具有完全单 r一核的r一半群 

定义 1 设 M 是 r一半群，如果 M 的一切 r一理想的交非空 则称其为 M 的 r一核 

本节将研究具有 r一核 ，且 r一核是完全单的 r一半群 ，即具有完全单 r一核的r一半群，为此先给出 r一 

双理想和 r一拟理想的概念和几个有关的结果。 

定义 2 设 M 是 r一半群和 A是 M 的非空子集。如果 A是 州 的子 r一半群，且 ArMrA A 

((ArM)n( rA) A)，则称 A是 M 的 r一双(r一拟)理想。 

显然，一个 r一理想是 r一拟理想，一个 r一拟理想是 r一双理想。 

若一个 r一双理想不真包含其他的 r一双理想，则称其为极小 r一双理想。 

引理 8 设 M 是 r一半群。如果 Ⅳ 是 M 的极小 r一双理想，则对 M 的任一 r一双理想B和一切 ，bE 

N，口，gEf均有 N=aat3,Sb 

证明 显然，aal3flb是 M 的 r一双理想，又aa13,~b ⅣrBr～ ⅣrMrlv lv，现在由Ⅳ 的极小性得 

N=actBflb。 

引理 9 设 M 是 半群 ，若 Ⅳ是 M 的极小 r一双理想坝0{actNflb：。，bEM， ， ∈r}是 M 的一切极 

小 r一双理想的集台。 

证明 设 ，是 的极小 一双理想，由引理 8知：存在 n，bEI和 n， ∈ 使 l=aaNflb。这样，，∈ 

{actNflb：口，bEM，口，卢Er}。现在证明对 0，b∈M 和 口， Er均有 aaNflb是 M 的极小 r双理想 。首先， 

注意到 acd,,rflb显然是 M 的r一双理想，若假设 aaNflb不是极小的，则存在 M 的 r一理想 使 ICaaN．Bb， 

且 17~aaNflb，即 一{n口 ： E x_三Ⅳ} 这样 ，对任意的 yEM，z ， 2EX 有 act32 flbFyl"actx2 ，从 

而，'r flbI"MFaax x，又 bl"MFa显然是 M 的 r一双理想和 z ， EN，再通过 Ⅳ 的极小性和引理 8得 

‘T flbFMl"aa．x Iv，这样，Iv ，矛盾!故aaNflb是 的极小 厂一双理想 

引理 10 设 M 是 r一半群和 B是 M 的 r一双理想，我们有 B是极小的，当且仅当 B是 r群 

证明 设 B是 M 的极小 r一双理想，对任意的b，cEB和 口∈r，由引理 8知13=bct13ctc。这样 ，对任意 

的 aEB，存在 zEB使 d=baxctc。从而，方程 n=bay和n—zac在相关半群 。中有解，故 B的相关半群 

。 是群 ，进一步得 B是 r一群。 

反之，设 B是 r一群，若 B不是极小的 ，那么有 M 的 r一双理想 使 ICB，且 ≠B，令 ．r∈B，坦 ．7c奇 

。 那么，对任意的 。，bE B，存在 YEB使 'r=actyctb(固 是群，y=a ctxctbI1)，由此，'rE rBr 

r r ，矛盾 】，故 B是极 小的 。 

定理 3 设 M 是 r一半群和 A是 M 的非空子集，则 A是 的极小 r一双理想当且仅当 A是某一相 

关半群 旭 (nE r)的极小双理想。 

证明 设 A是 M 的极小 r一双理想，由引理 8知 A是 M 的子 r一群，从而 ，且是相关半群 的子 

群 。又由A是 M 的 r一双理想可直接得 A是 的双理想，故由引理 2得：A是 的极小双理想。 

反之 ，设 A是 的某～相关半群  ̂的极小双理想，则由定理 1知 A是 M 的任一相关半群的极小 

双理想。这样，由引理 2得 A 是 M 的子 r群。又 AFMFA=(Aae)rMr(ectA)=Act( rMr )eta 

AaMctA~A，其中 是 A的相关半群 A。的幺元素，即 A是 M 的r一双理想。故由引理 8得 A是 M 的极 

小 r一双理想。 

通过定理 1可得定理 3的推论 2。 

推论 2 设 M 是 r一半群和 A是 M 的非空子集，则 A是 M 的极小 r一双理想当且仅当 A是 M 的每 
一 相关半群的极小双理想。 

定理 4 设 M 是 r一半群，如果 M 具有极小 r一双理想坝9M 的一切极小 r一双理想的并是 M 的 r 

核，且 M 的 r一核是完全单的。反之，如果 M 有完全单 r一核，则 M 具有极小 双理想。 
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证明 由推论 2知 的一切极小 厂_双理想的并等于 的任一确定的相关半群的一切极小双理想 

的并 再由引理 3和引理 4可得定理的直接部分。反之，如果 有完全单 厂_核，设其为K。那么，由文 

献 2引入的 I×A Rees矩阵 r一半群 EG；I，A；r]和给出的 r一半群理论 中的 Rees定理 (前面 已叙 

述)，类似于半群中的相应结果，我们有一个 厂_半群 M 是完全单的当且仅当它同构于某一个 Rees矩阵 

r一半群 [G； ，A；厂]，其中G是群； ，̂ 是两个非空集；r是G上的 A×I矩 阵的集合， G；I，A；r]= 

{ ，i，̂)：d∈G，iEI．̂∈ A)，对任意的(d，i，̂)，(6， ．n)∈ G；I．A；厂]和 n=( )∈r有 ： 

(4，i， )a(b，J， )一 口 ，i， )。 

现在设 K一 G；I，A；r]．令 上i={( ，i．̂)： EG)其中i和 分̂别是 和 ^中任一确定的元素。那 

么。可直接验证得 占是 的子 厂_群。又 

BFMFB一[上i口( 。i， )]r  ̂r ( ，i， )a上i] 

=BⅡ[ni ，i， )FMF(x~ ，i， )lab 

BaK uB — B ， 

故由引理 10有 ：上i是 的极小 厂_双理想。 
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F-Semigroups with a Completely Simple／--kernel 

Zhao Xianzhong 

(Department ot M athematics，Northwest University，71 0069，Xi an) 

Abstract It is given that if the some related semigroup of a r—semigroup has a completely simple 

kernel，the its every related sem igroup has a com pletely simple kerne1．The r_bi—ideal and r—kernel of 

a r semigroup are introduced and studied． The some basic properties of a r—semigroup with a 

completely simple r—kernel are obtained． 

Key words semigroup；／'-semigroup；related semigroup of r—semigroup；rIbi—ideal；r—kernel 
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