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z／2， 

从矩阵变换理论 出发 ，对多元线性模型的糸敷提 出了广义根方估计。证明了它优于 

LS估计 ，根方改进估 计 ，且是 卢的线性可客性估计等性质。 

多元线性模型；广义根方改进估计；可容许估计 

O213．9 

均方误差 
’—’ 一  

对于多元线性模型 

{Y。K1=x x PBpxq+E xq 

y( )：尸．￡的行向量互不相关 ， (1) 

【均值为零，有共同协方差阵 v>o 

由文献 1，上述模型(1)可化为： 

fvec(y)=uQX)vec(B)+vec(e) ⋯ 
{cov(vec(~))= 0L， (vec( ))；0 ⋯ 

令 p—vec(B)，易知．p的 LS估计为： 

口=vec(( X) X Y)； 

COV( )=cov(vec(／~))一 @(x ) 

(1)的典测形式为： 

ry= zA+ 

e的行向量互不相关 ，均值为零． (3) 

【有共同的协方差阵V>O 

其中，Z=XQ．A=Q B，Q为正交矩阵，使 Q X XQ=^垒diag( ， “， )， 是设计矩阵(x’ )的特 

征根．与(1)同法(3)可化为： 

fVeC(y)=(‘QZ)vec(A)+vec(￡) 

COV(vec(￡))=V@， ． (4) 
l IE(

vec(￡))= 0 

令 a~vec(A)．皿 口的 Ls估计为： 

~ Vf2C(A)：( @  ̂ Z )vec(Y) 

coy(／<)= ④  ̂

由于 是 卢的无偏估计 ，显然： 
P 

MsE( )一tf(cov( ))+ ll E 一卢ll z trV0tr(X )一t=trV (5) 
i-- 1 

当设计矩阵是病态时．MSE( )较大，此时， 不是 卢的较好估计 近 30多年来．国内外学者提出了众多 

估计 ，Ze||ner在文献 2中首先提出了根方改进估计 ，文献 3做了介绍，并讨论了其优良性，但该估计不 

能对所有特征向量做有效改进。本文首次在多元线性模型中，提出了广义根方估计类，克服了这一缺点， 

井讨论了其优良性及可容许性。 
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1 广义根方估计类 

定义 1 对模型(4)，称 ={；( ．，k “， ，)：(J 0  ̂’ 。⋯ z )vet(Y) ∈R) (6) 

为其系数 的广义根方估计类，其中^I,t1 ’‘。 垒 

坤一 

砖一 

显然，当 k．一 一 ·一 时，y为 n的根方估计类； 也是 的一个有偏估计类 。为了讨论 的均方误差， 

我们先引进如下的 

引理1 设x是n×1随机向量，A是H×H对称阵，若E(x)： ，D(x)：∑ =[d )-则 

E(x AX)= tr(A>：)+ A 。 

引理 2。 对于线性模型(1)，若 p。是 p的任一牯计，则 MSE(fl。)~trcov(fl )十 ll Ep 一 

对 7中任一估计 ；( ．，k ⋯， )。 

cov(a(k1，k “， ))一c0v((‘⑧ A“t’ ’ #)--1 Zr)vec(y)) 

=coy((L@ A“ 一～ )(J 0  ̂ ZJ)vec(Y)) 

=coy((L⑧ A“ 一～ ) ) 

一 ( 0 A“ 。 。”。。 )c0v(占)(L0 ^“ 。 ’ ’王户’) 

= (L0 A “ 一 )(yO A )(厶⑧ A“ 。 ’⋯ ) 

=y0 A“ 一 (7) 

这里记  ̂ 一 = 

1 

掣j 

．
 ̂ +一 

( ， 是实数)令 A△Q 一( )由(7)式得 

p 

引理3 y中任一估计；( ，k：，⋯， )的均方误差为 MSE(a(k ，k。，⋯． ))=trV∑ 
l— l 

 ̂

∑∑砖(砷一1) 。 
J ‘ 1 

+ 

证明 占( ，k ．．' )=( 0 A“ 一  ̈)(‘③A Z，)vec(y)=(LO A“ 。 一 )占 

由引理 l和(7)可得： 

MSE(；( l，k2，⋯ ， ))~tr(cov(a(kl，k2．．．-， )))+ E(；( L，岛，⋯， )一口ll 

=tr(V@A“ 。 ’⋯。 )+E ll( ⑧A“ 一L⑤ )n 

=trV·tr(̂ “ 一卜 )+E ( 0  ̂ r 一 qOIp)vee(Q )0 

f 

= (try)∑ -一 +∑∑吒(砷一1) (8) 

2 广义根方估计的性质 

定理 l 在均方误差意义下，对任一根方估计 ( )总在广义估计 中，存在一个 ( ， --， )使 

MSE(口( 1，k?，⋯ ， ))<MSE(n( )) 

证明 由引理 3易知 

MSE(a(k))=trV∑ 一 +∑∑ ( 一1)。d (9) 
im l ⋯ 1 一 l 

1 [33 

设MSE(；旺))在k=k 时取得最小值，显然o<k <÷ 对 l̂作如下分类，并取相应的k ，满足 
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f ．<1时，k．=岛 

l ．=1时，k．一0 

． 1 l< ．<2 时，10ĝ
．

(2--砷)< ．<0 
l 【 

．≥2 时，ki<0 

显然，只须对 ．>1情况讨论 ，此时对 k 有 

一 一  <0，(”一1) 一( ≯一1) <0 

从而 MSE(a(kl，k ”， ))--MSE(a(k)) 

trV∑ ≯ 
r l 

g 

tr ∑ 一。+∑ ∑((廿一1) 醋一( —1) 砖) 
l- l - L J- L 

—trV∑( ，一 ≯一’)+∑∑[(砷一1) 一(砷一1) ]硝<0 
^
r) L 』 > 】，。 l 

结论成立 。 

又最cMs嘶c ⋯ 一最c 骞 +最c娄客 砷一 
=2(|r ) r一’1n ，+2∑砖(廿一1)廿ln ． 

令最(MSE(a(k ，k ”，kD))一0。解得 

由于n的LS估计， 满足MSE(a)=trV∑ ， 

将 t代入MSE(k ，kz,⋯， )母 

⋯  ，⋯ 一耋 + 

(∑吒) 
一 ∑tr —— +∑ 
。。 (打V+ ．∑略) 。 

j-I 

， ∑trV～ (∑醇) +trV∑ 

(trV) ∑ 

(trV+ ∑萌) 

(10) 

：  一 ! 兰堂： 
c trV+z 砉̈ c 

、  

一 

故 MSE(a(k】， ”，k ))<MSE( ))。 

由以上讨论 ，我们有如下的 

定理 2 在均方误差损失意义，广义根方改进估计类优于 LS估计。 

由定理 1，定理 2，无论对 LS估计 ，还是任一根方估计，总可以找到一组实数 ( ， ”， )使 MSE 

南 

焉 

略 
∑ 
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(n( ， ，⋯，kp))优于它们，这就说明，广义根方估计有较强的抗干扰性。 

下面讨论 y的可容许性 为此 ，先引进一些有用的结论。 

对线性模型{ 竺 州 >。 
夸 ； ～X， 是 的 估计，有 ： 

引理4“ A#--C#的充要条件为：Am。。A ≤Am～C 

定理 3 广义根方估计 ；( ， ，⋯， )中 ．满足： 

(i)O<A．≤ 1， ∈[0，+。。) 

(ii)  ̂> 1+ ．∈ (一 。。，0) 

则广义根方改进估计 ( ， ”，k )是 的可容性估计。 

证明 模型(4)与引理 4同意义下的 为 

：(L④ ×Q) ( @ )I1(L④ ×Q) 
=  ④(Q X XQ) 

=  @ A 

由于 ( 。 z，⋯， )=( @ A“一 ) ，故 A= ⑧A“一 一 ，C=I ，从而 

Am_。c一 卅̂-。̂=[ @A 一 ][ @A]～一[ 0A 一 ][ ⑦ A ][ @A“一。 一 ] 
： [ @ A“一 一～ ][ @A ][ @ A r 一 一 0 ][f @  ̂ ] 

由Kronecker积性质 ． @ ^“ >O且对称，又 

@ ^I1[ 。Q A ’ --I 0 ，] 
一 V⑧ A--1- I 2一 一Ⅵ  ̂

=  ④ [̂  I r 一 一  ̂ ] 

由条件，当 0< ，̂≤1时， ≥ 。；当  ̂>1时 ． >AT ，从而 

@  ̂ [L@ A 。 ’⋯ ，一L④I ]>0。由矩阵不等式性质得：Am c一  ̂I1A≥0，由引理 4，结论成 

立，证毕。综上所述，有 

推论令 是 的一忏集一 ，̂⋯ ⋯ 三 
是 的可容许广义根方估计类，它优于 的 LSE估计，和根方改进估计。 

在实际应用中起较大作用，但对 (岛， ，⋯， )的选择，目前还没有较好的方法，只是凭经验 ，尽 

管有一些准则可行 (如 Q(c)准则)．加上计算机的广泛应用，人们采用类 比法也能得到较好 的估计效 

果，其主观性还是较大．此问题有待进一步研究。 

本文得到导师林伯明副教授盼悉心指导，西北工业大学朱燕堂教授、王潮杰教授提出了宝贵意 ，作者对此表示衷 

心感谢。 
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