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一 种新的锥形算法及其在信号处理中的应用 

张书玲 张雪阳∞ l{、-Il 

(1)西北大学数学系，710069，西安f2)西安电子科技大学，710071f第一作者 ．38岁．男，博士) 

广下 摘 要 提出了一种新的信号分解与重建锥形算法，此算法比锥形算法更具有台理性，且算法 

结构清晰，公式简单，占用贮存空间少，易于在计算机上实现。 
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当今时代由于电子计算机的快速发展，信息的提取、分析、传递、交换、贮存等技术日益提高。由于信一  

息量的不断增加，通信业务与通信网容量之间的矛盾也日趋突出，大量的信息需要自动快速地完成诊断 

与分析，量化与压缩，传递与存贮，分解与重建等项工作需求，所以，信号的数据压缩成为多媒体通信的 

关键技术之一。80年代韧，提出了信号分解与重建的锥形算法 ]，把时变信号在不同频带中进行分解， 

通过对不同频带的信号量化编码，实现高效的数据压缩 文献 1建立的Laplace锥形算法与后来建立的 

小波变换，将多尺度分析概念统一起来，已成为近年研究小波理论及其应用的重要工具 。 

文献 1主要讨论了数字(离散)信号的分解与重建算法。设0。：一(G。(；)：i∈z}是一数字信号，其中 

z表示整数集合，W是其脉冲响应为 ( )的低通滤波器，满足： 

W( )一1，W(-- )一 ( )，∑W(2 )一 W(2 +1)， 

则 0。通过低通滤波 ，再作偶取样(2 1)后的低频成分为： 

G ( )t一∑W( )G。(2i+ )，i∈z。 (1) 

一 般的，定义Gi(i)：一 >：W( )0 (2I+ )， ∈z，j=1，2，⋯。 (2) 

如果0。是有限长度的信号，从(2)可以看出．G 的数据量仅是 Gr 的一半，因此(G }| ，形成一个锥 

形结构，称{0 } ．1． ．为高斯锥(Gaussian Pyramid)。 

0 是由0r 低通滤波后再作2取 1变换所得，由于两者不等长，在提法上G 不作为0 的模糊像， 

要计算两者差异(细节信号)，需要对 G，作“内插扩展”运算，即在不增加高频成分的前提下，将 G，扩展 

到与 Gr 等长度。 

定义 0，(1)t=0川(}) = 2 W( )G (!—： ) (3) 

其中 。 ( )一J ‘ ’ 当 为整数时 (4) 
【0 否则。 

这样定义的口G 其长度与0r 一样，称之为 Gr 的模糊像。 

夸 L l一0 --BG J—O，1，2’．．·。 (5) 

显然f } ¨也具有锥形结构，称二 是G 对应于 0 的细节信号，也称为拉普拉斯锥(Laplacian 
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Pyramid)。(2)，(3)，(5)给出了信号分解的算法 ，其分解流程为： 

／ G1 ／  ／／ G
． 

‘ 。

＼ j ＼ ．I } ‘·’ ＼ 一 。·’ c6， 
假设原始 信号 G。经过 Ⅳ 步分解后 ，我 们得到 {G ， 。， ，⋯，L )，G 为 G。的低频成分 ， 

： o 一． ． 是 G。在不同频带中的成分(细节)。 

重建原始信号 G。可由(5)推得。由(5)，有 

G = L 4-EG~ ， (7) 

则由(7)，可依次计算出G ，G ，⋯，G ，G。。 

从以上讨论看到，在分解算法(2)，(3)及(5)中，作滤波、偶采样、内插扩展，才能形成 Laplace锥 

f )，这样，每分解一步的计算公式较为复杂，特别是内插扩展E的物理意义不够明显，作为 G 模糊 

信号的 G 不能清楚地表示威在低通滤波器的输出。本文从连续信号低通滤波器出发，经过滤波／采 

样变换，建立一种新的信号分解与重建锥形算法。该算法具有直接性和明显的物理意义，避免了计算内 

插扩展 日这一中间环节，使得计算更为简便。 

2 信号分解与重建的锥形算法 

2．1 低通滤波算子及其离散化 

设，(￡)∈L 佃)NL ( 是一能量有限的时变信号、 ( )是频窗口有限的光滑函数，且满足 

I 0)dx—I。 (8) 

定义 1 低通滤波算子 F。：L ( )一L。佃)，̂>0， 

，)( ： ( ) ， (9) 

如果记 t ÷ (÷)， (10) 
则(9)还可表示为 F (，)0)一 。*，( )， (11) 

其中*表示为卷积运算。由假设9 )是时、频窗1：3有限，则由傅氏分析可知 

(，)( )一 。( )· ( )， (12) 

(9)定义了一个线性滤波系统。下面为离散滤波系统中的尺度h。记 

t={2 z)，J∈z (1 3) 

是一个二进制网序列，显然若 <̂J2，则 C 。则在2j分辨率下(即÷一2 )，经过低通滤波器(9)后， 

记为，j(z)t=2 J E2 0 一￡)]，(t)dt， (1 4) 

令 0)一 (一 )，则(14)可表为： 

，j(z)一2 } E2~(t—z)If(t)dt， (15) 

由(15)可以看到，要计算不同的分辨率下的 ，J，都要回到 ，(z)上来；另一方面 ， ( )相比， )含有 

更低一级的频率成分，那么，在计算Y)-a( )时，能否可用， “)作为输入，而不必回到，(z)上去?当然 

这与滤波系统有关，亦与 的选取有关 。 

定理 1 设 )满足二尺度方程(Dilation equation)： 

0 )一2 d (2x )， (16) 

则线性滤波系统(15)有因果关系，即， ( )一∑a ， ( 一2- )。 (17) 
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证明 Eh(15)， ( )=2 I E2j一 0一 )]，( )df=l 2 ∑df [2 0一 )"4-￡]·f(t)dt 

= ∑2 f C[2J(t—z)-4-￡]，0)d ；∑atf 0—2-~t)， 
称， )为， 0)的连续模糊信号，而称， h)--f ( )一一L ( )为连续细节信号。 

2．2 数字信号的分解与重建算法 

由于， (￡)是在 分辨率下，0)的模糊像，在 q上对， ( )离散化，有 

fJ(2 )=2 J (2 — (洲 ， ∈Z， (18) 
称(， (2 z) ez为数字信号的高斯锥。为了计算数字信号两次滤波的差异，称 

， (2一 )=∑d f (2一 ( 一 )]， ∈Z (19) 

为{，j(2一 )) ∈ 的模糊像。 

而称 L，(2一 )一， (2一 )一，j_1(2一 )， ∈Z (20) 

为细节信号 ，称 (L (2 z)为拉普拉斯锥 。 

在实际信号处理中，由模数 A／D转换，我们只采集到某个分辨率下的数字信号。设采集的是 

f (2 )'．E。，则(I9)，(20)给出了信号的分解算法： 

I)计算， 。模糊像， f~o-L(2 咄)一∑口J [2一 ( 一 )1∈。。 (21) 

I)计算细节信号 L～(2 )：， (2～ )一∑d ，～E2一 ( 一￡)l∈ 。 (22) 

Ⅲ) 对(21)偶采样，形成下一层高斯锥： ， ( ：t) ∈z。 (23) 

为了与前边的记号一致，将(21)～(23)写成更为一般的形式。 

设{G。( ) z}是一数字信号，则分解算法可表示为： 

I) ，( )：=∑d G ( 一 )， ∈Z。 (21一) 

I) L广 ( )一Gi-t0)一∑口f。 一 ( 一￡)， ∈z。 (22，) 

Ⅲ) G ( )= (2 )， ∈ z。 (23一) 

其算法流程为： 

一

／  ／ Gz ／ 6 

＼z 、z 、 一 
(24) 

假设经过 Ⅳ步分解后，得到 G 和 L。，L‘，⋯， 一，下面来研究信号的重建算法。 

由于在实际工程中，信号源。。总是有限长度，另外，可假定∑。 =1 一a⋯a ≥0，∑ 一 

∑a~+1 o因而有如下定理。 

定理 2 设 }是有限脉冲滤波器，存在 ，使 。 0，当 > 时，则方程(22一)可唯一求解。即由细 

节信号可重建高斯锥 Gr ， 1，2’．．·。 

证明 由假设 ，(22 )可表示为 A Gr 一Lr 

_l～ 。 一 j ⋯ 一d， 0 ⋯ 0 

其中，A 一 ：!一 1--a o⋯一 ·一 一 ·⋯。I． 
j ⋯ ’·●··· l 

L0 0 ⋯ 一 ．⋯一 l一 。 
当G。长度为2 时，A 是一个 一⋯x 一 的对称带状、主对角占优矩阵。这是因为∑a 

0，d一 =口 。因此(25)唯 一可解 。 

(25) 

(26) 

： 1，d ≥ 
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例，若在滤波系统中选取 0)是一三次基B．样条函数，则在二尺度方程。 0)=2∑m (缸一 ) 

中，有 a。 4 “
1 “ 1一而 。 

4 10 

1 6 1 6 

1 

2 丽 “ 

4 

16 

0，当⋯≥3，此时(26)的一般形式为 

0⋯ 0 0 0 

I 1 4 

1 6 1 6 

因此可用追赶法去解(25)，重建信号 G。。 

从以上讨论可以看出，本文给出的分解算法(21一)～(23一)省去了计算 的这一环节，并且模糊信号 

(21)或(21，)具有明显低通滤波物理意义，比文献 1的分解算法合理、简单。在重建算法中，特别对于 5 

长度脉冲的低通滤波器可用追赶法直接求解．且每个高斯锥 G 可独立求出，从而减少了由迭代运算产 

生的误差累积。在实际工程中，需要哪个分辨率下的模糊信号，在重建算法中，求解相应的方程即可，而 

不必依次迭代。因此本文给出的算法更具有实用性。 
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The New Pyram id Algorithm for Signal Processing 

Zhang Shulin9 Zhan9 Xueyang 

(Department of Mathematics，710069，Xi 丑兀iX~dian U rdversity，710071) 

Abstract A flew pyramid algorithm for sighal decom position and reconstruction is given· The algO— 

rithm is clearer and sim pler than that of Burt and A dclson and its scheme cari bc completed easily by 

com putert 
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