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摘 要 设奇数 g≥3存在原根，研究模 g的原根中D H Lehme r数与它的逆 的差的分碲 

性质 ，并给出7一个较强的渐近公式。 

蓑萎 4O156眦氆 ；墼 拱 已̂ ／款 分类号 ． J7＼． L艺，L， ＼ 
设 g≥ 3是奇数，对任一整数 1≤。≤ 口 l且(a，g)一 1，显然存在唯一的整数 1≤ ≤g 1．使 

得 a 一 1(rood g)，如果a与 具有相反的奇偶性，则我们把这样的数a称为D．H Lehmer数 文献I研 

究了模 g的D H Lehmer数和它的逆的分布性质，并证明了对任意奇数 g有渐近公式 

M(q ； (a一 面  +0(4 嘞 。㈨ I )。 

2 1 

若 g≥3存在原根，则对模口的任一原根 1≤ a≤g一1，显然 1≤ ≤ g一1也是模 口的原根 设 

表示区间[】．g]中模g的所有原根之集合，本文利用广义Kloostermann和估计及三角和方法来研究模 

g的原根中 D．H．Lehmer数与它的逆的差的分布性质，设实数 0< ， ≤ l，定义 

Mo(g， 一 (d— ) (I) 

篙 
。 

证明了下面的结论 。 

定理 设奇数 g≥ 3存在原根，对任意非负整数 ．对任意实数 0< ， ≤ 1，有 M。(q一)一 

等 。z斗 + 一。一 一：)+0(4 t寻4 c d：(g)In Zq)其中 口j为E I r函数， 
。(n)表示 的所有不同素因子的个数，d(g)为除数函数。 

1 基本引理 

为了完成定理的证明，需要用几个辅助引理。 

引理 1 设模 ≥ 3存在原根，则对任意正整数(m， )一1，有下面的 

舞妾e c ，一{蔗 一； 
其中p )为M0bius函数，indm表示m相对模 的某一给定原根的指标，e( )一e ，∑ 表示对与k 
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互素的 a求和 

证明 参阅文献 2或 3。 

引理 2 设模 ≥ 3存在原根 ，则有下面的估计式 

∑∑e( 寺 )<<( ， ){ )d(g)。 
_= l 6= l 

_6i1f●) 
■ E^ 

证明 参阅文献4。 

。‘理 设 是奇数，对任意整数 和非负整数r’实数。< ≤l，定义 。， ，r) 墨a．e( ) 

估计式为 
互卜1)oa,e(agn)， 《 Y 

‘  

+ _)' I1 l r+ ⋯   ̈ ’ 

“  

1<< 。 (2) 
· 【 g 

( <<七  (3) I 
。等J 

． ．一! _。吼 }由于e( ，则 “ ～ (1) 其中[z]表示不超过实数
z的最大整数。 一 

则 “ 当 叭 。)式媳  

当 >。时，若口b，则有 ( ， ，r)(1一e(詈))=(1一e(詈))。 

互 c 一c号 ec + 薯 ～ c 

于是有 0 ，≈，r)<< 

若口f ，则有 x(x。 ，r)一 a re( )： 
d《q 

结合(4)式及(5)式，得到 (2)式 。 

注意到il+e(号)I一21 c。s 
引理 4 设 r，s为非负整 

∑∑ a · 
4 f 6。臼  

--11) 一 )< < ， 

(4】 

= + ’1' ㈣  

一

1 

十 ∑ (一1)一一 ( +1)r一。r)e( L !) 
=t g 

[ ～i 

<<( 口) + ∑ (如+1) 一Ⅱr)<<gr。 (6) 

·由(6)式就得到(3)式 于是完成 了引理 3的证明
。 

g≥ 3为奇数，有估计式 

； ； - -； ! i ；二 +。c + +{ c z( )t zg 。 

∑ 

_}_ 

r 

< 
< 

曲 

0 

+ 

_三 

lj 

O M∑ 

D 

H 

0 

ll “ 

)  

一 

ll 

n 

～ 肌 

式 

” 

征 
现 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


璺!塑 三竺竺! 三兰 堡堡!三 兰竺 三整 兰 墨 竺 —————— 

右

删  警萎≥攀 有 ’= 皇 c妻斋 ‘ 了 “一g 
一 孺 c娄耆ec ” 一 臼'一’ 

窭 J,~EA ⋯ ，⋯+亭薹c蒜。‘  ̈
， ．一 +去 c c ，一 ’  ̈( 

， 一  

x 一 )+ “ ’一 ’ 

+÷薹霎c妻斋ec 一 '～ ‘ 
其 一 ⋯嘲  自(2 并注意 l>>詈订 一 

有 竞 。 ，一 ， ，x c ，一 ，s ： 警 +。如 |) ’ 

同理可得 

蓦c骞 e c唑 ” “一 一 
‘ 

< <  4 
立 << 川 4“ ¨ 

薹c骞妻ec ÷且” “一 一 
嚣 

<<qr+ {4 ( q))d (q)lnq 

薹蓦c妻斋 ( )) 一m， 扒～ 
<< { — ( )薹萎 << m”“ 【n 。 

托 ‘ 

：  ～ 卅 一 ∑∑a， ：； 2 —。‘ ‘ “ 

于是 璧 理： 韭向整数． ≥3为奇数，则有 引 削 置 
0 m ： (

一 1) d = ( ‘4⋯  q “ 。 

证明 类似地，得到 

(10) 

(11) 

fl 2) 一 
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q m =1, =1 c 耋ec { 日c ·一m c ·--n,s), c 
髫 

这里 日。，一m，r)是引理 3中所定义的。注意到 I cos I一 _sin 卫 及 g--2m≠ o。由(3)式 

和使用引理 4中的证明方法 ，容易推出引理 5的结论 

2 定理的证明 

由二项式公式、引理 4、引理 5得 
。(g，t)一 (Ⅱ一 ) = 1 

D≤  一 
目 g 

∑∑ (1一(一1) ) 一6) 

一  

1 (2

。

k

)(一1)t(∑Ⅱ ( )-一∑(一 
。 篙； 惫： 

一 号 c c髯 
'-。(妻( +{4 g) 

1) 口 卜 ( )’) 

o(g +}4 ( ) (g)ln。g)) 

=  妻( ‘( 一 +。 州 ) 
一  c～萼c 一c - 一+t z 
+ O(4 口 { 础 d (口)in 口) 

一  等 ‰ ( + 一。一 j_-川 4㈣” g)]n eq)， 
于是完成定理的证明。 
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0n ／he Difference of D．H ．Lehmer Num ber and Its 

Inverse in the Primitive Roots M odulo q 
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Abstract Let g≥ 3 be odd integer，and mod ulo g contains a primitive toot．It is to study the disttibu— 

tion properties Off the difference ofD+H ．Lehm er i3 umber and its inverse in the primitive roots ro odulo 

q+and give a sharper asym ptotic form ula+ 

K ey words primitive root；D— H · Lehm er num ber；inverse；distribution property；asym ptotic for 

m u】a 
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