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摘 要 设q>2是一个奇数，对任意整数 1≤口≤g一1且(口，g)一l，存在唯一的整数 l≤ ≤ 

Iu q一1，使得aa--=l(mod q)，定义教口为Lehmer数，如果口和 具有相反的奇偶性。研究算术级 

数中Lehmer D H数的分布性质，并证明一个有趣的极限分布定理和渐近套式。 

．  
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设模 q≥3为奇数，对任一整数 l≤口≤q一1且(d，g)一l，我们知道存在唯一的整数 1-~<a≤g一1使 

得n i(rood q) 用，(g)表示同余方程aa~(mod q)中满足条件 l≤口． ≤q--1且 口与 具有相反的 

奇偶性的解的个数，在文献 l中Lehmer D H曾提出求r(户)的值或者说一些有关它的非平凡性质．其中 

P表示素数。为方便起见，我们称这样的数为Lehmer D H数，文献2中首次研究了这一问题．并证明了 

对任一奇数q有渐近公式； 

r(q)一9qz(q)+O(q~d(q)In g)。 (1) 

本文的主要目的是研究Lehmer D H数在算术级数中的分布性，并利用Kloosterman和估计及其 

三角和方法给出一个有趣的极限分布公式．即对任意给定的实数0<x， ≤l，奇数 c≥3及正整数d，令 

A一{删+ ：n—O，1．．．·)，定义：F． ， )=#{a：a．a@A．口≤xq， ≤Yql2『n+ )。 

我们有下面的 

定理 对充分太的奇数q，当(q，c)=1时有渐近公式 

F ， )一告 xy+o(q} (g)1ntq)。 
其中 (q)为 Euler函数， (g)为除数函数。 

由定理我们立刻推出下面的极限分布公式 ；苦 =吉 。 

1 几个引理 

为完成定理的证明，我们需要下面几个基本引理，首先有 

引理 l 对给定的算术级数A一{cn+d)，当 2Ic且(c，g)=1时有 

l—fl+0(1)；若口Im 

¨̈  善 《广 l ， 留 I《r 蒲qlm， 
L l “ l 
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’̈ 向  a 
证明 先证(1)．当gIm时，显然有 

A(m， )： l一∑ 1 挈+0(1)， 
“ q  

当gfm时有估计式 

⋯ =̈f 煎 )l《 
由(2)及(3)立刻推出(1)。 

F 《南  
当口’m时，显然有B(m，z)一0(1)成立。当g协 时，我们有 

～ 圳 一
I互 cI" ( c／ )f=lI I互cID叫 ) ‘一+ 、 ， ：：d ＼口J 

《 《商  脱 引 吼 

(2) 

(3) 

引理2设m 及口为整数且口>l，OlffS(m，”‘口)一 蔷 e(m詈+”詈j《( ，口){g如(g)，其中 {d
· ) l 

d~------1(rood口)，(m，n，口)表示m，”及 口的最大公因子
。 

证明 参阅文献3。 

引理 3 设口为充分大的奇整数，则有 

(z，y)一 [∑∑s(r,s；q)A(r， )A0，y)-Z’Z s(r,s；q)B(r， )B0，y)]。 
‘q ⋯ 1 。 1 ⋯

一 ， 

驰 =荟善扣一( 
。e。． 

注意到三角恒等式 

客 = 0 qC m。 · l I口， l，如罢 ’ 
我们立刻得到 

参善 =委善善 卜s(b-v)) 。 ：留：留 口‘I 口／ 』 
； 骞砉爿薹薹 ( ))A c， A c 

= (r,s；q 一  )。 

同理可推出；荟善(一1)-+ m。 ⋯ )。 ·‘q ̂‘瑚 口。，-l J一1 ‘ 。 
I“ 

结台(4)，(5)及(6)式即可得到引理3的证明 

2 定理的证明 

(4) 

(5) 

(6) 

有了上一节的几个引理，我们容易给出定理的证明。事实上．当(c．口)=1时，由引理 1及引理2不 

难得到 

D 

一 
∑留 

∑毪 1—2 卜 ∑留 

∑ 

1

—2 
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S(q,qlq)̂( )A( ) 口)( +0(1)){ +0(1)) 
= )x7yq2+0(口 )

。 

( )̂ ( )《霎(州 訾·南  一 l。 l 

《。} 《 口)l唧。 

∑q-!s(q,slq)A(g， )A( ， )《 (口)1 。 

q-! l 

∑∑S(r，slq)A(r，x)A(s， )《 
r一 1 f一 1 

《 (。) 《 № 。 《口 (口)∑∑ 二 ： 《口 (g)ln。q。 
r-- 1 ．--1 

1 

于是由(7)，(8)，(9)及(10)式 司得 

∑∑s(r，stq)A(r，x)A(s， ) 
t一1 

= S(q，q~q)A(q，x)A(q， )+∑S(r，口iq)A(r，x)A(q， )+ 

+∑S(q， }q)A(q， )A0， )+∑∑s(r， ；g)A(r， )A0， ) 

：  (口)苎 +O(q~d (q)ln g)。 

注意到 c。s ：sin 里二 ， 

由引理 1的(I)及(11)式的证明方法并注意到g一2 ：≠O我们不难得到 

∑∑s(Ⅲ{口)B(，， )B( ， ) 
q-- 1 口一1 

+∑∑g}( ，g)妇(g)IB( )1·lB(s,y) 
r一 1 r一1 

+ } c 霎 1 i： ； f。!：。 f ：：—。ii <口} (口)In 口· 
由(11)，(12)式及引理 3立刻得到 

F。( ， )： 口)· O(q~cP(q)ln 口)· 

于是完成了定理的证明。 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

由定理容易得到极限分布公式； ． 

lim F, (x,y)
=  xy+。 )= x y 

这一极限公式在概率论中有着重要的懈释，即Lehmer D H数在算术级数中是均匀分布的·特别当 

f= = ：1时，即可由定理推出(1)式。 

切 

庐 
∑̈ 
∑̈ 
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0n the Distribution of Lehmer D H Number 

in Arithmetical Progression 

Zhang W enpeng 
● 

(Department of Mathema~cs，Northwest UnlverMty，710069·Xi an) 

Abstract Let q>2 be an odd number，for each 1≤口≤口一1 with(口，口)=1，itis clear thatthere exists 

one and only one 1≤ ≤口一1 such that口 熹 1(mod口)．Such number is called as a Lehmer D H hum一 

ber if口and are of opposite parity．The main purpose of this paper is to study the distribution prop— 

ertities of Lehmer D H number and give a sharper limiting distribution formula． 

Key words Lehmer D H number distribution propertities asymptotic formula 
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